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O NIEKTORYCH VLASTNOSTIACH HRAN
>GHONOZHGQO<>ZMEO K-POLYEDRA

ERNEST JUCOVIC, Prefov

V préci ponimame K-polyéder, autokonjugovany K-polyéder tak, ako boli defino-
vané v [3], eulerovsky polyéder podla {11, [2]. PouZijeme oznadenie G,g, T€SP. O 4>
ktoré bude znamenaf poCet prvkov mno¥inového siftu hran, ktoré incidujt so ste-
nami «, B, resp. vicholom 4 a stenou « polyédra.

Prva Sast priamo nadvizuje na [3] a pouZiva tvahy z nej. V prvej vete je udana
horna hranica pre 6,4, kde &, B su susedné steny autokonjugovaného K-polyédra;
tato zavisi od podtu jeho trojubolnikovych stien. V druhej vete je udani horna hra-
nica pre Gy, -+ am kde oy ... Oy (m = 3) s0 vietky steny incidujice s tym istym
vrcholom autokonjugovaného K-polyédra; tato hranica zvisi od sel m, n, kde n
je potet trojubolnikovych stien livayovaného polyédra. Vety 3 a 4 v druhej Casti sa
tykajl 0,,, kde 4, @ sa spolu incidujtica dvojica stena @ — vrchol 4 autokonjugo-
vaného K-polyédra. PouZity je t. zv. ©-proces od Steinitza [1] a jedna veta A. Kot-
ziga [2].

1

Veta 1. 4k autokonjugovany K-polyéder md n > 4 trojuholnikovych stien, potom
o kazdych dvoch jeho susednych stendch o, B plati o3 £ n+ 3. Duojic susednych
stien o, B, pre ktoré a5 = n + 3, je maximdlne n.

Dokaz. Oznagme s polet stien, h potet hran autokonjugovaného K-polyédra,
x>30=L1L2...5— n) podet hran, s ktorymi inciduje stena o;. Potom podla
jednej vety z (3] plati

u=+3+x~+...+xnl_umrnﬁzlc. 1)

ax MNE

Steny o , &, budi incidovat s najva&sim po&tom hran, akXs = X4 = ... = X5-n T
— 4. Po dosadeni do (1) dostaneme

xp+xnnb€.lClwula@lalnvn=+b.

Ak o,, o, st susedné, potom Gga, = n + 3. Maximalny polet dvojic susednych
stien «;, o;, pre ktoré 0,,, =N + 3 Fj=1,2..,8— n), vyskytne sa vtedy,
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ak aj x, = 4. Vtedy totiz x, = n, ako sa lahko presvedéime upravou (1); Ouq; =
= n + 3 len vtedy, ak o; = oafx, =n) a o, = am=2,3...,5~ n). Takychto
o dvojic’ stien a;, a; je najviac ak n. Ak x; <n, potom
X, +x,=n+4, ale X+ x,<n+4@=12; v=73,
4,...,5 — n). Tym st obe tasti vety dokazané.
" n-boky -ihlan je priklad mEoWoE.zmoéam_uo K-polyédra
s n. trojuholnikovymi stenami,’ pricom o kaZdej dvojici
jeho susednych stien o, B plati g, < n + 3. Obr. 1
A B ukazuje priklad autokonjugovaného K-polyedra s n = 5
Obr. | trojuholnikovymi stenami, ktory ma n dvojic susednych
stien a, B takych, Ze o0, =n + 3 =8, O tom, Ze
K-polyéder na obr. 1 je autokonjugovany, sa Iahko presvedtime pomocou s nim
ekvivalentnej polyedrickej matice.

Veta 2. Ak autokonjugovany K-polyéder md n trojuholnikovych stien a steny o,
Ogy vns O (M Z 3) su vietky steny, ktoré incidujii s tym vrcholom, potom 6o, —q,, =
<n+43m-—4

Dbkaz. Ozname opif s polet stien, h polet hrin uvaZovaného autokonjugo-
vaného K-polyédra, x; potet hran, s ktorymi inciduje stena a; (j = 1, ..., 8)

" Nechaym<s—H : )

Plati: x; + X3 + -« + X + Xms1 F o+ Xy + 3 =20 =4 - 1). KaZda
Z0 stien oy, Oas -+ > Os—n inciduje najmenej so §tyrmi hranami. Plati preto x, +
+ X, .- +x=.Ma@lSluxlp@1=l.§vn=+p§l». Ak steny «,

Dgys s + 5 Com incidujt s tym istym vrcholom, teda kaZdé dve susedné v tejto postupnosti

a tie? a,, &, maji spoloni hranu, potom

<n+dm—4—m=n+3m—4

17 %&m =

Oy

b)s>mZs—n.

Oznaéme p = m —Xz*— n). Plati X, 4+ Xy + -or F Xeop T Xgprr T oo +
4 Xgoptp T Xs—ntpt1 oo + X = 4s — 1). Ak x;>3 (i= 1,...,s —n), teda
Xgoppg = ove = X5 = 3, potom Xy -+ X3 + ... T Xs—u d Xepp1 F oo T Xy =
= 4(s — Glu?lEHm,,.uElAME+=+wEIAH=+AEIAGoao-
sazeni z m = § — n). Ak steny o, &y, ..o &m incidujti s tym istym vrcholom, tedy
kazdé dve susedné majll spolo¢nit hranu, potom 0q, . .q, <n+43m-4 Tymje
nada veta dokdzand pre vietky pripustné n, m. .

Opif je K-polyéder na obr. 1 prikladom takého autokonjugovaného K-polyédra,
u ktorého horna hranica z vety 2 je dosiahnuta (totiZ pri piatich vrcholoch 4, B,
C, D, E). .

Vzhladom na vlastnosti autokonjugovanych K-polyédrov platia poutky dualne
k vetam 1, 2; tie dostaneme, ak vo vetich 1, 2 zamenime navzdjom steny a vrcholy.
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Nech M=V + S+ Hije W.cod.manﬁv ¥ mnoZina jeho vrcholov, S mnoZina
jeho stien, H mnoZina jeho hran. Pridajme ku komplexu M mnoZinu U jeho uhlov,
ktorymi st dvojice hran so spolotnym vrcholom, incidujice s tou istou stenou.
Ku komplexu M + U=H+ U + ¥V + § priradme navzajom jednoznatne novy
komplex M' = V' + H' + S’ s mno¥inou vrcholov V7, hran H' a stien S’ tak, aby
prvky mnoZiny v’ boli vzijomne jednoznalne priradené prvkom mnoZiny H,
prvky z H' k prvkom z Uaprvkyz S’k prvkom z (V + S). Za incidujtice oznatme
také dva prvky komplexu M ‘. ku ktorym prisltchajuce prvky komplexu M + U
si incidentné.

Steinitz [1] toto vytvorenie komplexu M’ z komplexu M nazyva @-proces, novy
komplex M’ oznaluje M’ = O(M). Ak si K-polyéder M interpretujeme ako kon-
vexny polyéder M,, potom ©-proces vyzera takto: Vo vniitri kaZ?dej hrany polyédra
M, volime bod ako vrehol nového komplexu; kazdé dva z tychto vrcholov, leZiace
na susednych hranach polyédra M, spojime hranou. — Napr. ku §tvorstenu je
O-procesom priradeny oszmsten typu pravidelného osemstena (pozri obr. 2).

K dokazu 3. vety si musime najprv dokazat nasledujicu lemmu.

Lemma 1. 4k je A autokonjugovany Numc@&m? potom 0 A' = O(4) plati: A

a) A’ je K-polyéder;

b) steny A’ je moiné rozdelit do dvoch tried Ty, T, tak, Ze Ziadne dve susedné
steny nepatria do tej istej triedy; .

¢) existuje aspoii jedho navzdjom jednoznacéné priradenie P stien triedy T, k stendm
triedy T, také, Ze je zachovand susednost stien. ;

Dokaz. a) Oznaime S, v, AF resp. S, V', H' mnoZiny stien, vrcholov, hran
autokonjugovaného K-polyédra 4, resp. komplexu A4', dalej oznalme U mnoZinu
uhlov polyédra 4. Pre ka¥dé dva prvky rdznych mno-
¥in S, V, H, Uje rozhodnuté & inciduji, — to isté po-
tom plati o dvoch prvkoch z réznych mno?in S, V', H'. LV ,
Uhol BAC z mnoZiny U inciduje s dvoma hranami 4B,

AC, ich spolotnym vrholom A a stenou «. Potom

hrana z mmnoZiny H', priradend k uhlu BAC, inciduje
s dvoma vrcholmi z V', priradenym k hranam AB,
AC. Dalej inciduje tato hrana z mnoZziny H's dvoma ste- Obr. 2.

nami o) ; &5, priradenymi k stene aavrcholu 4. — Vrcholy

A, B z mnoZiny V' st priradené k hranam a, b mmnoZiny H; a, b st bud susedné,
potom uréuju jediny uhol z U, potom existuje jedina hrana 4B, — alebo hrany a, b
uhol neuréuji a potom neexistuje hrana AB. — Steny a, f z mnoZiny S’ st priradené
bud k stenam «, , f, z mnoZiny S alebo k stene o, z mnoZiny S a vrcholu B z mno-
Ziny V. V prvom pripade o;,.B; neurduji uhol, a preto neexistuje hrana, ktora by
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incidovala aj s & ajsf.V druhom pripade mdZe stena «, 3 vrchol B neincidovat,
neurdovaf uhol, — potom steny , f nemaji spolodmil hranu; alebo stena «, a vrchol B
inciduju, potom urduji jediny uhol, ku ktorému je priradend jedina hrana, incidujtica
ajsaajsp. .

Ka?da stena o Z mnoZiny S’ inciduje s tolkymi vrcholmi, s kolkymi hranami
inciduje k mej priradend stena oy Z mno¥iny S alebo k nej priradeny vrchol A4
2 mno¥iny V, — ti€ 1 najmenej- tri.

Oznadme s, resp- U, Iesp. h potet prvkov mnoZiny S, tesp. V, resp. H, dalej 5,
resp. v', Tesp. A’ potet prvkov mnoziny S', resp. V', resp. H *. Jednoduchym vypo&tom
zistime, e podet u uhlov polyédra A4 sa rovné 2h. Potom plati 5 + v— k=
=(@E+v)+h— oh=s5+0v—h=2 Tym sme spolu dokazali, Ze o) je
K-polyéder. (Porovnaj s definiciou v [3}) .

b) Rozdelme mno¥nu stien z S’ do dvoch tried Ty, Ty, — V Ty nech sa tie
steny, ktoré st priradené k stenam z S, v T, tie steny, ktoré su priradené k vrcho-
lom z V. V prvej Zasti bolo dokéazané, Ze susedné s len také steny o, f Z S, ku
ktorym je priradend stena a s fiou incidujuci vrchol polyédra A. Preto nenaleZia
do tej istej triedy T, & T,- ,

c) Kedze je A autokonjugovany K-polyéder, existuje medzi mnoZinou vrcholov V'
a mnoZinou stien S polyédra 4 vzajomne jednoznaéné priradenie 7, ktoré zachovava
Emambm.E. W mnoZine S stien polyédra 4 je @-procesom priradend trieda T, m.mnu
polyédra 4', k mno¥ine vrcholov ¥ je priradené trieda T stien polyédra A4'. Inci-
dentna dvojica stena—vrchol prejde v susednii dvojicu stena — stena, incidentna
stena—hrana prejde v incidentnt dvojicu stena z Ty — vrchol, incidentna dvojica
hrana — vrchol prejde v incidentnu dvojicu stena z T,—vrchol. A vzfah 7 medzi
stenami a vrcholmi polyédra A prejde vo vzAjornne jednoznatné priradenie P tried
T, T, ktoré zachovava susednost stien. Tym je lemma 1 dokéazana v plnom
rozsahu.

Veta 3. Autokonjugovany K-polyéder K bud: a) obsahuje aspoit dve dvojice Ax, BB
incidujiicich stien @ vrcholov takych, Ze 0 44 = apy < 11, bud b) obsahuje aspoii u.oanw
dvojicu Cy spolu incidujucej steny 7 @ vrcholu C tak, Ze vrchol C i stena y inciduje
s tym istym poctom hrdn u < 6. Pritom pripady 2), b) sa navzdjom nevylucuji.

Dékaz. A.Kotzig [2] dokazal: V kaZdom culerovskom polyédri, existuje naj-
menej jedna dvojica susednych stien oy, %3 taka, Ze x, + x5 2 13, kde x; je _wo\mmﬁ
hran, incidujicich so stenou &; i=1,2). — Potom ma stena oy =<mmo<mmo=w
K-polyédra K X3 vrcholov, stena a; X3 vrcholov. Ale. kedZe s a3, % mﬂ._mmmno,
maji 2 vrcholy spolo¢né a pocet prvkov mnozinového suctu vrcholov stien oy,
o, je £ 1L

O(K) je K-polyéder, teda culerovsky polyéder (pozri Steinitz [1]), & cnﬁo,vommm
vysiie citovanej vety Kotziga obsahuje dvojicu susednych stien oy, %, SHEBF .Na
poget prvkov mnoZinového suftu s nimi incidujucich vrcholov sa rovna najviac
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ak 11. Podla bodu c) lemmy 1 nech je k @, priradena stena f,, k B, stena ;. Potom
nastane jedna z tychto moZnosti:

1. B, o, =B Fa alebo

2. B, =0, = By =0y

Ak B, % o, obsahuje O(K) dve dvojice susednych stien o; a oy, B 2 B, takych,
¥e pocet prvkov mnoZinového sudtu vrcholov stien «,, o, sa rovnd podtu prvkov
mnoZinového sti&tu vrcholov By, B a tento siiCet najviac ak sa rovna 11, K dvojiciam
stien o, a.0, By 2 B polyédra O(K) st v polyédri K priradené dvojice spolu inci-
dujtcich vrcholov a stien Aa, BB, k vrcholom stien oy, %2, B., B, sa priradené
hrany, incidujtce s vrcholmi a stenami A«, Bf. Plati potom 6,4, = Ogg < 11

Ak B, = «,, inciduje ka¥da zo stien o, , @, S tym istym pottom vrcholov, najviac
ak rovnajicim sa 6. K stenam a,, o, je v polyedri K priradena incidujuca dvojica
vrchol C a stena 7, o ktorej hovori bod b) nasej vety.

Dal¥im désledkom Kotzigovej vety je

Veta 4. Ak autokonjugovany K-polyéder M neobsahuje stenu, ktord inciduje
sn=456,7282910 hranami, potom obsahuje aspori jednu incidujiicu dvojicu
stena a—vrchol A taki, Ze 04, = 4 (%e teda spolu inciduje trojuholntkovd stena o
a trojhranny vrchol A). .

Dokaz. Podla [3] obsahuje polyéder M najmenej Styri trojuholnikové steny;
neobsahuje ale vrchol, ktory by incidoval s n = 4,5,6,7,8,9,10 hranami. Potom
©(M) neobsahuje stenu, ktora by incidovala s n hrapami. Podmienky spominanej
Kotzigovej vety predsa viak spliia; to je moZné len tak, ¥e st susedné dve troj-
uholnikové steny oy, %. V polyédri M st k oy, #; priradené stena o 2 vrchol 4,
o ktorych hovori nasa veta.

Poznamka pri korektire: Vetu 3 a vetu 4 moZno vyslovit ovela silnejsie.
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O HEKOTOPBIX CBOMCTBAX
PEBEP O»LSOOOH:.MvaEEOﬂO K-TIOJIUDAPA

Dpuect HOnoput

Pe3oMe

O603HaYHM COOTBETCTBEHHO 4Epe3 O WIH O 4o MUCHO 37IEMEHTOB MHOKECTBEHHOTO COCAMHEHHAA
pebep AHIMCHTHBIX C rpasiMu d, § wiu ¢ rpaHeio a ¥ pepiumrHO# A camocompskertoro K-noam-
3npa. 4

Jloxa3piBaroTCs CAENyIOUIHe TCOPEMBL

1. [{ns xaxpo# napel COCeRHBIX rpanedl a, B caMOCONPAKEHHOTO K-nonmmaapa ¢ n > 4 Tpeyons-
HLIMHA TPAESMA Gap < n 4 3. CymecrsyeT He Gonee n TAKHX [ap COCEAHBIX rpaneii a, f 4TO Opp =
=n+3

2. Eciyt g, .- a(m= 3) BCe rpaH¥ WHUUOEHTHBIE ¢ TOH e BEepIIMHON CaMOCOTIPSKEHHOTO
K-monuaApa, HMEIomero n TpeYroMbHBIX rpaHe#t, TO Oq, ... am <n+3m—A4.

3. CaMOCONPSIREHHDIH K-monuanep COACPXMT:

a) mmbo no kpaiineit mepe ABS rpasu a, § ¥ ABE BEPUIAHBL A, B Taxge, 4TO a MHIHMAUPYET C A,
mnmsqmnﬂqmum 11,

6) mubo oxdy rpatb ¥ ¥ ¢ Heil MHIMACHTHYIO pepmuiy C Takyto, 410 Y & C MBLOMIEHTHI € TEM
sxe wacioM pebep 1 = 6.

B TO e BpeMs CiIydad a), 6) B3aEMHO IpPYyr Apyra He MCKJTIOYAKOTCA.

4. Fciy Huxakas Ipadb CaMOCOIPSDKEHHOT O K-monu3fpa He MHIUACHTHA C 7 = 4,5..., 10 pe-
6pamu, TO IO KpaiiHeif Mepe OftHa €r0 TpeyroipHas rpaik MHIMOEHTHA TpeXrpasHoi BEPLIMHOM.

EINIGE EIGENSCHAFTEN DER KANTEN AUTOKONJUGIERTER
K-POLYEDER

Ernest Jucovif

Zusammenfassung

Wir bezeichnen durch dys bezw. 0 4, die Anzahl der Elemente der Mengenvereinigung der Kanten,
die mit den Flichen a, 8, bezw. mit der Fliche o und der Ecke A cines autokonjugierten (auto-
polaren) K-Polyeders inzidierétr™" S .

Es werden folgende Sitze bewiesen:

1. Fiir ein jedes Paar benachbarter Flichen a, f eines autokonjugierten K-Polyeders mit n > 4
Dreieckflichen gilt 0up <n+3 Dabei gibt es maximal n solcher Paare a, B, fiir die 0gg = n + 3.

2 Hat ein autokonjugiertes K-Polyeder n Dreieckfiichen und sind oy, ..., @y (m = 3) alle
Flichen, die mit derselben Ecke inzidieren, dann gilt 64, . .am =11 3m— 4.

3. Ein autokonjugiertes K-Polyeder besitzt 2) entweder wenigstens zwei Paare Aa, Bf
inzidierender Flichen und Ecken so, daB 04, = 988 < 11 gilt, oder b) besitzt es ein Paar Cy inzi-
dierender Fliche ¥ und Ecke C so, daB v und C mit derselben Anzahl u = 6 Kanten inzidiert.
Pabei konnen die Fille a), b) auch zugleich vorkommen.

4. Wenn ein autokonjugiertes K-Polyeder keine Fliche besitzt, die mit n = 4,5,6,7,8,9,
10 Kanten inzidiert, dann besitzt es wenigstens ein inzidierendes Paar Fliche a — Ecke 4 so, daf

Oga = 4 m——e
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