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Predmetom prace bude vySetrovanie vlastnosti (u, v),-grafov. Takto budeme na-
zyvat koneny orientovany* graf G, ovmmr&m_.n_. vrcholy u + v také, ¢ G moZno
rozloZif na m tahov** z vrchola u do vrchola v; to znamend, ¢ G nema4 izolované
vrcholy a 7e ka?d4 hrana grafu G patri prave do Jedného z tychto tahov., Budi nis
zaujimaf najmi otazky stvisiace s vyskytom cyklov a tzv. (v, v)-hran v (u, v),~gra-
foch. Na tieto moZnosti upozornil Kotzig v [1], poznimka 15 na str. 62, a to pre
pripad neorientovanych grafov. My budeme formulovaf vysledky v re&i orientova-
nych grafov, kde je situécia analogicka.

Veta 1. Nutnd a postatujica podmienka na to, aby supisly*** orientovany graf G
bol (u, v),-grafom je, aby sa rozdicl poctu do vrcholu vehddzajicich a'z tohoto vrcholu
vychddzajicich hrdn rovnal

a) —m pre vrchol u;
b) +m pre vrchol v;
<) 0 pre vSetky ostatné vrcholy grafu G.

Do6kaz. Nutni podmienka Jje zrejma. Aby sme dokazali postadujiicu podmienku,
dopliime graf Gm hranami, orientovanymi z v do u na rovnovazne orientovany
graf [2]. Tento, ako je dobre zname, d4 sa rozloif na cykly (bez spolonych hrén).
Preto pévodny graf G moZno rozloZit na m tahovz udo v a pripadné cykly. Vzhla-
dom na sivislost grafu G moZno tieto cykly postupne pripojif k uvedenym m tahom,
&im dostaneme Ziadany rozklad grafu G na m fahov z ¢ do v,

Veta 2. V (u, v),-grafe G (m > 1) k Iubovolnému systému hranovo-disjunkmnych
tahov Ty, Ty, .., T, (1 < k < m) z u do v existuje systém fahov Tiv1,-sTzu
do v tak, %e T,, Ty eis Ty, Ty .oy T, st hranovo-disjunkiné tahy z u do v.

Uvedeny systém tahov T, 1y ooy, Ty Ty gy e T,, obsahuje vsetky hrany grafu

vtedy a len vtedy, ked graf G — {T,,T,, ..., T 3*** je suvisly.

* PripuSfame ,,viacnisobné« hrany aj stutky.
** Pod fahom rozumieme vZdy kontinuitne orientovany fah, &ize spojenie [6], neprechadzajiice
Ziadnou htanou viac ne? raz.

*** Slov4 ,,stvisly* graf, , komponent* chidpeme vzhladom na neorientovany graf, ktory do-
staneme z G zrufenim orientécie vietkych jeho hran.

** %% Znakom G— {7, T, T} oznatujeme graf, ktory vznikne z grafu G vynechanim vietkych

81



Doékaz. Vrcholy u, v zrejme patria do toho istého komponentu grafu G — {1y,
T,, ..., Ti}. Tento komponent je podla vety 1 (u, v),,_,-grafom, z &oho vyplyvaju
obe tvrdenia vety 2.

Veta 3. Ak po vynechani rovnovdsne orientovaného grafu z (u, v),-grafu G vznikne
suvisly graf G, je Gy opdf (u, V)u-grafom. Lubovolny (u, v),-podgraf grafu G mozno
vytvorit uvedenym spdsobom (vynechanim istého rovnovdsne orientovandho grafu) z G.

Dokaz. Prva &ast vety vyplyva bezprostredne z vety 1. Pre dokaz druhého tvrde-
nia stali uvazif, e ak vynechime z (i, v),-grafu jeho (u, v),-podgraf, dostaneme
podla vety 1 rovnovaZne orientovany graf.

Désledok 1. Ak postupnym vynechdvanim cyklov vytvorime z (u, v),-grafu G
acyklicky [5] graf G, je G, opdr (u, v),~grafom.

Pozrdamka. Na prikladoch moZno ukézaf, e 1. vetu 2 nemo¥no zovieobecnif
na vietky orientované grafy, obsahujice m hranovo-disjunktnych fahov z vrcholu u
do vrcholu v; 2. v désledku 1 vety 3 nemo¥no postupné vynechivanie cyklov na-
hradit vynechanim vietkych hrin, patriacich do niektorého cyklu v G; 3. acyklicky
(u, v),-podgraf (u, v),-grafu nemusi byt jednozna¢ne urceny.

Dosledok 2. KaZdy (u, v),-podgraf (u, v),-grafu G obsahuje vietky hrany grafu G,
nepatriace do Ziadneho cyklu v G.

Veta 4. Nech hrana h z (u, v),-grafu G patri do n, ale nie do viac réznych cyklov
Cy, Cs, ..., C, v G (nepoZadujeme, aby tieto cykly boli hranovo-disjunkiné). Acyklicky
(4, v),-podgraf grafu G, do ktorého patri hrana h, existuje vtedy a len vtedy, ked
existuje systém S hranovo-disjunkinych cyklov grafu G takyp, 3e 1. hrana h nepatri
do Ziadneho z cyklov systému S; 2. kaZdy z cyklov Cy, C,, ..., C, md spoloénii aspori
Jednu hranu s niektorym cyklom zo systému S.

Dokaz. Ak existuje systém S uvedenych vlastnosti, po vynechani vietkych cyklov
systému S z grafu G vznikne isty graf G,, v ktorom hrana % nepatri do Ziadneho
cyklu. Postupnym vynechivanim cyklov z mnm?, G, vznikne podla désledku 1 vety 3
acyklicky graf poZadovanych “vlastnosti. Obratene, ak existuje acyklicky (u, v),-
podgraf grafu G, obsahujtci hranu 4, podla vety 3 ho méZeme vytvorif vynechanim
ist¢ho rovnovéaZne orientovaného grafu z G. Cykly, na ktoré moZno rozloZif tento
rovnovaZne orientovany graf, tvoria hfadany systém S. Dokaz je vykonany.

Pre dalSie uéely uvedieme tri definicie:

Nazvime (4, v)-mnoZinami grafu G také mnoZiny M hrin kone&ného orientova-
ného grafu G s vrcholmi u, v, pre ktoré plati: 1. kazdy ah z u do v obsahuje aspoii
Jednu hranu z M; 2. ku kaZdej hrane z M existuje aspoii jeden fah z u do v neobsa-

hrdn fahov Ty, T5, ..., T} a izolovanych vrcholov, ktoré pripadne pri tomto postupe vzniknd.
V tomto zmysle hovorime i v daliom texte o vynechdvani podgrafov.
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hujtici okrem tejto hrany Ziadnu int hranu z M ; 3. neexistuje v grafe G (v, v)-mnoZina
s mensim poftom prvkov (hran) ne? ma mnozina M.

Hranu, ktord patri do niektorej (1, v)-mnoZiny grafu G, nazvime (u, v)-hranou
grafu G. Poznamenajme, Ze pojem (u, v)-hrany je totoZny s pojmom w-hrany, za-
vedenym v praci [3] (pozri lemmu 7). ,

(u, v),-graf nazvime normalnym, ak obsahuje aspoil jednu (u, v)-mnoZinu s m hra-
nami. (Potom, pravda, vietky jeho (u, v)-mnoZiny pozostavaji z m hran.)

Veta 5. V normdlnom (u, v),-grafe G hrana h je (u, v)-hranou prdve vtedy, ked h
nepatri do Ziadneho cyklu v grafe G.

Dokaz. 1. Nech hrana /% je (u, v)-hrana grafu G. Potom % patri do niektorej
(4, v}-mnoZiny M grafu G. KedZe G je normalny (u, v),-graf, M ma m prvkov
(hran). Ak hrana 4 patri do nejakého cyklu C grafu G, podla désledku 1 vety 3
existuje (u, v),-podgraf G, grafu G, ktorého prvkom nie je Ziadna hrana cyklu C.
Kazdy tah z u do v v grafe G, musel by potom prechadzaf niektorou z hran mno-
Ziny M, nepatriacou do C. Takychto hran je viak menej neZ m, &o je v spore s tym,
Ze Gq je (u, v),-graf.

2. Nech hrana & nepatri do Ziadneho cyklu grafu G. Keby 4 nebola (u, v)-hranou
grafu G, existoval by v grafe G — h podIa [3], veta 6 systém m hranovo-disjunktnych
tahov z u do v. Ak vynechame tieto tahy z grafu G, dostaneme podla nasej vety 1
rovnovaZne orientovany graf, ktory mo#no rozloZif na cykly. Jeden z tychto cyklov
musi obsahovaf aj hranu A, &o je spor s predpokladom. Dékaz je vykonany.

Nech je teraz dany acyklicky (u, v),-graf G. Zavedme v mno¥ine vrcholov grafu G
Ciastotné usporiadanie takto: a < b prave vtedy, ak @ = b alebo ak v G existuje
tah z a do b (porovnaj [4], str. 12). Nech je dalej T TubovoIny fah z u do v v grafe G
a nech je x IubovoIny vrchol grafu G rozny od u, oznaéme znakom AT, x) th hranu
z tahu 7, pre kone&ny vrchol y ktorej plati x < y, pri€om Ziadny z Eaa.orm&m?omn:
vrcholov fahu 7 nem4 tuto vlastnost. Struéne povedané, h(T, x) je t4 hrana fahu 7,
ktorej kone&ny vrchol je ,,najmen3im* vrcholom fahu T, nad* vrcholom x.

Veta 6. Nech je G acyklicky A:u‘&s.wx&m ktory mozno rozloZit na tahy T,,
T;, ..., T,; nech je h lubovolnd hrana grafu G, x koneény vrchol hrany h. Potom hrany
WTy, x), Ty, x), ..., i(T,,, x) tvoria (u, v)-mnofinu M grafu G, obsahujiicu hranu h.

Dékaz. DokdZeme, Ze¢ mnoZina M spliiuje vietky tri podmienky z definicie
(4, v)-mnoZiny. .

1. Nech Ty je Iubovolny fah z u do v. Hrana (T}, x) patri do niektorého z tahov
systému T’ = {7y, T,, ..., T,}. Nech je to napr. fah T;. ahko vidime, Z¢ WT,, x) =
= I(T;, x). V opatnom pripade pre poCiatogny vrchol y hrany 4(T,, x) by platilo
X = ¥, €o odporuje definicii symbolu A(T,, x). Preto T, 3 WTy, x) = KT, x) e M,
t. j. tah T, obsahuje hranu K(Ty, x) z M.
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2. Hranou A(T};, x), kde T; e 7T, prechadza tah T, a kedZc fahy systému 7T su
navzijom hranovo-disjunktné, 7; prechadza len tymto fahom systému T.

3. Tretia vlastnost vyplyva opit z toho, Ye Ziadne dva rézne tahy systému T
nemajt spoloénti hranu. ,

Dalej ak he T, € T, potom h = h(T}, x) € M.

Tym je dékaz vety skon&eny.

Zaverom dakujem A. Kotzigovi a K. Culikovi za cenné pripomienky k praci.
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OB OAHOM KJIACCE OPUEHTUPOBAHHEIX I'PA®OB

¥Opait Bocak

Pesome

CraTesl 3aHUMAETCA KOHEYHBIMM OPHEHTHPOBAHHEIME IpadamMu (C BEPIUIMHAMHA « <= V), pa3fio- .
HMMBIMA B BETBH U3 BEPINMHBI 4 B BepmuHy v. McClenyioTcsa pasHbre noarpadsl Takux rpadoz.

ON CERTAIN CLASS OF ORIENTED GRAPHS

Juraj Bosik

Summary

The paper deals with the finite oriented’ graphs (with vertices u - v) decomposable into the
directed paths from the vertex u to the vertex v. Various subgraphs of such graphs are investigated.
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