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SINGULARITY JOSTOVYCH FUNKCIf A POTENCIALY
PRIPAD P-VLN A D-VLN

: MILAN PETRAS, Bratislava
Uvod

Pri vySetrovani analytickych vlastnosti amplitidy rozptylu v potencidlovom poli
sa obvykle najprv zvoli istd trieda potencidlov a potom sa skama prisluina analy-
ticka $truktara amplitidy rozptylu.* Je viak moZné postupovat aj obratene, t. J-
vopred postulovat isté analytické vlastnosti a dodatoCne sktimaf potencidly, ktoré
im prisluchaja. Tento postup sa zvolil v préci [1], v ktorej sa vydetrované potencialy,
prisltchajiace danym singularitdm Jostovych funkeii, pre pripad S-viny. Tam bolo
ukézané, ¥e problém sa redukuje na rieSenie systému N nehomogénnych linearnych
rovnic v tom pripade, ked Jostova funkcia mé N p6lov na kladnej Casti imaginarnej
osi a na riefenie linedrnej nehomogénnej integralnej rovnice vtedy, ked tato funkcia
sa vyznaduje nespojitostou pozdi? rezu, idiceho po kladnej &asti imaginarnej osi
v komplexnej rovine impulzu k. Rieenie tychto rovnic vedie nielen na hiadany
potencial, ale aj na prisluSné vinové funkcie.

V tomto &lanku sa metdda préce [1] zobectiuje aj na P-viny a D-viny. Zobecnenie
spo&iva v rozifreni Jostovej funkcie o Cleny, ktoré odpovedaju polom prvého a dru-
hého radu v bode k = 0. Urdenie potencialu sa potom prevadza na rieSenie istych
linearnych nehomogénnych problémov, podobne ako v [1]. Ku kaZdému potencidlu
sa automaticky dostiva aj rieSenie prisluinej Schrodingerovej rovnice. V zavere sa
odvodzujtt rovnice, ktoré predstavuji P-vlnové a D-vinové analogény Martinovho
tvaru [3] Noyesovej — Wongovej rovaice [4]. Pozoruhodnou vlastnostou je ich homo-

génnost, ktora nenachdzame u rovnice Martinovej a Noyesovej — Wongovej.

.‘2.—.22& Jostova funkcia

Odvodenie rovnic pre N-polovii Jostovu funkciu v pripade vys§ich momentov
hybnosti je podobné postupu, ktory bol v [1] uZity pre I = 0. Ako vychodisko sluZi
rovnica pre funkciu gk, r)

g'(k, r) — 2ikg'(k, r) = u(r) gk, 1) 8
s okrajovou podmienkou
lim gk, r) = 1. @)

r—o

* Napr. [2], kde sa uvaZuju superpozicie Yukawovych potencidlov.
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Funkcia gk, r) savisi s Jostovou funkciou f(k, r) jednoduchym vztahom
NQG“ \v = .\QAQ ~.v e

So zretefom na poZadované analytické vlastnosti Jostovej funkcie v komplexnej
rovine impulzu k a vzhladom na tvar tejto funkcie pre voInu &asticu® moZno pred-
pokladat, Ze g(k, r) je nasledujiceho tvaru

123.3§3§ .
glk,ry=1+ N&M_ 3+ K, + =t T 9
Funkcie a;, a9, f§ musia prer — o vymizntt, aby bola splnend okrajova podmienka
(2). Z vyjadrenia (3) vidno, Ze prisluin4 Jostova funkcia bude mat N pélov v bodoch
k; = i2k;, (k;>0)a tieZ pol v bode k = 0, na pritomnost ktorého usudzujeme,
vychadzajic z vyjadrenia Jostovej funkcie pre volnu &asticu. Ako uvidime dalej,
B + 0 odpovedd momentu hybnosti / = 2 a § = 0 odpoveda =1

Po dosadeni (3) do (1) dostaneme systém rovnic pre funkcie a;, @o, B @ pre po-
tencial u

N
af + x4+ 2 Aam + Y &V a; =0, *
i=1
S~ B NA& + Y ai)ag =0, &)
i=1
) N
uznTNARW\T M Q-—vuuou A@v
i=1
N
‘= L? ‘Y &v. )
i=1 ¥

V dodatku je ukézané, Ze rieSenie tychto rovaic sa d4 previest na rieSenie systému N
lineArnych nehomogénnych rovnic. Pritom treba rozliSovaf pripad, ked f =0,
a pripad, ked § # 0. V prvom pripade prisluSny linedrny nehomogénny systém znie

- 2 Z 1 2
W) = k.cPe ™| 1 (1)
@) = i e ﬁ + kir+ry) +2 ..M_ A.&. + K; + Kkdr + JVVR. O.L,
)
pritom & a r, s integratné konstanty. Pre funkciu 9&53 pritom plati
1 NoaM(r)
(1) — i
oy (1) Fra A_ + waw =k %)

* Jostova funkcia, prislichajiica volnej Eastici, ma pre [ =1 a /=2 tento tvar:

s i 1
{0) ik
ik, r)=¢ A~+|||_.5v,

; 3 3
(0} Nﬁu r) = 0!&2. 1 4 — + V.
.\..N A v - A ikr AZQ.VN

/
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V druhom pripade tento systém ma tvar

N oBr) 3 + 1)
(1) = K+ @8 +2 : + X
@ (1) = Kiei e NWU_ kit K (r+ry)’3s
N (2) N (2) i
Y . 1425 2 0, _2 35 Ma (10)
K k(r+r2) =1 K rErisr K

. " 3 .2 . " : .
s integracnymi konStantami &.N.u s, r,. Funkcie ag” a B st urlene vzfahmi

(2),
RWNVCQ P MAw. + 1NVN AH +2 W QMNVC.V + 4 W“ Q. Mﬂv , A——v

(r+ry) +3s =1 K r+r; =1 K

iy = =L (12)

r+r;

Potencial u(r) sa pri znamych funkciach a; a oo urél v obidvoch pripadoch z rov-
nice (7)- ) \ , .
Asymptoticky tvar funkeii o§" a o, ako vyplyva z rovnic 8 a9, je

W —pe o) e 6"
AP() =xc5¢

i 1 . e (13
. @0 (1) = r+r
Tomu prislicha potencial tvaru
. N
u™(r) = 1.2 423 eldPe™. (14)
) (r+r) 0Tt
Podobne z rovnic (10) a (11) plynie
«P(r) =& el he T,
. WA% -+ %NVN ;
B(r) = , r— o,
w0 (= + 3s (15)
L W YE(F 4 ) 3= N .
) uP(r) =12 r+rs) _..A‘+_ 2) - 6s] +2% awnE o R
[(r + r2) >+ 3] i=1

Vidime, 7¢ pre velké :,wogboww_ v obidvoch pripadoch obsahuje vedla super-
pozicie exponencialnych potencialov i potencialy sil s QEQW%B gmwogm—.%Bv do-
sahom. Pre r = © prechadzaji tieto potencialy na potencialy oam:n&é‘wor sil,
pristusnych momentu hybnosti I = 1, resp. ! = 2. Na kratkych <N&m_nbomswo(r sa
viak tento P-vinovy a D-vlnovy charakter potenciélu straca a v pociatku sdi riesenia
rovnic (8) a (10), a teda i prislusny potenciél regularne. Abysmeiv comw»zn.c awmﬁm:
spravau asymptotiku potencialu, musimé poZadovaf nasledovny asymptoticky tvar
funkcil pre r = 0 ) o

¢ a
nw: . A ol = Luny r—0, (16)

3

r r
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2 QA.NV ~u
&P = MN T S s Sl r—0 amn

(kde a;, aq, b;, by st isté konstanty).
Toho je moZno dosiahnut vhodnou . volbou integraénych konStant r,, r; a s. Ak
piseme riedenie rovnic (8) ako podiel dvoch determinantov
AP
(1)(} i
a:(r) = . 18
] A v b:vo.v A v

potom, aby boli wu_bgm asymptotické vztahy (16), musi zrejme pre determinant
sastavy (8) platif podmienka

DY) = 0. 19)

Tento vzfah predstavuje podmienku pre konstantu r,. Podobne pre determinant
sastavy (10) musi platit

D(0) = 0, (20a)
DP(0) = 0, (20b)
Zo sG dve podmienky pre dve konstanty r, a s. .

" Zostava efte presvedgit sa, &i potencial u(r) ma v poliatku sprivne chovanie. Za
tym uéelom dosadime vyrazy (16) do rovaic (4)—(6) (pri B = 0). Dostaneme pod-

mienku

N
a? + Y al’ =1, @n
i=1

z ktorej plynie

uO(r) =

H.NN. r—0.

r

Podobne dosadenim vyrazov (17) do (4)—(6) dostaneme podmienky

i=1
N 22)
@O + M Nvm = wu
i=1
v ddsledku ktorych

2.3
s r—0.
r2

uP(r) =

Tym sme dokazali, Ze pri splneni podmienok (19) a (20) najdené ﬁoﬁﬁ&&% maji
spravne asymptotické vlastnosti pre malé i velkeé r.

‘Na ilustriciu ‘uvedieme potenciél, ktory prishicha jednopolovej Jostovej funkcii
al=1.

u(r) = =20 (r) + o« (O,



kde 5 5
kce {1+
1 w(r + 1)
RQV+§O.VH vy + i -
FIG+ k(r+ry ee
Matica S

Prvky matice S, prislachajice jednotlivym parcidlnym vlnam, svisia s .«oﬂoﬁ.\im
funkciami vzfahom I} :

oy _Nlk) o
st = (- 5o @
kde

f(k) =timrfilk,r),  T= 1,2.

r=0
Ak zavedieme konstanty
af =1lim P (r),

r=0
mozeme funkcie fi(k) pisat v tvare
‘ N aw.: 7 X nw.: :
= ; T s 24)
fi(k) NHMH Tik 4+ ;| dkry =1 K (
N (2) 3 2
aj 1 i 1 ry
= _— + -] X
flk) =2 HM_ 2ik +x; ik Tkry )P+ 3s
N (2) 4 N @

% NM Qs +|||M Eunv. ANMV
=1 Kj Fa j=1 Kj .

- v . Yz 1 . . I3 ) o
Ukazeme, Ze pre urceme konstant &V nie je potrebné poznat vopred funkcie

o« (r). Skutotne, vychadzajic z roviice (18) moino pisat

o = A(0)
I 4@ ?

Lo S8

kde d© je ista konStanta. PouZitim znamych viet Z tedrie determinantov Tahko od-
vodime pre @} tento systém homogénnych linearnych rovnic

D 2 ey 2 et ol PO (26)
alV = Kyc; WU_ i

uﬂ.-. + K; R.s.?.‘mﬂ_.

N 2 4
0@ =Py 2. 3rz Amn + w AINI +— v a2 @n
J Eat i=1 Ku. + K; w.W + wm x.m uA&.%N K; NNHN

Rovnice (19) a (202) predstavuji teraz podmienky riegiteTnosti rovnic (26) a 7.
Rovnica (20b) musi byt pripojena k (27) ako dodatodna podmienka, uréujica pri-
pustné hodnoty r; a S.
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Rovnicami (26) a (27) s konstanty a{" uréené aZ na multiplikativny faktor.
Pohlad na rovnice (23)—(25) viak ukazuje, e tento faktor sa vo vyjadreni S,(k)
vykrati.

Poznamenajme eite, Ze integratné konstanty &.c stvisia s reziduami funkcie Sy(k)
v pdloch ij2 x;. Prisluiny vzfah plynie z 23)—-27

—ie = Rez S,(k)jk = w_c. (28)

Ak teda pozname rezidua funkcie S,(k) (a samozrejme i k;), moZeme pomocou (26)
a (27) urdit konstanty af’, a teda i Si(k).

<%m~m&$: odvodené pre N polova Jostovu funkciu, moZno zobecnif aj na singu-
larity typu nespojitosti vonamm rezu, idtceho po imaginarnej osi od p/2 do co. Pre
funkciu g(k, r) v takomto pripade piSeme

o0

a(x, 7) Ro?.v mAqv ,

k)= — . LAt AN 2

gk 1) ~+N%~:ﬁ+z%+ kT (k) @9
'3

Dalsie rovnice dostanene nahfadenim sm v uvedenych vzfahoch prislusnymi

integralmi (za predpokladu, Ye tieto konverguju). Ako priklad uvedieme integralny

prepis rovnic (26) a (27) ) ’

@©

a(k) = (k) % A 2 + 4 aW(x') drc’, (30)
K+ K' KK'Ty
"
) 2 4
@9 = @) [[ =2 + (5 + )
K+ K rs+3s\¥ KT
i ?a%.
W LR, v A di. QY
K K'ry

Funkcie ¢ (x) savisia s nespojitostou S (k) dON&m rezu jednoduchym vztahom

1 Y LK W
e Si\ig —¢ IM_A_N +mv = (k). 32)

Rovnice (30) a (31) s zobecnenim Noyesovej— Wongovej rovnice (2) a (3) na P-viny
a D-vlny. Pozoruhodnou vlastnostou tychto rovnic je homogénnost.

Zaver
"Vychédzali sme z danych analytickych vlastnosti Jostovych funkcii a hladali sme
im  pfislichajice potencialy. Tato ,.inverzna tloha® v teérii disperznych vztahov

vedie na rovnice, ktoré v pripade najjednoduchsich singularit, polov, mozZeme
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exaktne riesif. Vysledkom st nielen -hfadané lokalne potencily, ale aj prisludné
vlnové funkcie

ok, r) =

flk) fi( =k, 1) = fi(=R)fi(k, 7)
2ik . .

I ked sme odvodili definitivae vysledky len pre najniZSic momenty hybnosti (/ = 0,
1,2),dasa otakavaf, 7e podobnym spdsobom bude mo#né postupovaf aj pre Tubo-
voIné I. K tomu pravdepodobne stadi rozsirif zdkladny vyraz pre Jostovu funkciun
o deny, ktoré odpovedaji pdlom vyssich radov v bode k=0.

Dodatok

1. RieSenie systému rovnic (4)—(6) pre = 0.
V tomto pripade sa uvedeny systém redukuje na

. |
wy + 2o + Y )0 =0, (D.1)
i=1
N
&+ wy + 2o + Loy =0, o2y

Nasobenim prvej rovnice a; a druhej o, a od¢itanim dostaneme -

” ”
o0y — Olgdj
non.\.. o e 0 (D.3)

Kj

Po sumécii podla j mdZeme ziskant rovnicu pouZif na upravu rovnice (D.1)

” "
o0 — %odj

=0.

5 N
ol + 20000 + 2 2, =
ji=1 J

Jej integraciou dostaneme

Z ~ \
N Q.nolgoﬁ.
o&+9c+NM\‘ gHo.
R i=1 Kj

Integraéni konStantu sme pritom poloZili rovnt nule s ohfadom na vymiznutie o
pre r — 0. Poslednt rovnicu moZno substittciou

ao(r) = Mumﬂ%

previest na linearnu diferencialnu rovnicu prvého radu, ktorh sa da riegit kvadra-
tarou. Vysledok znie
N
- (1) = I (14+2% 2r) (D.4)

r+4ry i=1 7\‘.-..\

s integrainou konitantou r,.
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Postup pri rieSeni rovnic (D.2) je analogicky ako v préci [1]. Nebudeme ho preto
uvéadzaf, ale udame hned vysledok

z -
afr) = xc;e ML+ N.M,.» zw..m_”.vx. +2 o:%v ; (D.5)
i= J i j

c; tu predstavuju integratné konitanty. Ako vidno z (D.5), urCenie «; sa redukuje
na riefenie systému N linedrnych nehomogénnych rovnic.

2. Rieenie systému rovnic (4)—(6) pre B £0.

V tomto pripade méme riedit kompletny systém rovnic

N
) B+ 2ao + 2 ) B =0, (D.6)
: i=1
N
o) — 2B+ 2Aeo + Y, %)% =0, (D.7)
i=1
N
o + Kl + Ao + Y @) oy =0 (D-8)
i=1

Pokial ide o rovnicu (D.6), uspokojime sa so §pecialnym rieSenim tvaru

B(r) = wolr) D9

r4ry

ktoré v nekonefne vymizne a ktoré moZno overif priamym dosadenim (r, je inte~

gratna konstanta). Pre rieSenie rovnice (D.7) ziskame najprv isty pomocny vzfah.
Nisobime tiito rovnicu o;, rovnicu (D.8) o a od&itame. Tym dostaneme

" "

, o0 — tolj

oy =

DY
— 2B L. (D.10)

J J

Podobnym spdsobom z rovnic (D.6) a (D.8) odvodime vztah

Ba; = af” — Bay ®.11)
Kj
Z rovaic (D.10) a (D.11) plynie
T . A ST A X Sl R RE)
s Kj Kj Kj K2 '

f]
Posledné rovnica predstavuje hladany pomocny vztah. S jeho pouZitim moZno-
rovnicu (D.7) prepisat na tvar

N R.R:I.RQ& N o :‘hﬁ@
oy — 2B+ 2log +2 ), —— f+»M~ s L —
j=1 i j= i
N . N ’ ’
, o; o;
RO
i=1 % =1 %j
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Tuto rovnicu integrujeme u? bez dalsich uprav

N ' ro. N ! ‘ N
nwlwm+ew+NM§§\§S+>M o uSIéM\WVHo.
j=1 j = j

Kj P 1

Pritom sme integracni konstantu poloZili opat rovnt nule vzhladom na vymiznutie
funkcie oo v nekonelne. V poslednej rovnici vyjadrime B pomocou (D.9) a sub-
stiticiou

o 1

" q
ju prevedieme na linearnu diferencialnu rovaicu prvého radu. Riedenie takto vznik-
nutej rovnice vedie na nasledovné vyjadrenie o' )

i) = r+ %N.vn Aw - N Q._va & 4 W Sm.vv (D.13)

(r+7)°+3s =1 K r+ry =1 K

s novou integrainou konStantou s.
Rovnica (D.8) sa riedi podobne ako v (1) s vysledkom

K; + K; K; i

N ; m
a(r) = ke e AH p2y 4 2l gl\n@v. (D.14)
K5
v ktorom ¢; st daliie integraéné konStanty.
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b aradand
OOOmmm:.:,u‘OﬁS SVHKI AN UOCTA M MOTEHIIMABL
“ CAVUAM P-BOJIH n D-BOJH

Munag IleTpamt

PesoMme
¢

Meton pabotsr (1] mnst onpeAcneHst NOTCHMANA A3 JAHHBIX ocobenHocTeil GyHKIMA Hocra
0606maeTcs Ha p-BOJHEL K d-BOJHBL. iohommo kax B [1] npoGiema CBOFRICA B cnyyae N momocos
K PEIICHHMIO CHCTEMBL N mmHefiHBIX HEONHOPOMHBIX ypapHEHUil B B CIy4ae paspriea BIONBb Pa3pesa
K PCIIERUIO NHBEHHOTO WHTEPTANGHOTO YPABHCHUA. JJano p-BOJHOBOC ¥ d-soymoBoe 0G00IICHNE
Mapreropoit OpMEL ypaBHEHUA Howueca u Bosra.
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