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KONGRUENCIE NA VOENOM SVAZE FL2+2

KATARINA MOLNAROVA, Kogice

Pojem volIného si&inu svizov vySetroval Sorkin v praci [2). Nech sviz § =
= FL(2 +2) je volny st&in dvoch refazcov, z ktorych kady obsahuje dva prvky.
Sviz S bol opisany v praci [3]; jeho diagram je na obr. 1. Cielom nasledujticej uvahy
je ziskaf prehlad o mnoine vietkych kongruencii na svize FL(2 + 2). Vysledky
cheeme pouzif v daliej prici na vysetrovanie urlitych identit na svizoch. V §1
odvodime pomocné vety o kongruenciach na obecnych
svdzoch. V § 2 sti opisané — v istom zmysle explicitne
— urtité (,,minimalne*) kongruencie na sviize S. V §3
sa dokazuje, 7e kazd4 kongruencia na svize S je zjedno-
tenim niektorych ,,minimalnych« kongruencii.

§1

V tomto paragrafe znak S oznatuje Iubovolny sviz,
a,b,x,y,...s0 prvky svizu S (Ciastoéné usporiadanie

rovnatelnost prvkov x, y oznaCujeme symbolom x | .
Pripomefime najprv nicktoré znime nazvy a oznace-
nia, ktoré dalej pouZivame (vi&ina z nich je uvedena
v [1].
~ Nech a £ b. Mnozinu vietkych prvkov xe S,
vyhovujicich nerovnosti a < x £ b, budeme nazyvat
‘intervalom a ozna&ovat {a,b).Interval Am.v@v nazyvame
prvointervalom, ak obsahuje len prvkya, b, a+b. Inter-
valy (x, y), <u, v st transponované, ak plati alebo
Obr. 1. ynu=x, yovu=uy, alebo xnv=u xuv=y.
Uvedeny vzfah budeme oznalovat {x, 9> T<u, vd.
Intervaly i, i’ su projektivne, ak existuju intervaly iy = i, i, ..., I, = i’ také, Ze
intervaly i,_,, i, st transponované. Interval i je slabo projektivny s intervalom i,
ak existuju intervaly i, = i, iy,..., I, = i’ také, 7 interval i, je obsiahnuty v istom
intervale i, transponovanom k infervalu oy (k=1,...n). Uvedeny vztah bude-
me oznacovat iSPi’. ©
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a svézové operacie v S oznatujeme =, 0, U; nepo-

Binarna reflexivna, symetrick4 a tranzitivna relacia R na S je relaciou kongruent-
nosti (kongruenciou) na S, ak pre Tubovolné x, y, c € § plati:

ak x = y(R), potom x U c = YUeR), xne=yn c(R). Budeme hovorit, Ze
interval {a, b) sa anuluje pri danej kongruencii R, ak a = b(R). Nech R,, R, su
kongruencie na S. Ak zo vzfahu x = YRy (x,ye S) vyplyva x = Y(R,), potom
budeme hovorif, e kongruencia R, je mendia alebo rovna kongruencii R,. Tito
skutoCnost budeme zapisovat Ry £ R,. Nech M je mnoZina intervalov vo svize S.
Znakom R(M) oznalujeme najmenSiu z kongruencii na S, v ktorej sa anulujii vsetky
intervaly mnoZiny M. Ak M obsahuje jediny interval v, piSeme R(v) namiesto
R({v}).

z anmw_%or definicii moZno odvodif jednoduchym postupom nasledujice vety:

1.1. Veta. Ak interval {x, > SPu, v), potom pre kazdii reldciu kongruentnosti R
na S plati:

ak x = y(R), potom u = v(R).
1.1.1. Veta. Nech i, i’ sii prvointervaly v S. Ak i Ti', potom R(@) = R(@).

1.1.2. Veta, Nech R je lubovolng kongruencia na S. Potom x = WR) vtedy a len
vtedy ak x ny = x U y(R).

1.2. Definicia. Nech S je sviiz, nech interval I = {a, by < S. Hovorime, %e interval I
sa dd zloZit' z intervalov I, ...,I,ak I, = ai_y,a,i=1,...n, ay = a, a, = b.

Nech M je mnoZina intervalov svizu S. Hovorime, Ze¢ sa interval i = {c,d>
svizu S da sloZif z intervalov mnoZiny M, ked alebo a) ¢ = d, alebo b)c+d
a existujd intervaly 7, ..., i, € M také, Ze i sa d4 zlo¥if z intervalov L

UvaZujme o nasledujticich podmienkach: ;

(Vy) Ak La,b) sa dd zlozir 2 intervalov mnoZiny M, c e {a, b>, potom intervaly
a, ¢>, {c, b> sa dajii zlotit z intervaloy mnoZiny M.

(V,) Ak La, b) sa dd zlofit z intervalov mnoziny M » € > a, c| b, potom interval
{¢, ¢ U b)Y sa dd zlozif 7 intervalov mnoZiny M. Dudlne k tejto podmienke:

(V3) Ak {a, b) sa dd zlozit 7 intervalov mnoZiny M, ¢ < b, ¢| a, potom {anc
sa dd zloZit z intervalov mnoZfiny M.

vﬁv

Pozndmka. Podmienka ( V) je zrejme ekvivalentnd s podmienkou:

(V,) Ak {a, by sa di zlozif z intervalov mnoziny M, {c,d)={a, b), potom
¢, d) sa da zloZif z intervalov mnoZiny M. V dalSom bez odvolania sa na poznamku
budeme niekde nahradzat podmienku (V) podmienkou (V).

1.2.1. Nech M je mmnoZing intervalov, spliujica podmienky V), (Va), (V).
Potom M spliia nasledujiicu podmienku

(V) Ak La,b> sa dd zlofif z intervalov mnoZiny M, a ak c je ubovolny prvok
svdzu S, potom intervaly I, = {avegbuc), L=C{anecbn ¢y sa daju zloir
z intervalov mnoZiny M: .

Dékaz. Dokazujeme tvrdenie pre interval [, ; tvrdenie pre I, sa doka¥e duslne.

a) Nech ¢ £ a. Potom g u ¢ =a, b U c = b; naSe tvrdenie je uZ zrejmé.
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b) Nech ¢ > a. Ak ¢ 2 b, potom c=quec=>bhuec Tvrdenie pre interval
e, €y je trividlne. Ak ¢ < bypotomauc=c buc= b, interval (e, byc<a, b>.
Z toho a z podmienky (V) vyplyva, Ze interval (c, b)) =<auc by ¢y sa da
sloZif z intervalov mnoZiny M. Ak ¢| b, dokazované tvrdenie vyplyva z pod-
mienky (V). N

¢) Nech ¢|a. Oznaéme au ¢ = Cy; potom ¢, >a, aUc = avce,buce=
= b U ¢, a tvrdenie plati podla b).

1.2.2. Nech M je mnozina intervalov svizu S. Definujme na S reldciu A(M) takto:
aR(M) b vtedy a len vtedy, ked interval anb, aubd sa di zlosir 2 intervaloy
mnoZiny M.

1.2.3. Veta. Nech M je mnozina intervalov, spliiajiica podmienky (V,), (V). Po-
tom reldcia R(M) je reliciou kongruentnosti na S.

Dékaz. a) Reflektivnost a symetriCnost relicie %2(M) vyplyva bezprostredne
Z jej definicie. Nech aR(M)b, bA(M)c. Potom: intervaly <anb, au by,
bne,buc) sa daji zlosit z intervalov mnoZiny M. Oznaéme anbn e = D,
avbuc=gq Nech ¢, =bnec. Kedse @nb)yne, =p, @ub)ync =g,
z podmienky (¥) vyplyva, se aj interval {(p, b N ¢ sa da zlo#if z intervalov mno-
Ziny M. Dualnym postupom sa dokaze analogické tvrdenie pre interval Bbue, .
,582& {p,q> sa da zloZif z intervalov phbncy, <bne by >, (buec, g,
teda aj z intervalov mnoZiny M. Zrejme je p < an ¢ SaUcZq Ztohoaz pod-
mienky (V) dostavame, e {a.nc,au ¢> sa di zlo#if z intervalov mnoZiny M,
teda a(M) c. v

b) Nech aZ%(M)b, nech ¢ je TubovoIny prvok svizu S. Utvorme u=anhb,
v = au b. Z definicie relacie R(M) vyplyva, ¥e interval {u, v) sa da zloZit z inter-
valov mnoZiny M. Potom podla podmienky (V) aj interval {uve,vuc) sa da
zloZit z intervalov mnoZiny M. Dalej plati u U ¢ S@vdnpuez@u cu
vbucegsvue Z podmienky Q!\L teda vyplyva, %e g U cH(M) b U c. Tvrdenie
pre prienik sa dokaZe duélne.

Nech M je mnoZina intervalov sviizu S, Zavedme nasledujuce podmienky:

(V{) Ak {a, by e M, ¥€a, b>, potom intervaly {a, x>, {x,b) sa daju zlogir
z intervalov mnoZiny M. :

(V) Ak {a,b> e M, ¢ >‘a, ¢ | b, potom interval (c, b U ¢y sa dd zlofif z inter-
valov mnoZiny M.

(V3) Ak La,b>e M, ¢ < b, cla, potom (an e, ¢y sa dd zloZir z intervalov
mnoZiny M.

1.2.4. Nech M je mnoina intervalov, splitujiica podmienky (V{), (V1), 7s).
Potom M splia podmienky (V), (V,), (Vs).

Dékaz. a) Nech interval {a,b) sa di zlo#it z intervalov mnoziny M. Nech
a = ¢ £ b. DokaZeme, Ye interval {¢, b) sa da zloZit z intervaloy mnoZiny M.
A

a = b, je tvrdenie trividlne. Nech sa interval <a, b) da zloZit z intervalov

~
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sty I = {a;_,ad>eM (i=1,...,n). Dékaz urobime indukciou vzhladom
na &islo n. Ak n = 1, tvrdenje vyplyva z podmienky (V7). Predpokladajme, 3e tvrdenie
plati pre # — |. Nech ce {a,b). Ak ¢ = ag,t.j.cela,, by, vtedy tvrdenie vyplyva
z indukéného predpokladu. Ak ¢ < ay, potom ce<{a,a,) a podla podmienky (V)
interval <c, a,> sa d4 zloyit z intervalov mnoZiny M. Zrejme potom aj {c, b) sa
da zloZif z intervalov mnoZiny M. Ak c|a,, potom podla (V3) interval (c, <,
kde ¢, =a, Ue, sa di zloZit z intervalov mnoZiny M. Prvok ¢; < b, teda
¢, €<ay, b). Interval {ci, ) (na zaklade indukéného predpokiadu), a potom
aj interval (c, by, sa daji zlozif z intervalov mnoZiny M. Tvrdenje pre interval
{a, ¢ sa dokae duilne.

b) Spinenie podmienky (V,) dokazeme opét indukciou. Prvy krok (ak (a, b> e M)
je zrejmy z V). Predpokladajme, ze podmienka (¥,) je splnena pre intervaly, ktoré
sa daju zloZif z m intervaloy mnoZiny M, 1 Em<n— |, Nech (a, b> sa da zlozit
z n intervaloy mnoZiny M, ¢ > a, ¢ | b. Zrejme alebo a, < c, alebo ajlc Aka; <,
tvrdenie je jasné z induk&ného predpokladu. Ak aq, | ¢, potom z podmienky (V)
dostdvame, Ze (c, a; U ¢y sa d4 zloZit z intervaloy mnoZiny M. UvaZujme interval
ay, by a prvok 4y v e =c;. Ked?e b|c, musi byt alebo 5| c,, alebo b < ¢, . Plati
bue,=bu(au O=0bua)uec=>buc Ak ¢1 1 b, zindukéného predpokladu
vyplyva, %e interval {e1,buc)) = {e1, b U c) sadazlosif z intervalov mnoZiny M.
Ak ¢, > b, potom ¢, = by ¢, =buUc V oboch pripadoch (c,b U c¢> sa d4
zloZit z intervalov ::EM.:Q M. Splnenie podmienky (V,) sa dokaze dualne.

1.2.5. Veta. Nech § Jje lubovolny sviz, nech M Je mnoZina intervalov svizy S spl--
Aajica podmienky D), (V3), (V3. Potom reldcia A(M) je kongruencia na S.

Doékaz vyplyva z 1.2.4, 1.2.1 a vety 1.2.3.

V' nasledujticej vete predpokladame, e 4 Jje Tubovolna (ale pevne vybrana)
mnoZina intervalov svizu S Nech v e 4. Nech A(v) je mnoZina tych intervaloy
Z mnoZiny A, ktoré sa anuluji v minimalnej kongruencii R(v). V nasledujiicich.

o

tvahich pouZijeme vetu, ktord ur&itym spdsobom popisuje mnoZinu A(v).

1.3. Veta. Nech v Je (pevne vybrany) interval svizu S. Nech B= A je mnosina

intervalov svizy S, pre ktory plati
ve B,

@ u € B= vSPu,

(b) B splia podmienky (V), ( V),

(¢) B splia podmienku (V),

(@) ak sa interval ue 4 dd zloZif z intervaloy mnoZiny B, potom u e B.

Potom je

a) R(v) = #(B),

b) B = A(v).

Dékaz. a) Zrejme R(v) < Z(B). Nech XA(B) y. Potom (x Ny, xuUy> sada
zloZit z intervalov Iy, .1, kde.I; = X, x> eB (i = 1, .-, 1), teda podla (a)
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VSP x;_q, X0, Z vety 1.1 vyplyva x A Y R(@) x U y. Z toho na ziklade vety 1.1.2.
dostavame xR(v) y.

S. Z podmienky (a) a vety 1.1 vyplyva, Z¢ Bc A(v). Nech ue A(@w)= 4. Potom
z rovnosti R(v) = %(B) vyplyva, e u sa anuluje aj v kongruencii #(B), teda u sa
da zloZif z intervalov mnoZiny B. Podla podmienky (d) je ue B.

Poznimka 1. Z predoslej vety vyplyva: ak je dany interval v a mnoZina A,
potom je mnoZina Bc 4, spliiujiica podmienky (a), (b), (¢), (), jednoznaéne urdena.

Poznadmka 2. Nech 4 je mnoZina intervalov svizu S. Nech sa kaZdy interval
svdzu S dé zloZif z intervalov mnoZiny 4. Nech R je kongruencia na S, nech A(R)
Je mnoZina vietkych intervalov patriacich do A, ktoré sa anulujt v kongruencii R.
Zrejme je kongruencia R jednoznadne urdeni mnoZinou A(R).

§2

Symbol S = FL(2 + 2) zna& volny st&in dvoch retazcov, z ktorych kazdy
obsahuje 2 prvky. V [3] bolo dokézané, Ze diagram sviizu S ma tvar ako na obr. 1
{oznadenie je oproti praci [3] &asto&ne pozmenené). Nech 4 je mnoZina nasledujucich
intervalov svizu S (index i prebieha mnoinu vSetkych prirodzenych Cisel):

Qi Piyyd = Pis

P, C) =ay;, Dy, 0> = 43,5 {Ai, Aiyy) = a3, ;s
{P;, D;y = @r? C, Q) = @N.T {B;, Bisy) = @u.r
Dy, 4 = ¢y My, Wiy = €2 My, W3y = CL,15
{Ci, By = d;, My, V) = &P? (M, Vi) = n.h.f
Vi, Vo) =1y, (W3, Wiy =r,,
Vo Wi) = my, Vs, Wi) = my,
My, M,y = hy, Vay Vi) = by, . s, W3) = hs,
{A; W) =Xy, Dy, My) = X205 :
(B, V)= Y1, (Ci, M3y = Ya,i

a dudlne: R -

Pivy, O = pin*
Aﬂ\m.va ”.H\M..J Agmuﬁ.“v ”.V\N.T

Intervaly mnoZiny 4, ktoré nie st prvointervalmi, nazyvame :E:EWBM intervalmi.
Zrejme kaZdy interval svizu S sa da zloZif z intervalov mnoZiny A4.

V odeskoch tohto paragrafu volime za v jednotlivé intervaly mnoZiny 4 a chceme
k nim néjst prisluint minimainu kongruenciu R(v). K tomu stadi uréit mno¥inu A(v),
teda mnoZinu tych intervalov z mnoZiny A, ktoré sa anulujii v kongruencii R(v).

* Ak x = (E, F)€ A, potom dudlnym intervalom ku x rozumieme interval x’ = KF,Eye A.
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Vo vietkych odsekoch postupujeme tym spdsobom, Ze udime mnoZinu B a pre-
verujeme, ¢ st splnené podminky (a), (b), (¢), (d) z vety 1.3. Ak ' mno¥ina B obsahuje
len prvointervaly, potom Jje pre B zrejme splnena podmienka (c). Na vy3etrenie toho,
¢i je splnend podmienka (d) z vety 1.3, stali sa obmedzif na limitné intervaly u e 4
zloZené z intervalov mnoZiny B, pretoZe ak ue A, je prvointerval zloZeny z inter-
valov mnoZiny B, potom zrejme u € B. Ak ma byt limitny interval u zloZeny z inter-
valov mnoZiny B, musi mno¥ina B obsahovat aspoil jeden limitny interval. Kvsli
zjednoduSeniu pre v = {X, Y) zavedme eite oznadenia:

. XW) ={C:CeS,C> X,C| Y},
X(@)={C:Ces,C<v,cC|x},

nech dalej ¥(v) zna&i mnoZinu tych intervalov ¢ e A, pre ktoré plati t<{C, C u >
alebo t={C'n X, C">, kde Ce X(v), C' e X'(v); SP(v)znadi mnoZinu tych inter-
valov z mnoZiny A, ktoré st slabo projektivne k intervalu v.

Pre dant mnoZinu B, pre ktori bude vZdy platif v e Bc A, mame teda preverit,
¢i pre kaZdé u e B platia vztahy

(ay) ue SP(v),

(b)) Y(u)cB.

Ak B obsahuje aspoii jeden .:B:n% interval, preverime tieZ podmienky (c) a (d)
z vety 1.3,

2.1. Nechv = p;. Nech B-je Jednoprokovd mno¥ina {p.}. Potom B = A(p).

Dékaz. Podmienka (a,) je zrejme splnena. Pahko sa preveri, Ze mnoZiny X(p,),
X'(p;) su prazdne, takZe

(2.1.1) Y(p) = 0,

teda Y(p)c B.

2.1.1. Dudlne sa dokaZe A(p]) = {pi}.

2.2. Nech v = q, ;. Plati 2.2.1) ay,i1a, ;Tas ;; z toho na ziklade vety 1.1.1
vyplyva A(a,,) = A(a,,) = A(as, ;). Oznadme tito mnoZinu A(a)).

2.2.1. Nech B = ?»L;.N: @»:.+-+T§..+N:F.+E+L *k=1,23;1t=0,1, 2,..).
Potom B = A(a,). .

Dékaz. a) Nech ue B. Mame dokazat tvrdenie: ue SP(a,,)). Postupujeme
indukciou vzhladom na &islo ¢, vystupujuce v ,,indexe” prvku u. Zo vztahu 2.2.1)
vyplyva q, ; € SP(a, ;) (k = 1,2, 3). Intervaly p;, b, ;. si podmno¥inami intervalu
{Dy; D41 Tas ;, tak¥e p;, by ., € SP{a, ;). Dalej plati by, i41Tby ;11 Thy 1oy, teda
aj by, i+ 1€SPa, ) (k=2,3). Intervaly p,.,, a;, 4, st podmnoZinami intervalu {Cis1,
Ci+2) Ths, ;144, preto tieZ patria do SP(a,,;). TYym je tvrdenie pre ¢ = 0 dokézané.
Predpokladajme, e tvrdenie plati pre . Potom b, ., € SP(ay, ;). Interval by ;. 5,4,
T <Cisaea1 Ciragen 1y2+ Z toho vyplyva ay,i+20+1) € SP(ay, ;). Dalej pri dokazovani
tvrdenia pre ¢ + 1 postupujeme analogickym spésobom ako pri prvom kroku.
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Gv Nech Q”QTA.”ANV.-J QHV A.\” ~.+N~.N"Ou rN“...v. Potom \V\A§~ .‘.v”
{D;, 4;}. Plati D; v C; = 0,,<D;, 0> = @i AjOC = Ay, (A4, > =
a;, ;. MnoZina X'(ay,;) je prazdna. Teda

]

I

Y(a,;) = ?NL; as, ;) 2.2.2)

Nech w=a,,=<D;,05 (j=i+2,0=0,1,2,..). Plag X(a,,;) = {4,),
Aj 0 Q) = Apy, (A, Apy i) = a3,;. Dalej je X'(a,, ;) = {C;}, pricom C; A D; =
= P;, {P;, C;) = a, ;. Potom

Ya,, ) = {a,,;, a, j}. (2.23)

Nech u = Qu.&. = Akg.u \A.~.+~v A.\” i+ an t= Ou mu Mu ...v. Potom M\A&u.\v = Qv

X'as,;) = {Dj+1, Pj1y, 05, C;). Ak C € {D;+1,Py41,Q}, potom C' A4; = D;

a kady interval re 4, t={D;, C') je obsiahnuty v mnoZine {a5,;,p;, b, g.iw.k

Dalej plati C; n 4; = P,, {P;, C;y = ay ;. Teda
M\Anu....v = .?»L., a,isPjs by jey)- (2.2.4)

Nech u=1b,; (j=i+ 2t + 1 t=0,1,2,...; k= 1,2,3). Analogicky ako
pre a, ; sa dokaZe ‘

M\Q:L.v = .@wl.. @ul.vw -
b, ;) = @_L.u vul.v. ) 2.2.5)
ux@al.v = @_.T vnl.uﬁ.? Qr.‘:v.

Nech « =p; =i+t t= 0,1,2,..). Podla 2.1.1) Yp)=0. Z toho
a z (2.2.2)~(2.2.5) sme dostali, %e pre u€ B je Y(u) c B.

2.2.2. Dualne pre v = ay,; plati

A@) = {@hi120 bl isnenr, Ping) (k= 1,2,3; ¢ = 0,1, 2,...), (pouzivame ozna-
Cenie A(a}) = A(ay ), k = 1,2, 3).

2.3. Nech v = b, ;. Plati
: T o

byi Th,, by ,, @.3.1)

teda A(by,) = A(b,,;) = A3, ). Oznatme thto mnoZinu A(b).

N.M.H. Nech B = A.MWF..+N: QF_..TN:.Huﬁ:.nw Qﬁ = _u N“ wu = Ou Hu Nu ...v. Potom
B = A(b). :

Dokaz je analogicky ako v 2.2.1. TaktieZ dudine plati:

2.32. Ak v = b1,;, potom

L@Mv = @m:#n: SM...+~.+: ﬁ..fb, k=1, 2,3 t= 0,1,2, - o)y [pouZivame ozna-
Cenie A(b]) = AQ:M. k=12 3]
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2.4. Nech v = x, ;. Plati
xy,:0x2 4, 2.4.1

teda A(x,,;) = A(x,,;). Oznalme tito mnoZinu A(x)).

24.1. Nech B = ,T:.TT: Priveets O ives D ivenrs 5+L (I=1,2k=123;
t=0,1,2,...). Potom B = A(x).

Dékaz. a) Zrejme x,;€S8P(xy, ) (I=1,2). Intervaly x, ,.,, a3 ;+¢ SU pod-
mnoZinami intervalu x, ;, tak¥e patria do SP(xy, ;). Intervaly x, iy, Pises azi+ 5
A ivee1s Drisests Y2,i4041 patria do SP(x,,;), pretoZe sii podmnoZinami inter-
valu xN;.. KedZe a, ;e SP(x;,;), potom podla (2.2.1) a;,;€ SP(xy ;). Dalej plati
Ya,i+e T Y1 044 intervaly y; ii0q, b3 ;4,41 S0 podmnoZinami Yi,i+1, teda tiez
patria do SP(x; ,).

b) Nech u=x, ;= {4;, Wy (j=zi). Potom Xxy,) =0, X'(x,))=
= mﬁu.i. Qjves Pivests Djyrs1, My} (=0, 1,2, ...). Zmorﬁ,\mﬂQ?: Piiists
Djyis1sCivray, My}, Potom C'n A; = D;. Lahko sa presvedéime, Ze kaZdy
interval re 4, t<{D;, C'> je obsiahnuty v mnoZine .?~L.+:P.+:5L+.+T
Bijrerts X2, jees EN.?I-‘W (0=1,2;1=0,1,2,...). Pre prvok C; plati C; n 4; =
= Py, (P;, C;> = a, ;. Uhrnom sme dostali

-

It

M\ODL.V = ?ﬁ?tFL.+.+T$+:NNL.+:%~L.+~+Q (=12,
(2.4.2)

teda ¥(x,,;)cB. Nech u =x,; = {Dj, M3). Potom X(x, ) = {4;,,, Biiii1})
Plati 4;,, U M, = W, a ka¥dy interval te 4, t = {Aj+es Wy je obsiahnuty v mno-
Zine {x ;4.5 @3,540)5 Bjeer1 VM, = ¥, a ka¥dy interval ted, tc{Bjie1, Vi)
je obsiahnuty v mnoZine {P1, 74041 b3, j1141). Plati X'(xy,) ={C;}; C;n D; = P,
{P;, C;> = a,,;. Teda

Y(x,,;) = ﬁxr:: @3pjaes V1, jret1s D3 jacrts a.L.w. (24.3)

Zrejme Y(x,,;) < B. .
Nech u=y,; ((=1,2,; j2i'+1). Analogicky ako pre u = x;,; by sme
dostali

M\QHL.V = ﬁ@?gﬁ? A j+e+15Pjves V2, j+1s .X~L.+~+~w. 2.4.4)

M\C@L.v = U:L#: @u&.f, X1, j+t+1sF3 j+r+1> @_L.w?

teda Y(y, )<B (I=1,2). Nech ue{p;, ;. by 41} (k=1,23; j2i). Zo
vztahov (2.1.1), (2.2.2) - (2.2.5) zistujeme, %e Y(u) < B.

¢) Nech interval ue B je limitny, t. j. ue{X i, Viivena) (=1,2; t =0,
1, N ...). Bezprostrednou previerkou Jahko zistime, Ze¢ Tubovolny interval, ktory
je podmnoZinou tychto limitnych intervalov, da sa zloZif z intervalov mnoZiny B,
teda podmienka (c) je splnens..
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d) Nech u€ 4 je limitny interval, ktory sa di zloZif z intervalov mnoZiny B.
Potom # musi obsahovaf ako podmnoZinu niektory z intervalov X5 Vi j+1
(=1,2,j=i). DokiZme, % ue B. Ak u obsahuje x, ;, potom interval u n.:wwm
byt zloZeny z intervalov patriacich do mnoZiny {as ;.. x;,;} (¢ =0,1,2,..),
teda w=1x;,,, (t=0,1,2,..). Zrejme ue B. Ak ue A obsahuje xy; (G20,
potom u mdZe byt zloZeny jedine z intervalov mnoZiny {a, ;.,, b, ..+.1.Tk~ i}
(k=1,2;7=i1t=0,1,2,..)). Z toho zrejme vyplyva ue ?Q:#:E. ciEL) ﬂ.m.A
Ak u € 4 obsahuje interval V1,5 (resp. y, )j = i + 1, tvrdenie sa dokaze analogicky.

Duélne plati:

N.A.N. Nech e~H xi,;- Potom A(x] ;) = A(x3,;). OznaCme tito mnoZinu A(x)).
Um_% plati \wcn..v = ,Hkr..+:u\.~.m+~+_,%m+:SM_I:F“.TI.I“. U=12; k= 1,2,3;
t=0,12,..)

2.5. Nech v = y, ;. Potom A(yy,)) = A(y,,;). Ak ozna&ime tato mnoZinu A(y,),

ﬁnaw AWy = C:..#:5._,+~+TP+:@»L+:nrilL (=123 k= 1,25
t=0,1,2..).

DokaZe sa analogicky ako pre v = xy,;. TieZ dudlne plati:

251. Ak v= u\m..., potom A(y)) = A.S\.?: NML+~+_ s Dites P“.I: SP?.:M
(=12 k=1,23; t=0,1,2,..). [Poukivame oznatenic A = AQr,
1=1,2] . :

2.6. Nech v = r;, nech B = {r:}. Potom B = A(r,).
Dékaz. Zrejme ry € SP(r,). Mnoziny X(r,), X "(ry) si prazdne, take

Y(ry) = 0, (2.6.1)
teda ¥(r,) c B.

Poznamka. >E.:ommnx< ako v (2.6.1) je
: Y(r)) = Y(0r) = Y0 =0. - (2.6.2)
Rovnakou uvahou m_%(m.‘,w.m, dostavame pre intervaly r,, r}, ry:
2.6.1. A(ry) = {r,}, ‘
262 () = {rl) ( = i, 2).

2.7. Nech v = my. Plati m, T'm,, take A(m,;) = A(m,). Oznaéme tito mno-
Zinu A(m).

2.7.1. Nech B = {m, m,}, potom B = A(m).

Dokaz. Podmienka (a;) je zrejme splnena. Nech u = my =V, W3>. Potom

XOny) = {Va}, W30 Vs =W;, (V3, W) =m,. Mno¥ina X'(m,) je prazdna,
takze

Y(m,) = {m,}, (2.7.1)

116

teda Y(m,)c B. Nech u = m, = (V3, W;). Potom X(m,) = @, X'(m,) = {W;},
priéom Wi Vy = V,, (V,, W3 = m,, teda
Y(m;) = {m,}. 2.7.2)
Zrejme Y(m,)c B.
2.7.2. Rovnakym postupom ako v predo§lom odseku sa dokaze:
{pritom A(m") ma analogicky vyznam ako v 2.7.1].
Dokaze sa analogicky ako 2.7.1.
2.8. Néch v = h,. Lahko sa presvedéime, Ze plati .
hiThyThy Thy Thy Thj, (2.8.1)
takZe A(h;) = A(hy) = ... = A(h}). Oznadme tito mnoZinu A(h).

28.1. Nech B = {h;, hi, r;,ri} (i =1,2,3; j = 1,2). Plati B = A(h).
~ Dékaz. a) Zrejme h;, hje SP(h)). Dalej plati r; c{(V,, V> Th,, teda r, e
€ SP(h,). Podobnym postupom sa presved&ime, Ze je r,, ry, ry € SP(hy).

b) Pre u=hy =My, M> je X(h) = {Vy, Vs, S\uﬁgp\u Wi, Wy, Vi) Ak
Ce{V,, V,}, potom Cu M, = V; a kaZdy interval te 4, t ={C, V3) je obsiah-
nuty v mnoZine {r, h,}. Pre prvok Wj plati W; u M, = W,, (W3, W,> = hs.
Pre prvok M; dostivame M, u M, = M;, {M{, M;) = h{. Ak Ce{W,, W,},
potom M, u C = W, a ka#dy interval t € 4, t = {C, W,) je obsiahnuty v mno¥ine
{r3, By}. Dalej V5 u M, =V;, (V3,V;>=h;. MnoZina X'(h,) je prazdna.
Uhrnom sme dostali

Yhy) = ?.: 3; hi, wmw <B

Ak u=h, =(V,, V), potom X(h,) = {Wi, My}. Plati Wi u V; = W,,
(W3, Wi =hy; M{uVy=M,;, (M{,M;)=~h{. Mno¥ina X'(h;) = {M},
M nV,=M, (My,, M;> = h,. Potom

Y(h,) = {hs, by, b} < B..

Nechu = hy = (W3, W3).Potom X(h;) = {M{}; M{ U W; = M;;{M;, M;>=
= hy. Dalej je X'(hy) = {Viy, M;}. Plati Vo Wy =V,, (V,, Vs> = hy;
My nW;=M,, {M,, M,> = h,. Z toho

M\Qﬂuv = Am\:\u \NN» \\:w == W
Nech ue {h} (i = 1, 2, 3). Dualne ako pre u € {#;} sa dokéazZe, Ze prislu§né mnoZiny
intervalov Y(u) st podmnoZinami mnoZiny B.

(j=23i=1223).

2.9. Nech v = ¢, ,. Plati
, ¢2Tep Te,Tel Tel,Te; (i=1,23,..), (2.9.1)

teda A(cy, ;) = A(cr,y) = ... = A(cy). Oznafme tito mnoZinu A(c).
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2.9.1. Nech B= B, UB, u By, kde

wh = .Mh.h.ww h...u G.M\.-C m.“.vu
{p:is biises @y iy, Vi it 12 Xu, 14025 Yy M},
{x : x dudline k intervalom mnoZiny By} (I = 1,2,3; k = 1, 2;i=1,2,3,..)

Potom B = A(c).

&
I

Dékaz. a) Tvrdenie ¢, , € SP(cy 5) je trividlne. Intervaly u € B, patria do SP(c )
@oﬁ:.w. Aw.w.c. Nech i je (pevne vybrané) prirodzené &islo. Pri dokaze, 7e 58_,,”_@
mnoZiny B, patria do SP(c; ,), vyjdeme z intervalu ¢;. KedZe ¢, € SP(c; ,) a kedze
mterval p; je podmnoZinou intervalu Qi, Aivy) T ¢y, plati p; € SP(c, Nv.. Intervaly
Yi,i+15 F1. My, s podmnoZinami intervalu {Biyy, M Tc,, ﬁmwmn. Vi1 T
my € SP(cy ;). Potom viak do SP(cy,,) musia patrit aj intervaly z mnoZin MCM w,
A(ry), A(m); teda podla 2.5, 2.6, 2.7.1 aj intervaly b, it1> QLivas X irzs V ..+H ‘
ri, M (k= 1,23 1=1,2,3) st z mnokiny SP(c,,,). Dalej r,c(V,. M2 Te
teda r, € SP(c; ,). Uhrnom sme dostali, 7e B, = MWASH 2)- Ak vyjdeme z m:mozwzc a\..
rovnakou dvahou by sme dokazali, e B; = SP(c,, Nv., N

b) Joor u=cp,=<{M,, W>. Tahko sa presvedéime, Ze X(c; ,) = {M,, V,
Vay Wi, Vo, W3, Wi, A} (i = 1,2,3, ..). Pre prvok M, dostévame W, M, —
= Wi, {M;, W;> = ¢, . Nech Ce{Vy, V,, W3}. Potom C U W, = M{ a kazdy
::wzm_ ted, t<={C, M{) je obsiahnuty v mnoZine {ri.my, ¢/ \}. Nech Ce {v
W, E\H@ Potom C U W, = M; a kazdy interval ted, tc{C, ,\va u.o.ocwmmrnzwvw
v bwbowwg ?w? T2, €1,2}. Ostivaju edte prvky 4;; pre tieto plati 4} U W, = D;
{4y, Dy = ¢; (i=1,2,3,..). Dalej je Xep,) ={4} (i=1,23,..). Emm
4; My = D;, {D;, 4;>= ¢,. Uhrnom sme dostal; \

— I ’ !
M\AD.LV = ?n._. CL,15 CL,25 Cis Ci5 1y, 1y, STENWOW

Nech u = ¢,y = (My, Wy). Potom X(c,,,) = {V,, W}, W, A} Gi=1,23,.)

wrw Q.m {Vs, W3, Wy}, potom C u W3 = M, a kazdy interval t € A, te{C, M;>
%.u obsiahnuty v n(EomEo {my, r2, ci.,}). Pre A; plati 4; U W, = D}, (4, b\.w = ¢;
(=1,2,3,..). Dalej je X'(c,,) = {W,, Wy, A} (i =1,2,3,..). Pre e {w,,
Wlplati C' n M, = M, a kazdy Eﬁnd\m_ ted, tcl{M,, C"je obsiahnuty v E:o.,

Zine {c; ,, ry}. Pre 4; plai 4, n M; = D;, {D,, A;> = ¢;. Uhrnom sme dostali

H\AQF_V waﬁm.., €L, 2, P\:n. m.m“ n,, xn.u xmv < B.

Nech u = ¢; = (D,, A;). Potom X(er, 1) = {Qi+e, FProcets Diverrs Craenrs M,,
My, Biviors Vis Vi, Wi, Vs, Wi, W, A} (1=0,1,2, .5 =1,2, 3, ...). Nech
Ce{Qirss Piviir, D;ii41), potom CUA;=A;..v; 2 ka¥dy interval re A
tc AQV Ais 1) je obsiahnuty v mnoZine {Piss) by, isvsts Civerq). Pre prvok Q.iI,
aom.ﬁmﬁ::o Cisre1VA; = Ay ., a kaZdy interval ted, t c{Ciresq, \A_.+~+.~v je
obsiahnuty v mnoZine b ise415 Pisesss F...+A“+Nu Citr+2}. Dalej M, vd; =Wy,
AN—\\? Wi =ca M, VA =Wy, (M, W) = c1- Ak Ce{Biy 1y, V4, Vas
Wi} (1=0,1,2,..), potom Cu A; = M{ akaZdy interval te A4, < {C, M)>
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je obsiahnuty v mnoZine {yy ;4,415 Da,040415 F1s My, cp,1p (0 =0,1,2,...). Ak
Ce{V5, W,, Wi}, potom Cu A4; = M, a kaZdy interval 1€ 4, t ={C, M;> je ob-
siahnuty v mnoZine {m,, r;, ¢; ,}. Pre prvky A; plati 4;0 4, = D}, (A, D}) =¢;
(G=1,2,3,..). Dalej X(c)={A} ((=1,...,i—1). Plati 4,~D, = D,, <D,
A,> = ¢;. Uhrnom sme dostali
) Y{(c;) = ?T Civt+15 CLk> nw;ﬁ &;EI: F:.I:T%_Li:.

Fomd U=1,..,i—1; t=0,1,2,..; k=1,2; j=0,1,2,..., m=1,2,3).
MnoZina Y(c;) je podmnoZinou mnoZiny B. Duilne by sme dokézali, ¢ mnoZiny
Y(ci 1), Y(ci,,), Y(ci) st podmnoZinami mnoZiny B.

Pre ue B, podla (2.1.1), (2.2.2)—(2.2.5) (2.4.2)—(2.4.4), (2.6.1), (2.6.2), (2.7.1),
(2.7.2) dostavame Y(u) = B. Analogické tvrdenie plati pre intervaly z mnoZiny B,.

¢) Nech interval u € B je limitny, teda .

UE Xy 1425 Vit 1s Xkyiv2s Viirr) (B=1,2; 1 =1,23,..)

Bezprostrednou previerkou nahliadneme, Ze TubovoIny interval ¢, ktory je podmno-
Zinou intervalu u, da sa zloZif z intervalov mnoZiny B. :

d) Nech u€ A4 je limitny interval zloZeny z intervalov mnoZiny B. DokéaZeme,
7e u€ B. Zrejme limitny interval ¥ musi obsahovat niektory interval mnoZiny

) ,T:«.I?Sn._.iu .x»wl? 3“,1; tk=1,2;i=1,23..).

Ak u obsahuje interval x, ; (j Z i + 2), potom mbZe byt zloZeny jedine z intervalov
mnoZiny {as 42, X1,;3 (=1,2,3,..), teda u=x; ;4, (i=1,2,3,...). Zrejme
ue B. Ak u obsahuje interval x, ; (j = i + 2), potom interval ¥ moZe byt zloZeny
jedine z intervalov mnoZiny {a, ;4z, by 141, X2,5} (K =1,2; i=1,2,3,...), teda
ue{x,, i+2, ¥2,1+1; < B. Analogicky sa dokéZe splnenie podmienok (d), ak ue 4
obsahuje limitny interval y, ; (k = 1,2; j = i + 1), alebo dullne intervaly k pred-
chadzajiicim x; j41, yi; (k=1,2;j2 i+ 1)

2.10. Nech v=d; ,. Plati d, ,Td, Td;Td] ,Td; \Td; (i=1,2,3,...), teda
A(d, ;) = A, ;) = ... = A(d;). Oznadme tuto mnoZinu A(d).

2.10.1. Nech B = B, U B, U By, kde B, = {d ;, d;, d] ,, d;}, B, = {p;, aj, 141,
by ivas X iw1s Yayivzs Tuo My Bs = {x:x dudlne k intervalom mnoZiny B,}
(1=1,23;K=1,2;i=1,2,3,...). Potom B = A(d).

Dékaz je analogicky ako pre v = ¢, ,.

§3

PouZivame rovnaké oznaenia ako v § 2. Vysledky § 2 zhrnieme do nasledujticej
vety:
3.1. Veta. Plati:
. a) A(p) = {p:},
Aa) = ?.;3: F....+E+TP+L k=1,231=0,1,2.)),
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Ab) = gr..ﬁ: Uivare1s Pive) (k= ,2,3; 1=0,1, 25 0)s
A(x) = Ak:f. Viitr+1s Pites Qe 415 F..._.i:“,
(=12 k= 1,2,3; t =0, 1,2,..),
Ay = T:.l: Xt itt+1s Pites &».I: Q»L+.+L.
(=12 k= 1,2,3; t = 0,1,2,..),
\AA\.D = A‘.~v A\ = ~v NVu
A(m) = {m} (I =1,2).

b) Pre mnoziny A(p), ..., A(m') platia analogické rovnosti,
h.\ \AQG = m}xu \S\C Iy, 3@ Qﬁ = H» Mu ww = ~quu
A(c) = B; U B, U B,, kde By =A{cp i, i ¢4, €},
B, = {pi, by 144, U+2> Viyivas X iv2 Nis M}y By = {x: x dudlne k inger-
valom mnoziny By} (I =1,2,3; k = 1,2;i=1,2,3,..).
A(d) = B, U B, U B,, kde By ={dy s, d,, diw di}, B, = {Piay sy, by 143,
Xu,it1s Viyit2s P> M}y By = {x: x dudlne k intervalom mnoZiny B} (=123;
k=1,2i=1,23,..). :

3.2. Nech R,, R, st Tubovolné kongruencie na S. Potom R, < R, vtedy a len
vtedy, ked A(R,) = A(R,), A(Ry) + A(R,).
Tvrdenie je zrejmé.

3.3. Medzi kongruenciami R(v), v e 4 platia tieto vztahy (index i prebieha mno-
Zinu vietkych prirodzenych &isel):

R(p) < R@),*  R() < Rb), (3.3.1)
Rb;y,) < R(a), R(a;.,) < R(by), (3.3.2)
Rix;4y) < R(x), R(iy) < R(y), (3.3.3)
R(yir1) < R(xy), .%C&.:v < R(yy), (339
R@) < R(x),  R@) < RW), (3.3.5)
R(r) < R(h), l=1,2 : (3.3.6)
R(p;) < R(c), R(y;) < R(c), R(r) < R(c), 3.3.7)
R(p)==R(d), -R(x3) < R(d), R(r) < R(d). (3.3.8)

Ak v, v,€ 4, Rv,) < R(v,), potom tento vzfah mdZeme dostat zo vztahov 3.3.1)
az (3.3.8), alebo z analogickych vztahov tykajiicich sa dudlnych intervalov, pomocou
tranzitivnosti relacie kongruentnosti.

Dékaz vyplyva z 3.2 a 3.1.

Zavedme nasledujiice oznadenia:

A%AQ_.V“ ”Qw.#_vv (= 1,35, )
A%@..V, R(a;, & @ 1,3,5,..),

* PiSeme R(a,) namiesto R, ), k=1,2,3; analogicky v daldich pripadoch.

]

R,
R,

It
I
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1,2,3,..),
1,2,3,..).

It

:ﬁk PIRG
AxC\ .vw @

Pre prisluiné dudlne intervaly pouZivame oznacenie Ri, R}, R, R,.

Nech R je mnoZina vietkych kongruencii tvaru R), ved, v +p,, v + pi»
i= rmulm: ..., nech R! je mnoZinovy stiéet mnoZin R,, Ri,i=1,2,34 R* =
=R - R.

3.4. Nech je{l, 2,3, 4}. Nech ang; N #+ @. Potom N obsahuje najvacsi
prvok. g

Tvrdenie plati podla (3.3.2), (3.3.3).
Analogické tvrdenie plati, ak N =R i» N+ 2.

R,
R,

It
I

3.5. Veta. 4k R = U R,, kde {R;} =R, potom R Je zjednotenim konecného poctu
kongruencii z mnoZiny {R}.

Dokaz. KedZe R = R' UR? a kedZe R® je _Monnmbm mnoZina, vietky prvky
z .ﬁﬂrm vynimkou kone¢ného poltu patria do R, t. j. do niektorej z mnoZin
Nj=R;n{R}, N;=R;n{R},j=1,2,3,4. Tvrdenie vyplyva teraz z 3.4.

3.6. Veta. Nech R je lubovolnd kongruencia na S. Potom R = R, U R,, pricom R,
Jje zjednotenim konecného poctu kongruencii patriacich do R a R, je zjednotenim

urcitych kongruencii tvaru R(p), R(p).

Ddkaz. Nech 4, je mnozina vietkych intervalov p;, pi, i = 1,2, 3, ..., ktoré sa
anuluji v kongruencii R, nech 4, = (4(R) n A) — A,. Zrejme plati R = R, U R,,
kde R, = U R(v), R, = u Rj(w), priom v prebicha mnoZinu A4, a u prebieha
mnoZinu 4,. KedZe {R,(v)} =R, je podla 3.5 R, zjednotenim kone&ného podtu
kongruencii z mnoZiny {R(v)}. Tym je nade tvrdenie dokazané.

V nasledujiicej vete pouZivame rovnaké oznadenia a predpoklady ako v od-
seku 3.6.

3.6.1. Nech Ay = {h;, hiymy,m),ri, 1]} (i=1,2,3;1= 1,2). Ak A, — A4, je
neprdzdna mnoZina, potom méseme volif R 1> Ry tak, Ze R, je zjednotenim konecného
poctu kongruencii Ri(u), ue 4,.

Tvrdenie vyplyva zo vztahov (3.3.1), (3.3.2), (3.3.5), 3.3.7), (3.3.8).
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OTHOWEHUWA KOHIFPYEHTHOCTHY B CBOBOJHOV CTPYKTYPE
. Karapusa Monnaposa
Pesome

Ilycrs crpyktypa S = FL(2 + 2) — cBoGoanoe npousBeaenue ABYX LENEH W3 KOTOPEIX Kaxnas
ComepxuUT nsa anementa. CTpyktypa S Gsuia ommcana B [3]. B craThe MCCITEAYIOTCA OTHOINCHHSA
KOHIPYSHTHOCTH B CTPYKType S.

B § 1 noxasansl BcmoMoraTtensunie TEOPEMBI 06 OTHOIIEHUAX KOHIPYIHTHOCTH B OBIHX CTPYK-
Typax. Hycre Py (cootB. P,) — MHOXECTEO BCEX APOCTEIX MHTEPBANIOB (COOTB. HHTEPBANOB X ;,
Yi,i» ..5\9 i S\n nk=12i=1,23..) CTPYKTYPSI S (CMBICT 3THX 0603HAYEHMI NPHBEEH B Ha-
yane § 2, cIp. 112; TaM Takxe TPUBOAATCH O0O3HAYEHUS IS TPOCTEIX MHTEDPBANIOB CTPYKYPEHL S
KOTOPBIMU DONE3YyEMC B AanbHelmeM). O6o3uauum A4 = Py U P,. TIycrs R(v) Gyner ms v =
= <{X,y> € A HallMEeHBIIAM W3 OTHOIICHWUIi KOHTDY3HTHOCTH R Ha S, B KOTOpBIX aHHYIIUpYeTCa
MHTEPBAN ¥, T. €. B KOTOPBIX X = (R). ITycts A(v) — MHOXECTBO Tex HHTEPBANOB U3 MHOXECTBA A
KOTOPBI€ AHHYITHPOBAHBL B OTHOLICHUH KOHI PYIHTHOCTH R(v). Kaxnoe oTHomeHue KOHIPYEHTHOCTH
Ha § OJIHO3HAYHO OIPENE/IEHO MHOKECTBOM BCEX HMHTEPBATIOB 4 € A, aHHYIHPOBAHHEIX B R; B yact-
HOCTH KaX[0€ OTHOIUEHWE KOHIPyeHTHOCTH R(v) Onmo3HauHo OonpeneneBo MHOXECTBOM A(v)
(ecrn wnrepBan I = <a, b> CTPYKTYPHI S aHHYJMPOBAH B OTHOMICHMY KOHTPY3HTHOCTH R(¥) motom
wmMa)a=b, wmb)abu CYWECTBYIOT MHTEPBANEL [, , ..., I, € A(v) Taxue, yTo I ={<a;-q,ap,
i=1,...,nay =aa,=>.

B Teopeme 3.1 omacanbt Bce MHOXECTEA A(®). Ty 4, = A—Ay,tae Ay ={p;, pi}i= . danee
JAOKa3aHbl TEOPEMEIL:

IIycts R ~— mpousBoimHOe OTHOIIEHUE KOHrpyenrtHoctH Ha S. Torma R = Ry UR,, rne R,
ABJIAETCS OOBENWHEHNEM KOHEMHOIO YHC/A OTHOLICHW! KOHIDYeRTHOCTH R(v), {v;} c 4 u R, —
OOBeUHEHME OTHOLIEHUIA KOHTPy3HTHOCTH R(1 \.v, {u ...v CA,. )

yets dy = {h;, hiymy,mi, 1, /} G =1,2,3;1= 1, 2), nycts A’ — Ay —Az. Ecm A’ + (),
T Ry, R, MOxHO oox06pathk TaK, YTo6EL R, 6bUTO 0OBEANHEHNEM KOHEYHOIO YMCAa OTHOMEHM
KOHIpysnTHOCTH R(4)), {u i} CA,.
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