MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV, 12, 1, 1962

O EMDENOVEJ—FOWLEROVEJ ROVNICI
V PRIPADE n<1

PAVOL BRUNOVSKY, Bratislava

Budeme vy3etrovat asymptotické vlastnosti kladnych riefeni diferencidlnych rovnic

d2u
—ty" =0 1
de? , O
a
d%u
+ " =0, 2
12 2

kde n je ,,nepirne* racionalne &islo (t. j. # = p/v, kde p aj v st neparne &isla), spina-
jtce nerovnost 0 < n < 1. ‘ ;
Pripad n > 1 je vySefrovany vo viacerych pracach a knihé4ch, napr. [1].
Na rovnice typu (1) a (2) sa daj transformovaf rovnice

d [ ,du ——
ﬂAH ﬂvﬁ:lo

v pripade ¢ % 1. Rovnice tohto typu sa nazyvaju Emden— Fowlerovymi rovnicami -

(pozri 1. . .
Ukazuje sa, Ze v pripade 0 < n < 1 dostivame obdobné asymptotické vyjadrenia,
ale pre iné o, ako v pripade n > 1.
Uvedieme niektoré pomocné vety a oznacenia, ktoré budeme v dalom potrebovat.

Lemma 1. Ak f(¢) je nezdpornd funkcia, f'(¢) spojitd a nezdpornd pre t 2 t,, potom
pre Tubovolné & > 0 plati f'(£) < f11(t) pri vietkych hodnotdch t = t, s vynimkou
najviac mnoZfiny intervalov konecénej dlzky, zdvisiacej od ¢. (Pozri [1] str. 116.)

Lemma 2. (Hardyho veta.) KaZdé riefenie rovnice

du @ MA:« n.v

ﬂn = @NAQ\: Nv ’
kde Q,, Q, sii polynomy v u a t, spojité pre t = t, sa stane spolu so vsetkymi svojimi
derivdciami monotonnym pre dost velké t a vyhovuje jednému zo vztahov

3

u~ct'e®®  u~ct(ng)m,

r v

kde P(t) je polynom vzhladom na t a m je celé Cislo. (Pozri [1], str. 121.)
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Lemma 3. Nech f{f) je pre dost velké t diferencovatelnd funkcia. Ak % A dt < o
a f'(t) je ohranilend, potom plati
lim f(1) =0
t—>a
(pozri [1], str. 185).
Lemma 4. Nech f(t), g(t), h(t) sii spojité funkcie pre t 2 to a nech funkcia g(t) md
pre t = t, spojitii derivdciu. Ak pre t 2 to plati nerovnost
. t
f) = g(t) + [ W)/ (5) ds,
to

potom pre t = 1y plati nerovnost

70) S st exp (f Hs)85) + [ /@) Fexp( () )] .

Toto tvrdenie vyplyva z tvrdenia na str. 47 v [2] integrovanim po Castiach.
Ak pre nejaké dve funkcie plati

tim £ <o
D) = o(g()).

Vztahom f(£) = O(g(®) budeme rozumief, ¥e funkcia f(¢)/g(r) je pre dost velké 1
ohranifena. )

budeme, ako je obvyklé, pisat

Lemma 5. Nech f(t) = O pre dost velké 1. Ak je \ f(t) dt = oo, potom plati

\ S + oti1de = [1 + o] [ G .

Ak je .\ f() dt < o0, potom plati
[T + o) de =1+ %Es 1) dt.

Dokaz tychto tvrdeni je zrejmy.
Ak budeme v dalfom pisat nejakd rovnost

f) = F(t, o(g(®)),
budeme tym rozumiet, ¥e plati pre dost velké 1.

Lemma 6. Nech f(t) = 0 pre dost velké t, k je lubovolné redlne Cislo. Vztah

.\Aﬂv — HN.TQA:
plati viedy a len vtedy, ak pre kazdé & > O plati

f()) = o(*),
7 = o(f(1)).
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Dékaz. Vetu zrejme stadi dokéazat pre & =

a) Nech f{f) = "), Potom existuje funkcia n(z) takd, Ze f(t) = "© a Ht) =0
pre 1—oo, takZe pre dost velké 7 bude platif

€ g
z Coho vyplyva
m\N
\3 < lim =0,
t~> t>0 I
ln\N
.xs = lim —— = .

t>o 1 t> 1

b) Oznaéme

inf(7)
1) = =

(1) = log, £ (1) = 121
Pre TubovoIné ¢ > 0 plati

lim ™% (r) = 0,
1=
Lim £/(t) = oo
I 2= ]
a teda pre dost velké ¢ plati

tTf() < 1, 5\3 —¢elnt <0,

() > 1, Inf(t) + elnt > 0,
z Coho vyplyva

Inf@m _
e < g
“Int
a teda
. _ Inf(t)
S T

Lemma 7. 4k k > —1, potom

t
. ..\e.licma - Ha+~+.x:.
to

Ak k < —1, potom

a0
\..n:eﬁv&a = fFHivet)
t

Dékaz. Ak je k > —1, mdZeme pisaf k = —1 + 4, 4 > 0, #5173
a teda

.\.w .ﬁ» +o(1) & T =
PouZitim IHospitalovho pravidla a ._GEB% 6 dostaneme hladany vzfah.

62

Ak je k < —1, je
lim \ili:aa =0

>0 ¢
a hladany vzfah méZeme opif dostat pouZitim [Hospitalovho pravidla a lemmy 6.
Lemma 8. Nech f(t) > 0 pre dost velké t. .
1. Nech existuje aspori jedno k, také, fe f(t) = o(f*").
2. Nech existuje aspoii jedno k, také, fe 1** = o(f()).
3. Nech neexistuje ani jedno k také, e .
limsup t7*f(t) = o
t—w0
liminft™f(t) =0
400

Potom existuje Cislo k také, Ze plati
.\.Qv = N.n+25.

Dokaz. Oznadme K; mnoZinu tych k, pre ktoré plati f(f) = o(*), K, mnoZinu
tych k, pre ktoré plati * = o(f()). Podla predpokladov 1,2 st K,, K, neprézdne
a zrejme aj disjunktné mnoZiny. :

Zkiek,, k2k, vyplyva kek,.
ZkyeK,, k £k, vyplyva keK,.
ZkiekKy, k,eK, vyplyva k, > k,.

UkaZeme, Ze e existuje najviac jedno &islo k, nepatriace do Ziadnej z mno%in K, K, .

Nech ke K|, ke K,. Si 3 moznosti:

a) 0 < lim sup N||\S < o0,

t—ra0

0 < lim inf r *f(¢) < oo,
t—>00

b) lim sup ¢ *A¢) = o,
a0

0 < lim inf £ *A(t) < o0,
>

c) . 0 < lim sup le\s < o0,
o0

lim inf %) = 0.

1>

V pripade a) spiiia funkcia ¢~ \S pre dost velké ¢ nerovnost 0 < a S f(H) £ b < w,
z Soho vyplyva ;

:B “Ln\e = :E HLSLAHI 1(0) = ale k> M

ak k<

to znamena, Ze ak k > k, je keK,, ak k < M, jekek,.



V pripade b) dostaneme pre k < k, obdobne ako v pripade a) t* = o(f11)), €o znamena
keK,. Ak k > k, potom k € K, . Keby to nebolo pravda, existovalo by &islo k' > k,
pre ktoré by neplatilo f{z) = o(t*). Vzhladom na an_uo_ama 3 by z toho vyplyvalo
0 < :S sup ¢t ¥f{¢) < 0. To viak znamend, Ze pre k < k < k' by platilo

lim sup ¢7f(¢) = oo,
t—>oo
lim inf £™°f(1) = 0,

00
¢o je v spore s predpokladom 3.
Pripad c) sa vySetri obdobne ako pripad b).
Z uvedenych vlastnosti mnoZin K;, K, vyplyva, e plati
. inf K|, = sup K.

Ak poloZime k = inf K; = sup K,, lahko zistime, Y¢ x ma poZadované vlastnosti.
Ak plati ¢ + 2 < 0 alebo ¢ + n + 1 > 0, m4 rovnica (1) partikuldrne rieSenie

u(t) = y,1°, 4
kde 1
o+ 2 o+ 2)(c+n+ 1)1
- .Ilh. y, = A vA . v . ®)
L—n AH — 3v % .
Ak platic + n + 1 <0< ¢ + 2, ma rovnica (2) partikuldrne rieSenie
u(t) =yt ©
kde 1
o+ 2 o+ 2)(c+n+1)]—
R T b A AL D) @
n (1 —n)
V takychto pripadoch méZeme substiticiami )
= y,%, t=¢ 8)
z rovnice (1), resp. e .
u = y,1%, t=¢' ©)]
z rovnice (2) dostaf rovnicu pre v:
QN
a +AN8IC +Sﬁel_v?1evlc (10)
s

Lemma 9. Pre kladné reguldrne, pre dost velké s monoténne rieienia rovnice 10)
plati jeden zo vztahov:

L. lim v(s) =

2. “Ws exp [—ws(l + o(1))], ak w < 0.
v=expl(—ow+ s + o(1))), akw — 1 < 0.

I
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(Regularnym budeme nazyvat také riefenie, ktoré existuje pre dost velké ¢+ a ma
pre dost velké ¢ spojité prvé dve derivicie.)
Dékaz. KedZe v je od istého s monotdnne, sit 4 moZnosti:

a)v—e, ¢— " F0; b) v-1; c) v—0; d) v—0,
V pripade a) plati

QN
&

+ ANS - C =cl +0(1)), ¢ =-afw—-1)(-c)*0,

z &oho 53%.9&&8 dostaneme

do

+ (2o - H v =c;5(1 + o(1
‘ Qm A o v 1 A A vv
W&ma v—>¢, je v ohraniené; z toho vyplyva:

dv
ds

1

¢ys(1 + o(1)),

_ Nﬁ + o(1)),

S
||

teda v by muselo byt neohranicené, o _,o vV spore s cmnavowﬂmaoa.
V pripade b) dostdvame vzfah 1.
V pripade c) urobime substiticiu dvfds=pa moﬁmﬁBa rovnicu:

dp

ae+ﬁ€+@@lev 0, , WC.C

waanHNSIr@HSAS.IC . .
Nech n = p/v, kde p, v st prirodzené ¢isla. Substitiiciou v = v} dostaneme rovnicu
typu (3), z Coho vyplyva, Ze p vyhovuje jednému zo vztahov
| p ~ cvf exp (P(v))),
p ~ cvi(in v )",
&o znamena . N
p ~ a0 exp P(/v), (12)
p~ adfln o)™ - (3)

ZP s~ woﬁ:w lemmy 2 vyplyva p = 0, %\ae - 0. Ked?e viak v — o0, Eﬂ.z@wm
byt splnend rovnica (11). A .
%_u: P — oo dostivame spor s lemmou 1. P moOZe byt teda iba _nosmnmn,ﬁz h .ﬂna,m
musi vyhovovat vzfahu
p ~ av*(ln vy, (9
kde bud r = 0, alebo r = 1/m.
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Z lemmy I vyplyva k < 1. Pre k < 1 dostdvame dosadenim do rovnice an:
——~—v"*(nv)™, 1s)

z &oho vyplyva dp/dv — o0, o pri k < 1 nie je moZné. Ostava teda k = 1. Z (15)
dostavame pre r > 0

% =—c[l+o)]; p=—col+o(1)],

€o je v spore so (14). Pre r < 0 dostivame z (15),

o je v spore so (14), podla ktorého by dp/dv malo byt ohraniené. Ostiva teda
p~ v (16)
Dosadenim (16) do (11) dostivame pre « rovnicu

o2 + Qw — Da+wlw-—-1)=0,
z ktorej vyplyva ,

alebo o = —@, alebo a = —w + 1. an
Zo (16) dalej vyplyva d
lh ~ av,
ds

v=-exp [as(1 + o(1))].

Ak ma byt v - oo, musi byt « > 0. Ak @ < 0, dostivame vyjadrenie 2. alebo 3.

Ak @ — 1 < 0, dostdvame vyjadrenie 3.
V pripade d) urobime substiticiv x = 1/v, y =dx/ds a dostaneme rovnicu
&.V 2 2 ) -n
Var T =Y +ay—b(x-x*"=0 (18)
. s bl £
la, b ako v rovnici (11)]. Z FBB% 2 opéf vyplyva, e x, y spliiaju jeden zo vzfahov

y ~ ayx* exp P(Y/x)),
y ~ ox* (In x)1/m,

Podobne ako v predchadzajticom pripade dostaneme P = kondt, k £ 1, a teda musi
byt splneny vzfah

y~oax(nx), k< 1. 19)
Dosadenim (19) do (18) dostaneme
d b, .-
%Z IMXN n »G: xvll HXNJ_L::;:,
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a teda
y o~ +Xu|=lr+2:.

Z (19) sugasne vyplyva
y o~ +Xw+aA:.

Tieto dve vyjadrenia st v spore, pretoZe pre k < 1 nemdZe platif
3—-n—-k==L
Désledok. Z vyjadreni 1, 2, 3 pre rieSenia rovnice (10) dostdvame pric + 2 <0

alebo 6 + n + 1 > 0 pre riesenia rovnice (1) vyjadrenia

U~y u=r®, g=t

Prioc + n+ 1 <0 < ¢ + 2 dostdvame pre rovnicu (2) vyjadrenia

u= %N&Su u = ‘:W u= n—+2:.

Teraz pristiipime k vySetrovaniu rieSeni rovnice (1).
Veta 1. Vietky kladné rieSenia rovnic (1) a (2) su reguldrne.

D6kaz. Kladné riefenia rovnic (1) musia byt pre dost velké t monoténne, pretoZe
ako extrémy mdZu mat iba minima. Podobne kladné rieSenia rovnice (2) musia byt
pre dost velké r monoténne, pretoZe ako extrémy méZu mat iba maxima. Neregu-

larnost by mohla nastat teda iba tak, Ze by pre nejaké T < oo platilo lim u(f) = co.
1—->T—

UkéazZeme, 7¢ to nie je moZné. Ak u(¢) je ohraniené, potom je tvrdenie zrejmé. Ak u(r)
nie je ohrani€ené, potom je pre dost velké ¢ rastice a teda existuje také ¢4, Ze pre
t=Ztojeu(t) = 1,u'(f) = 0. Pre ¢ = t, plati

u(t) = ulto) + u'(te) (t — to) + | (¢t — ) °u"(z) dr

to

u(t)

A

u((te) + u'(te) (t — o) + ,Ts — 1)tu(t)dt

z oho podfa lemmy 4 vyplyva
t t t
)5 wesp | [ 957as| + o) [erp [e-9ses e
to to to v

Ked7e prava strana nerovnosti je definovana a spojita pre kazdé t 2 t,, nie je moZné,

aby platilo »
im u(1) = oo.

1T~
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Veta 2. 4k ¢ + 2 < 0, potom kazdé kladné rieseni 7
> lesenie rov. 1 i0 iednd
zo vztahov nice (1) vyhovuje jednény,

1. u=y,1%
2. u~ct;

n.a+2
.u=c+ c't

@+ DeryLl+ el
\S.m w, f su dané §SN§ Gv ac>0.

UonN KedZe 0 + 2 < o moZeme pouZif substiticiu (8) a dostaneme rovnicu

dv do

ds? ds

kdea= -20+1>0,b=w(w—1)>0.

Ak m4 byt u kladné, musi byt aj v kladné. UkéZeme, Ze v bude pre dost velké s
monoténne.

wnnawoﬁm%cam opak. Potom by v muselo mat nekoneéne vela minim aj maxim
HSEEE viak moZze maf iba pri 0 < v <1, maximi pri v = 1. To znamen4, Nm
rieSenie musi nekonedne vela riz pretat priamku v = 1. Ozna&me s, body, v EoJ\o:
o(s,) = _ <§mmo§Bo rovnicu (20) ¥', integrujeme od s, do Sppg @ moﬂmnov_do.

Sk+1

HNI. St + 1 5 iF
7|, —a | v*ds =0,
z ¢oho vyplyva ™
[02(ser1) — 0 (5)] — 2a | v'2ds = 0, AN,C
e N
k ]
12700 127 ’ ’
v'(s) — v'¥(sy) = M (0*(s) — vX(5i-1)) = 2a [v"%(s)ds. (22)

2 ' (,. ’
C_nmNoEn. Ze v ds = , z Eoho vyplyva v'*(s,) ~ co. Predpokladajme opak,

2
t. j. .\ v @vm.n < oo. <<=mm0@=.ao oopét rovnicu (20) ¢', integrujeme od 0 po s a do-
staneme

2
v N\.+~ .

- .
e & et gl @3)

=]
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— a2+ b(v — ") = 0, 0)

Nech s je bod, v ktorom » nadobiida maximum. Pre s nadobiida maximum aj vyraz
2 n+1
v v .
b > T wTi) Plati

2 n+1
v v 2

b - )= ds.
3 n T 1 c+altv

V]
m —
KedZe s v'? ds je ohranidenou funkciou s, vyplyva z tohto vzfahu, Ze maxima
0

CN e=+p

funkcie b TS
ohranitené a z rovnice (20), ¥¢ v" je ohranifené. Podla lemmy 3 z toho vyplyva
v'(s) = 0, &o je v spore s rovnicou (21), z ktorej vyplyva, Ze ?LQ& je rastica po-

stupnost.

st ohraniené. Z rovnice (23) vyplyva, 7e aj v musi byf

KedZe \ v'%(s) ds = o0, z rovnosti (22) vyplyva, | v'(s,) | — co. Existuje teda 8_8 k,

7e v'(s;) < (b/a) min (v — v") < 0. Z rovnice (20) ale vyplyva v"(s,) < 0, o znamena,
oLl
Ze v' je Klesajuca, takZe pre nejaké s > s, bude platit v"(s) = 0 a v"(s) < O pre

8¢ £ 5 < 5. Pre najbliZie s, pre ktoré v(s) = 0, musi platif
b
v'(s) < v'(s) <— min (v — "),
a4 o<ost
pretoZe v'(s)je pre s, < 5§ < s klesajtice. Ak do tejto rovnice dosadime z rovnice (20)
za v'(s), dostaneme -
o(s) — v"(s) < min (v — "),
o<t
o je moZné iba tak, e v(s) < —1 a teda rieSenie v(s) nemdZe ostat kladné. Tym je
dokazané, ¥e v(s) musi byt pre dost velké s monotdnne.
Dalej ukaZeme, Ye okrem rieSenia » = 1 (v tomto pripade dostavame pripad 1) pre.
nijaké iné rieSenie nemdZe platif
lim v(s) =
§~+0
Urobime substiticiu v = 1 + v, a dostaneme rovnicu
v] — avy + b(1 — n)v; + O(v?) = 0.

Oba korene charakteristickej rovnice tejto diferencidlnej rovnice majii redlne Casti
kladné, z &oho vyplyva, Ze trividlne rieSenie tejto rovnice (odpovedajice rieSeniu
» = 1 rovnice (20)) je ,,uplne nestabilné* a teda nijaké iné rieSenie nemdZe k nemu
konvergovat (pozri [1], str. 186). .

Z dosledku lemmy 9 vyplyva, Ze ostavaji eSte moZnosti
u = N~+aA:u AN&V
u =", 25)
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Dosadenim vyjadrenia (24) do rovnice (1) dostaneme

”

u =1t
:\” ¢+ nQ+=+m+=:v“

g+nto(l),
b

u=c, + et + HQ+=+N+.u:v

KedZeo +n+ 2 < 1, u = £'7°D je to mo#né len tak, e ¢ + 0; potom je

=ct[l + alnn_~|_+ N.q+..+~+15“_ = ct[1 + o(1)],
&im dostavame pripad 2.
Dosadenim vyjadrenia (25) do rovaice (1) dostaneme
’ u = ~q+2:h
U =, 4 1710,

=c+ OHN + NQ+N+9AC.

To je moZné iba tak, %e ¢, = 0; potom je

u=c[l+c D] = c[1 + o(1)].

Opitovnym dosadenim tohto vysledku do rovnice (1) dostaneme spresnené vy-

jadrenie — pripad 3.
Veta 3. Ak ¢ + n + 1 > 0, potom kazdé kladné riesenie rovnice (1) vyhovuje vztahu

U~ .v;neu
kde w, y, su dané vyrazmi (5).
Ddkaz. PouzZitim substitiicie (8) dostaneme rovaicu
d%v dv
e +a——+bo— ) =0. (26)
kdea=20-1>0,6=0w(@—1)>0.

UkéaZeme, Ze pre kaZdé kladné rieSenie v(s) plati

lim v(s) =

z Coho vyplyva tvrdenie 4&.%.
Ak v(s) je pre dost velké s monoténne, potom z lemmy 9 vyplyva lim o(s) = 1

s

(pripady 2, 3 lemmy 9 nemd#u nastat, cnﬁ..umo o — 1 > 0). Ak (s) nie je monoténne,
Ecmm oscilovat okolo priamky v = 1, pretoZe minimé mé%e mat iba pre 0 < v < 1,
maximé iba pre v = 1. Oznadme s, priesetniky rieSenia v(s) s waﬁswom v - 1.
OEQUEVBvaEvoBmwo<a®mea<aQNao£m=mBo

S+t
12 s+
v b+ 1

! \N ||
5 +a | vds=0,

Sk
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z &oho vyplyva

Se41
C~NAma+~v _ G\Nﬁhav = —2a c\uﬁ,f

Sk

%o znamena, %e postupnost {v'*(s)} je klesajlica a teda musi mat kone€nd limitu.
KedZe

Sic
v3(se) = v'%(s1) — 2a | 02 ds,

81

musi byt

v'2ds < 0. 27

Vynasobime rovnicu (26) v’ a integrujeme od 0 do s. Dostaneme

2 nt+ 1
’2 b2 v Ahv — v AMV —
v*(s) +a | v()dr 4+ b 3 prree
1]

z &ho vyplyva, Ze v" aj v musia byt ohraniené. Z rovnice (26) vyplyva, Ze aj v" musi
byt ohranifené. Z toho a z (27) vyplyva podla lemmy 3 v' — 0. Substituciou v =
= 1 4 v, dostaneme rovnicu

2
d%, +a dm, + b(1 = n)v, + O(v}) =

ds® ds
Ked¥e korene charakteristickej rovnice linedrnej asti tejto rovnice majii zaporné
realne &asti, je trividlne rieSenie tejto rovnice asymptoticky stabilné. To znamena, Ze
riefenie v = 1 rovnice (26) je asymptoticky stabilné, t. j. Qcmﬁco také ¢ > 0, Ze pre
ka¥dé rieSenie v(s) spliujlice pre nejaké s podmienky | v -1l <e |v Qv | < e
plati lim v(s) = 1. Pre kaZdé rieSenie, oscilujice okolo priamky v = 1 vak existuje

F il

také k, Ze v(s) = 1, | v'(sp) | < &, (pretoze v'(s;) — 0) a teda mus{ prefi platit v(s) - 1.

Vetad. Ak 6 +n+ 1 <0< g+ 2, potom ka?dé kladné rieSenie rovnice (1)
vyhovuje vztahu
u -~ ct.

Dékaz. Uka¥eme najprv, Ze u = ¢* 7o),

.1. Predpokladajme ¢ + 2 = 0. Substitiiciou ¢ = € dostaneme rovnicu

— = —u"=0. (28)
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u musi byt zrejme pre dost velké s monoténne, pretoZze méZe mat pre u = 0 ako
extrémy iba minima. Su teda 3 moZnosti:

a)u—c, 0<c<aw; bu—sow; Ju—0.

V pripade a) by muselo byt siidasne #’ — 0, 1" — 0. Z rovnice (28) potom vyplyva,
Ze by muselo byt aj u — 0, &o je v spore s predpokladom.
V pripade b) dostaneme substitiiciou du/ds = p rovnicu
dp

wN:IIvI:..Ho. (29)

Obdobne ako v dokaze lemmy 9 dostaneme, Ze u musi vyhovovaf vzfahu

P~ au(ln uy. 30)
Dosadenim do rovaice (29) dostaneme
&mﬂ_ﬁ+cﬁvﬁ ak n-k<0, n—k=0, r>0,
EW.@IH«.T+QCMT ak n—k=0, r=0.

éaﬂﬂlﬂwal:::accilw ak n—k=0, r<0, alebo n—k>0

V pripade «) dostaneme Enom_.%w&n_ P =ull + o(1)}, z &oho vyplyva k = 1,
r=20,tj.

P~ (€2))

V pripade ) dostaneme p = cu[l + o(1)], &o je v spore s (30), lebo k =n < 1. -

V pripade y) dostaneme dp/du — oo, &o je vspore s vyjadrenim (30) lebo k < n < 1.
V pripade c) dostaneme substitticiou u = 1/v, dv/ds = P rovaicu
&mv 2 2 2~n _
r P ey p—p+0v"=0. 32)
E o B -
Obdobne ako predtym dostaneme, Ze p, v musia vyhovovat vztahu (30). k> 1je
vyli&ené, pretoZe by sme &8.&: spor s lemmou 1. Ak k < 1, dostaneme dosadenim
(30) do (32)

e~ ——p ¥(lnv)™, (33)
z ¢oho vyplyva dp/dv > —c atojev spore s vyjadrenim (30). Ako jediné moZné
nim teda ostalo vyjadrenie (31), z ktorého vyplyva

du
ds

U=

ull + o(1)], :

o] _ f1+o(1)
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2. Predpokladajme 6 + n + 1 <0 <o + 2.
Predpokladajme, Ze existuje rieSenie u(f), pre ktoré plati
0 < lim u(1) < oo. (34)
o0
UkéaZeme, Ze to nie je moZné. .
DokaZeme najprv, Ze nie je moZné, aby platilo u(f) = o(t*) pre «wm:a\ k. .
Predpokladajme opak. Oznalme u.= 1/v; potom v musi spliat vzfah 1™ =
= ofv(r)] pre vietky ¢.
Z rovnice (1) dostavame pre v rovnicu
. 12

V= — 1T ~|e|. (35)
Z lemmy 1 vyplyva, Ze ku kaZdému T existuje také t; > T, pre ktoré plati

pEFe-m]

v'(ty)
pretoze
P HuTW.Aw!.:v > 1.
2 2
Z toho vyplyva
r2 —
v"(t) &= eA:va V»
o(ty)
3-n
v(t) < =10 "+ Ne?v% ) (36)

40 1—n
KedZe t™* = of[v(t)] pre vietky k, je'aj ¢ 1-7 = o[v(f)] a teda aj t™° = cAe 4 v
Existuje teda také T, Ze pre ¢t > T plati

1-n

£>20 2,

Dosadenim tohoto vzfahu do (36) dostaneme

(3—n)

1 -n
V(1) < —20() 7 4 20(1,)F¢ " = o,

z ¢oho vyplyva, Ze v by musela byt pre ¢, konkavna. Z rovnice (35) [ahko ustidime,
Ze v(?) by musela ostat konkévna aj pre t = 7, &o je zrejme v spore s tym, ¥ ma byt
t™* = o[w(2)] pre vietky k. ‘

Je zrejmé, Ze za predpokladu (34) plati u(z)
Ze pre nijaké k < 0 neplati stacasne

o(f*) pre vietky k > 0. UkéZeme,

lim sup ¢t~ *u(t)
{00
lim inf ¢ *u(t) = 0. 37

>0

0,

Oznadme v = ut~*. Pre v dostaneme z (1) rovnicu

e A T A A (2 V)



Keby platilo (37), existovala by postupnost bodov {t,}, kde £, o0, v ktorych by »
nadobiidala maximum a platilo by (z,) — co. Platilo by teda

V(1) = 540048 — k(k — 1)1 (1) < O,

z &oho by vyplyvalo

eT._Qev — u(t,) 5 1 &:au::u.
v(t)  k(k-1)
To by v§ak znamenalo

i .
1-n (n—-1)k nQ+a= :»+N'
TR () > k=D "

1

1-n a+2

utThe) > W=D £

Z poslednej nerovnosti by vyplyvalo u(¢,) — o0, &o je v spore s predpokladom @3”
Za predpokladu (34) su teda spinené vietky predpokiady lemmy 8, podla ktorej

existuje také &islo «, Ze u(f) = e pPosadenim do (1) dostaneme

" ~Q+=x+ecv .

u =
:\ =c + ~Q+w+=x+ecvu
u=cyt+ nN.+ ~q+n+=x+icu
5 \ ” c+2
z &oho vyplyva bud x =1, alebo o +2+nk =%, L] K= T k=0

nemée byt, pretoZe ¢ + 2 > 0). V oboch pripadoch vychadza u — oo, &o je v spore
s predpokladom (34).

Ostava teda iba pripad u — co. V tomto pripade existuje bod 7, v ktorom u'(ty) >0
(t, mdZe byt Tubovolne velké). Zvolme Iubovolné & > 0 a o také, Ze plati

O<o+n+l<(l—ng
z &oho vyplyva B
Npretno. o+2 .
X —_—<i+e (38)
1—n
Oznaéme v, w rieSenia noé..mo
c\\ -|| NQC! = Ou
<€: —- NIN«Q: ey O‘

také, Ze v(to) = wlto) = u(ty), v'(to) = W'(to) = u'(to)-
Podla vety 3 plati _

o+2

v~ yit 1n (3%

a v &asti 1 tohto dékazu sme dokézali
w o~ cl. (40)
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Ked?e —2 < ¢ < a, lahko zistime, Ze pre ¢ = ¢, plati

w(t) < u(?) < (). “4n
Z vyjadreni (39), (40) a z nerovnosti (38) vyplyva

' 5= o(w(?)),
o) = o(t**9)

a podla nerovnosti (41) aj
¢ = o(u(1)),
u(t) = o(s* ),

1+0(1)

z &oho podla lemmy 6 vyplyva
u==t

Dosadenfm tohto vyjadrenia do rovnice (1) dostaneme

U = ~Q+=+=A:u
s\ c+ nQ+=+~+QANVu

= ct 4+ ¢ + NQ+=+N+0A:u

u
u=ctfl +cc T+ 0] = el + o(1)], (42)
&o znamena

u~ ct.

Veta 5. Ak ¢ + n + 1 = 0, potom kaZdé kladné riesenie rovnice (1) vyhovuje vztahu

u = (Lo,

Dokaz je moZné vykonaf presne tak, ako vo vete 4. Spresnenie tohto vysledku
ako u vety 4 sa viak ned4 vykonat, preto¥e ¢ + n + 1 = 0, takZe &len ¢7*"+1 o)
nemdZeme vo vyraze (42) zahrnif pod o(1).

Tym mame vySetrené vietky moZnosti v rovnici (1). V daliom sa budeme za-
oberaf rovnicou (2). Tato rovnica méZe maf v niektorych pripadoch aj oscilatorické
rieSenia, ktorymi sa viak nebudeme zaoberaf. Kladné rieSenia tejto rovnice zrejme
musia byt konkdvne a monoténne.

Veta 6. Ak ¢ + 2 < 0, potom kaZdé kladné riesenie rovnice (2) vyhovuje jednému
zo vztahov
1. u~ ct (c > 0).
G=NQ+N
U= e - > 0).
2.u=c¢ CESNCEY) [1+o(1)] (¢ >0)
Dokaz. KedZe u je konkdvna, st len dve moZnosti:
-a) u— ckde 0 < ¢ < 0. Vtedy dosadenim do (1) dostaneme pripad 2.
b) u— oo. UkaZeme najprv, ¥e plati u = ¢ 7.
Ked¥e u — o, plati zrejme £ = o(u(f)) pre k < 0. KedZe u() je konkavna, plati
u(f) < c,t pre dost velké 1, kde ¢; > 0, z Eoho vyplyva u(r) = o(t"y pre k > 1.
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Nech 0 < k < 1. UkaZeme, 7e nemdZe sticasne platif

lim sup t " u(t) = oo,

t—0
43
lim inf t “*u(?) = 0. “3)

t—+o0

Oznadme v = ¢ *u(f). Pre v dostaneme z (2) rovnicu
o = — DR ok~ — k(k — 1)t 0. (44)

Keby platilo (40), musela by existovaf postupnost bodov {#,}, t,— oo taka, Ze
v bodoch ¢, by v nadobudala maximum a »(t,) —» 0. Plati viak

c+mn—-Dk<o< -2
z &oho vyplyva

v'(t) = — VR ) — k(k — 1) t720(t,) > t; 2[k(1 — K)o(t,) — v"(1,)]-

Pre dosf velké v vak plati
k(1 — k) o(t,) > v'(2,),

z &oho vyplyva ©"(t,) > 0, &o je v spore s tym, e funkcia v(r)nadobida v ¢, maximum.

Ak k = 1, potom je z rovnice (44) zrejmé, Z¢ v musi byt monoténna pre dost
velké ¢, pretoZe ako extrémy mdZe mat iba maxima. St teda splnené vietky pred-
poklady lemmy 8, musi teda existovat také &islo k, Ze u = **°), Z toho, Ze u(t) =
= o(t*) pre k> 1, * = o(u(t)) pre k < 0 vyplyva 0 £ x < 1. Dosadenim do rov-

nice (2) dostavame

u = lsa+=a+&.:,
o s ¢y — Na+.§+~+£cu
U=cit+cy— (ot 24 o(l)
ModZu teda nastat 3 pripady:
o) k = 0;
B x=1; i
Yo +ng+2=rx tj anm

V pripade «) dostdvame u = ¢[l + o(1)], z Coho dostaneme opif vyjadrenie 2.
V pripade ) dostaneme u = cf[1 + o(1)], t. j. pripad 1. Pripad y) je vyliceny,
pretoZe ¢ + 2 < 0 a teda by nebolo u — 0.

Veta 7. Ak o + 2 = 0, potom kaZdé kladné rieSenie rovnice (2) vyhovuje vztahu
u~ct (c>0).

Dokaz je opakovanim &asti a) a zaveru dokazu vety 4 s tou vynimkou, Ze zo
vzfahu (33) dostaneme dp/dv — oo, &o je viak tieZ v spore s vyjadrenim (30).
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Veta8. Ak 6 + n+ 1 <0 <0 + 2, potom kaidé kladné rieSenie rovnice (2)
vyhovuje jednému zo vztahov

1oou ~ 1%,

2. u~ ct,
kde w, v, st dané vziahom (7), ¢ > 0.

Ak 26 + n + 3 < 0, potom rovnica (2) nemd oscilatorické rieSenia.

Do6kaz. Substitticiou (9) dostaneme rovnicu (10). KedZe moZe mat rieSenia tejto
rovnice minimd ibapre —1 £ v <0al < v < coamaximidibapre — 0o <?v =1
20 £ v £ 1, st kladné riedenia tejto rovnice pre dost velké s monotdnne. Z lemmy 9
potom vyplyva, Ze plati bud » — 1, bud v = exp [(—w + 1) s(1 + o(1))] (pretoZe
@ > 0,0 — 1 <0). Ak v— 1, dostavame pripad 1. Ak v = exp [(~w + 1) s(1 +
+ o(1))], dostavame u = r*°®, Dosadenim do rovnice (2) dostaneme

:: = l«a+=+aﬁ:u

o+n+1+o(l)
W=c—t )

u = nw + ct — Nq+:+n+e:v

u=ct[l + cic™ ™+ 7T = o1+ o(1)],

&o nam dava vyjadrenie 2.
Nech teraz 26 + n + 3 < 0. Potom méZeme rovnicu (10) pisat
d* do

QMN |.Q|Q.m| + @Aca = ev = Ov

kde a= —Q2w—-1)>0, b= —w(w — 1) > 0.

Predpokladajme, Ye tito rovnica ma oscilatorické rieSenie. Z uvedenej tvahy
o maximach a minimich riefeni vyplyva, Ze riefenie moZe osciloval iba v pése
~1 £ v £ 1 a teda musi byt ohraniSené. Oznalme s, body, v ktorych »(s,) = 0.
Podobnym postupom, ako v dokaze vety 2 dostaneme, Ze v'%(s,) - co. Vezmime k

tak velké, Ze plati

v'(s,) > L3 max (v" — v).
: a ogv<t
Potom plati

v =av — b(v" —v)>0

v dost malom okoli bodu s, ; Tahko zistime, Ze tito nerovnost ostane splnena, pokial
0 < v < 1. Z toho viak vyplyva, ¥e v’ je rastica a teda v musi pretnif priamku v = 1,
&o je v spore s tym, Ze riefenie moZe oscilovat iba v pase —1 < v < 1.
‘Veta 9. Ak ¢ + n + 1 = 0, potom rovnica (2) nemd kladné rieSenia.
Dékaz. V [3] je dokézané Ze postadujlicou podmienkou, aby rovnica

@+ Ut =0 (<),
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nemala neoscilatorické rieSenia je, aby platilo

M\S“::MSN

tato podmienka je v na§om pripade zrejme splnena.
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Slovenskej akadémie vied v Bratislave

OB YVPABHEHUHM SMIAEHA—®AVIIEPA B CJIVYAE n< 1

IMason Bpynoscku
Pesrome

Suéﬂ.ﬂ! ACHMIITOTHYECKOE MOBEACHHUE IMOJIOKHTEIBHBIX PELICHUR YpaBHEHUH

2
-rw=o M.
H
2

rje n — ,,HeYeTHoe panmoHaIpHOE YUCIO (T. €. # = p/q, TAe p/q, — 06a HeYeTHBIE WMCIa), HCCHION~
HroIee HepaBeHcTBo 0 > n > 1.

Cryyait n > 1 m3yder B psge pabor, manpumep B [1].

K ypassesmam tuma (1), (2) MOXHO OPHBECTH YpaBHEHMS THIA

d [, du .
&Q &v+~:|o 3)

B ciIyqae @ %= 1. VpaeneHus tana (3) HaswisaroTcs ypasuerusamE Imaena—daynepa (cmotpu [1]).
OxkaspIBaeTcs, 9T0 B ciygae 0 > 7 > 1 Mul DoNy4aeM NOAOGHEIC ACHMITTOTHYECKHE BEIPAXKEHAA,
HO B APYTHMX O, KaKk B ciryyae n > 1,

Iycts
1 1

E, 7. H—“Aq+uv?+=+CH_.T~,,§HﬁI ?+~Xq+=+c%u

o =

I—n (1 —ny? (1 —n)?
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BepHbl crienyomue TeOpEMBI;

Teopema 1. Kaxnoe monoxurenshoe pewreHus ypasaenus (1) wm (2) perynspo.

Teopema 2. Ecii ¢ + 2 > 0, TO kaxaoe NONOKHTENBHOE pelicHue ypasuerus (1) yaoBneTBo-
PAET OIHOMY H3 COOTHOHICHMH

Low =9y

2. u~ct. (c>0). :
c HQ+N 0

. u=c+ %HH -+ QAHV..._ Aﬁ > v.

Teopema 3. Ecimt 0 4 7 + 1 > 0, 10 xaka0€ NOMOKUTENLHOS perieHne ypapuenus (1) yaoBnier-
BOPACT COOTHOIICHUAIO

U~ p°.
Teopema 4. Ecim 6 4+ n + 1 << 0 < ¢ + 2, To KaX[0€e ONOXATENLHOE pemenne ypapuenus (1)
YZAOBIETBOPAET COOTHOIICHHIO
u~ct (c>0).

Teopema 5. Ecnu o +‘= + 1 = 0, To KakHOe NONOXATENLHOE pelenue ypapHeHud (1) yxosner-
BOPSIET COOTHOMICHHIO

U= uu +=A:.

Teopema 6. Ecrm 0 -+ 2 > 0, TO XaxA0€ NONOKHETENLHOE PEIICHAS YPaBHEHHS (2) YAOBIETBOPSET

OANHOMY M3 COOTHOMIEHMI

LLu~ct (c>0).
n=~a+n . H
CECE L.

Teopema 7. Ecnu ¢ 4 2 = 0 10 Kaxaoe HONOXHUTENLHOE PeIneHue YpaBHeHus (2) yAOBIETBOPSET
COOTHOMICHUIO

2.u=c— (c > 0).

u~ct (c>0).

TeopeMma 8. Ecma 6 + n 4 1 < 0 < ¢ + 2, TO KaXK/I0€ MONOXUTEIHHOE PEHICHHE YpasHeHns (2)
YHOBIETBOPAET OMHOMY M3 COOTHOIMEHMI

L.ou~ p,0°
2.u~ct (c>0).

Ecmx 26 + n + 3 < 0, TO ypapHenwme (2) He MMEET KOJNEOQIIOMUXCS peleHuit.
Teopema 9. Ecit 0 + n 4- 1 = 0, To ypasueHue (2) He MMECT HONOXATENLHBIX PEIIeHMIA,

OM ON EMDEN—FOWLER’S EQUATION IN THE CASE n<1

Pavol Brunovsky

Summary

The asymptotic behaviour of the positive solutions of the differential equations

— —u"=0 1
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and d?u

dr’
is considered. Here # is an ,,0dd* rational number (i. e. n = p/g, where p, g are odd numbers),
O<n<l.

The case n > 1 is considered in more articles and books, e. g. {1].
Equations (1), (2) may be obtained from the equation

+1u" = 0. )

d du . s
— =)L = :
@)t =0 . @
in the case g == 1. Equations of the type (3) are so called Emden — 10§a~¢ chao,nm (see [1]).
Let 1 1
6+2 (6 +2)(c+n+1)7]t (c+2(c+n+1)]*1
o= Tn Y= ‘ s Ya=| — .

1 —-n)y? - (1 -n)?

The mozoimzm theorems are valid:
Theorem 1. Every positive solution of the equation (1) or (2) is regular.
Theorem 2. If o + 2 < 0, then every solution of the equation (1) satisfies one of the relations
L ou=y.”
2.u~ct (c>0).
h:~q+n

u.:"n+?+_Xq+wv [L+oD)] (c>0)

Theorem 3. If 6 + n + 1 > 0, then every positive solution of the equation (1) satisfics the relation

U~ %
Theorem 4. If 6 + n + 1 < 0 < o + 2, then every positive solution of the equation (1) satisfies
the relation :
u~ct (c>0).

Theorem 5. If ¢ -+ n 4 1 = 0, then every positive solution of the equation (1) satisfies the relation

u = iHen.

Theorem 6. If ¢ + 2 < 0, then every positive solution of the equation (2) satisfies one of the
relations

Lu~ct (c>0)." -

- +n_wmqp+ L +o] (>0,

Theorem 7. If o + 2 = 0, then every positive solution of the equation (2) satisfies the relation

2. u=c

u~ct (c>0).
Theorem 8. If ¢ + n + 1 < 0 < ¢ -+ 2, then every positive solution of the equation (2) satisfies
one of then relations ' )
1. u ~ y,1%.
2.u~ct (c>0). .
if 20 + n + 3 < 0, then the equation (2) has no oscillating solution.
Theorem 9. If ¢ 4- n 4+ 1 £ 0, then the equation (2) has no positive solution.
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