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POZNAMKA KU KONSTRUKCII MIERY

!
BELOSLAV RIECAN, Bratislava

Cielom tejto poznamky je ukazat spdsoby, ktorymi je mozné roz8irit mnoZinovy
funkciu, ktorej oborom su gule na mieru definovang na vietkych borelovskych
mnoZinich. Na riefenie tejto tlohy nie je mozné aplikovat zndmu metédu na rozsj-
renie miery z okruhu na g-okruh.

V tomto prispevku sa Studuju dve konStrukcie miery. Prvou kon$trukciou je
Caratheodoryho rozsirenie do vonkajSej miery. Od danej funkcie p, ktora Jje defino-
vand na guliach, iadame, aby bola neziporna, o-subaditivna a spiala podmienku
(P) (pozri def. 1). Podmienka (P) je silnejsia ako -aditivnost. Niektoré miery, ktoré
ju spliiaja, s ukdzané v lemme 1 (pozri tie¥ poznamky 1 a 2),

Hlavny yysledok tykajtici sa spominanej kon§trukcie Je sformulovany vo vete 1.
Opisanou metédou moZno rozsirit funkciu #, definovant na Tubovolnom systéme K
podmnoZin metrického priestoru X a mvmm&.moa na K patri¢né podmienky, na mieru
definovanii na vietkych borelovskych podmnoZinich Y. Ak vezmeme za K najmensi
okruh nad systémom vietkych polouzavretych intervalov v E,, podmienky, ktoré %ia-
dame od funkcie u vo vete 1, si ekvivalentné s podmienkami, ktoré obylajne vyza-
dujeme (nezipornost, o-aditivnost, u(@) = 0). Ako désledok Jje uvedens jedna veta
Mickle a Rado z price [2] (poznamka 4).*

Druhéd konStrukcia, ktoru uvidzame, spodiva v rozsireni danej funkcie najprv
cez suprémum na otvorené mnoZiny a potom v roziireni takto ziskanej funkcie
pomocou infima na vsetky podmnoZiny X. Presne je tato konstrukeia opisana
vdef. 6 avdef. 7, patri¢ny vysledok je sformulovany vo vete 3. Od p6vodnej funkcie
Ziadame okrem splnenia nutnych podmienok (nezipornost, o-aditivnost, u(@) = 0
tieZ splnenie podmienky (V) (pozri def. 4). Podmienku ) mvmmﬁ.m napriklad vietky
borelovské miery, pre ktoré plati Vitaliho veta (pozn. 5).

Aj tito kon3trukciu mo¥no pouiit na rozirenie funkcie na mieru nielen z gal,
ale aj z niektorych systémov otvorenych mnoZin, ktoré spliiaju poZiadavky stanovené
v def. 5.

V zévere &lanku je dokazany vzfah medzi oboma konstrukciami navzajom, ako
aj vzfah medzi nimi a hausdorffovskym rozsirenim (pozri def. 2). Vo vete 4 53 uvedené
podmienky postadujtice na to, aby vietky tri rozsirenia bolj zhodné.

Najprv uvedieme niektoré definicie. Nazvy a zakladné pojmy budeme pouivat

* Znenie vety je uvedené za definiciou 3.
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tak, ako st zavedené v _3.5@:5.. Trocha odligne ccmmam.ovmnmm.q.m&ﬁ,\somm a o-sub-
aditivnost. MnoZinova funkciu y definovani na systéme K podmnozin X budeme
nazyvat ¢-aditivnou na K, ak pre TubovoIné 4eK 2 [ubovoTInu postupnost mno¥in

A}, 40 4; = Gprei *jd; = A, A;eKprei = 12, - Platip(4) 2 Y w(4).
i=1
Podobne budeme hovorit, %e ‘u je o-subaditivna na K, ak pre Iubovolné 4 ek
O
a IubovoIni postupnost mnozZin {4;}2,, U 4, > A4, 4;eK, i=12, ... plati
@ ’ Ti=1

wAd) = Y u(d). Poznamenajme este, Ye kazda miera (vonkajgia miera) je o-aditivna

(o-subaditivna) aj v tomto chépani.
- V celom &lanku bude X znagit metricky priestor, o(x, y) metriku v X, (4, B) = inf
{o(x,y):xe 4, ¥ € B}. Otvorenou gulou v X budeme rozumiet kazdi mnpoZzinu tvary
{x:0(x, x5) < r}, kde x, je nejaky prvok z X a r je neziporné &slo. PodIa tejto defi-
nicie aj prazdna mnozina Je otvorenou gulou (r =0).
<o=w&.w€ mieru u definovand na systéme vetkych podmno¥in X nazveme Ca-
ratheodoryho vonkajsou mierou, ak plat{ implikaciag(4, B) > 0 = MAU B) = y(4) +
+ u(B). Ak je u Caratheodoryho vonkajsia miera, potom vietky borelovské mnoZiny

Budeme hovorit, 7e systém K podmnoZin X pokryva mnoZinu 4 « X'y zmysle
Vitaliho, ak k Iubovolnému bodu x e 4 a k Tubovolnému Cislu & > 0 existuje mno-
Zina CeK tak, e xe C a diam C < g **

Dalej nech K je Tubovolny systém podmnozin X, UK, u redlna neziporns
funkcia na K, #(?) = 0. Pre 4 = X kladieme

@

A;2A4, 4,eK, i=12,...
1

) = inf {3 u(4,) :
i=1 i=
Lahko zistime, Ze #* je vonkajsia miera. Okrem toho ak U je a-subaditivna, vo:,:d
#¥K) = u(K) pre Ke K. v :
Okrem uvedenej voskajSe] miery z4sadny vyznam pre nale tvahy bude maf
podmienka definovang v nasledujticej definicii,

Definicia 1. Nech K Jje neprdzdny systém podmnosin X. Hovorime, %e mnoZinovd
Junkcia p definovand ng K splia podmienku (P), ak k fubovolnym ¢islam ¢ >0any>0
a k Iubovolnému K e K, takému, fe u(K) < oo existuje postupnost mno¥in {K;}2

i=1»

UK oK KeK, diamK; < pre i = ,2...a
i=1

.MH:QQ < u(K) + .

* Pozri napr. {41, 52.
** diam C = sup ¢(x, y) : (x, y).
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Ak je p o-subaditivna, md¥me sformulovaf podmienku (P) takto: Pre kaZdé

KeK, také 7e u(K) < oo a kazdé n > 0 plati

wKy)=inf{} w(K): U K, > K, KieK, diamK,<n, i=12, b
i=1 i=1

Poznédmka 1. Nech X je eukleidovsky priestor, u Lebesguova BWHP K mzwﬂ‘ma
uzavretych gl v X. Je znime, Ze p spiiia podmienku (P). Lahko sa dalej presved&ime
¥ . - = 5 . * -
o tom, Ze podmienku (P) spliiajii vietky miery, pre ktoré plati <§.~E~o veta* a Nwmm_w
dujica implikacia: p(A) = 0 = k Tubovolnému & > 0 existuje postupnost gul

8 8
{4372, taka, %e diam d,<egprei=12..., 4 nmm 4; a Ww:@u < &, Niektoré

i {naju odmienku (P) st spomenuté tieZ v lemme 1.
B_W.WNMVHMQMMMW .w\azoor je OARWH, n:ww@ao&ww priestor, K najmensi okruh nad Ewnn-
valmi tvaru <{ay, b;) x {a,, b,) x ... x <a,, b,), kde —c0 < a; < b, < on,vw. w"
= 1,2,...,n. Lahko nahliadneme, ¢ ka?d4 miera na _uonn_o\ﬁ_n%mw Ewoﬁnmov
splita podmienku (P) na K. Z nasledujtcej vety de@? Mo kaZda neziporna, o-sub-
aditivna funkcia na K spifiajica podmienku (P) je o-aditivna.

Veta 1. Nech K je neprdzdny systém podmnotin X, 0 € K. Nech W je nezdpornd,
o-subaditivna funkcia na K spliajica na K podmienku (P). Nech t.av. = 0. )

Potom p* indukuje na systéme B borelovskych podmnosin X istii mieru ( oznacme
Ju tym istym znakom p*); u*(K) = w(K) pre Ke K.

Dékaz. Rovnost u*(K) = u(K) pre Ke K Jje zrejma. K ddkazu vety ndm stadi
dokézat, 7e p* je Caratheodoryho vonkajsia miera.

Nech 4, B st lubovoIné podmnoZiny X, ¢(4, B) > 0. Ak m4 aspoil _.oanw Z mnoZin
A,” B nekonetnt mieru, plati u*(4 U B) = p*(4) + u*(B). wnomwoiwam_sn SSN“
Ze u*(4 U B) < 0. Podla definicie u*, k Tubovolnému & > 0 existuje postupnost

@« N .
mnotin {K}Z,, U K;> AU B, KK pre i = 1,2,... tak, Ze plati
i=1

WAUE) +e> ¥ u(K), )

Ke kaZdej mnoZine K; € K existuje podla podmienky (P) postupnest mnoZin (K7},

U K < K,, diam K* < 27'0(4, B) pre n = 1,2, ... tak, %
i=1

Y, MKD) < W(K) + 27" @
n=1
Z (1) a (2) vyplyva o
| p(AUB) +e> Y uK)z PHPLCHEE 3
i=1 i=1 nz
* Pozri napr. [3], 211.
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OszWBo znakom a mnoziny tych dvojic (i, n), pre ktoré K} N A4 + ¢, znakom B
mnoZinu .Qo_u dvojic (i, n), pre ktoré e KlanB 0. Pretoze diam Ki < NLQE B)
U a,-f disjunktng, Ukis 4 UK'sp 7 poslednych vztahov g » (3) vyplyva

(i,n) ea (i,n)ep
” o] @
HAUB) +2> 5 ¥ (kD ez
i=1n=1
F G KD+ Y KD ez
i, n)ea ?..Emu

Z p¥A) + p¥(B) — &,

teda u¥*(4 U Byz p¥4) + #*(B). Pretoge opadna nerovnost plati vidy, je dékay
vety skondeny,

]

H,[n, K](4) EJ.MWEQQ ‘UK, > 4, diam Ki<e Kek),
. i= i=1

Hlu, K)(4) = sup {H.[u, Ki(4) : ¢ > 0.

Tento vysledok ni4s upozoriiuje na mo¥nosf pouZitia hausdorfovského rozsirenja
(definovaného v def. 2) na rieSenie daného problému. Skutodne, Malou modifikiciou
dékazu Mickle a Rado dostaneme toto tvrdenie: :

Veta 2. Nech K je Systém uzavretych 8l v X. Nech p Je nezdpornd, ¢-aditivng
o-subaditivna funkciq spliajica sr Ppodmienku na systéme K. Nech (@) = 0. v

Potom Hily, K] je vonkajsia miera, ktord indukuje nq borelovskych mnoZindch
mieru, ktord je rozsirenim Htj wK)= Hpu, KI(X) pre vsetky K e K.

* Znakom K znadime mnoZinu {x, g(x, Xg) < 5r}.
** 7 5r podmienky vyplyva, Ze u je kone&na na guliach, teda o-konetni (X je separabilny).
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Ako viak ukaZeme v dalich lemmach, st vety 2 a uvedeny vysledok z préce [2]
ddsledkom vety 1.

Lemma 1. Nech K Jje systém uzavretych gl v X. Nech u je nezdpornd, -adit ivna
Junkcia na K spligjica Sr podmienku na systéme K. Nech (@) = 0. Potom p sphia
podmienku (P). .

Dokaz. Nech ¢, 5 st Iubovolné kladné ¢&isla. K Tubovolnému Ke K, K=
= {x 1 0(x, xo) < r} oznatme znakom K mnozinu {x :o(x, xo) < 5r}. Vezmime
teraz K pevné a konstanty k(K), K(K) z 5r podmienky. Oznagme znakom K, systém
vietkych L e K takych, Ze

1

diam L < 5 diamL < k(K), L < K.

Systém K; pokryva mno¥inu K vzmysle Vitaliho, sup diam L < oo, Podla jednej
LeK;

vety A. P. Morsa ([3] veta 3.10) existuje disjunktna postupnost mnoZin {K}2,,
KieK,i=12,.. tak, %

NHCN..CCNN_..
mu_

i=n+1

pre kazdé n. Potom plati

HIuKI(K)S ¥ (k) + Y u(k)s @

i=n+1

S Y WK +KK) 5 (uk),

t=n+1

. o o« i
PretoZe p je o-aditivna, plati > mK) < w(K), teda lim 2 wK)=0. Zo (4)
i=1

i=n+1

vyplyva
H,[u, K](K) < M HK;) < (k) ©))

a odtial bezprostredne ¥iadané tvrdenie.

Lemma 2. Nech K je systém podmnozin X, § € K. Nech i je nezdpornd, mnoZinovd
Junkcia, y() = 0. Nech u spliia na K podmienku (P).

Potom p*(4) = Hlu, KX(A) pre ubovolni mnoZinu A < X.

Dékaz. Pisme H = Hlp, K). Z definicie u* a H vyplyva, Ze plati u*(4) < H(4)
pre kaidé 4 c X. Ak #*(4) = oo rovnost u¥(A4) = H(A) je zrejma. Predpokladajme,
Ze u*(4) < 0. Z definicie U* vyplyva, Ze k Tubovolnému ¢ > 0 existuje postupnost

° «w
mnoZin {K;}2,, K;eK, i = L2,..., UK, > 4 tak, ze

i=1
K + o> 3 u(K), ©
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Podla podmienky (P) existujti k TubovoInému 1 > 0 a k mnoZinim K; postupnostj

mnoZin {K7}2 | tak, ¥e UKok, K'eKk. diam K<y pre n = 1,2,....

n=1

) MW HED) < WK) + 277 ™

Vezmime teraz {Kim=1- Plati | K> 4, diam K% <y, i n = L2, teda
. iin=1

..W,_ ..M_ MKP) Z H,(4) = H,[, K](A). ®

Zo vztahov (6), (7) a (8) vyplyva nerovnost

A + ¢ > H(A) — ¢,

pre Tubovolné ¢ > 0. Odtial up bezprostredne vyplyva nerovnost #¥(4) = H(4),
&im je veta dokézani.

Poznimka 3. Vo vete 2 nie je nutné obmedzit sa na systém uzavretych gul,
Veta 2 plati aj vtedy, ak za K vezmeme fubovoIny systém uzavretych mnoZin po-
kryvajici X v zmysle Vitaliho. Iba v definicii 3 a v dokaze lemmy 1 treba interpretovat
mnoZinu K v zmysle [3] definicie 2.7. ,

Poznimka 4. Z vety 1 vyplyva uvedena veta E. J. Mickle a T. Rado.

Dédkaz. Z predpokladov Spominanej vety vyplyvaju predpoklady vety [ (K je
systém uzavretych gal). Odtial podla lemmy 2 plati Hlu, K}(K)= w*K) = w(K),
pre KeK. Okrem toho H(y, KI(4) = u (4) pre vietky 4 < X. Pretoye Hiy, 5
a p s o-koneéné Caratheodoryho vonkajsie miery, zhodujt sa na guliach a X je
separabilny, plati H[u, K] (B) = w(B) pre vietky B borelovské. Nech 4 Jje teraz
TubovoIni mnoZina. Vezmime B borelovskii tak, aby B > 4, w(B) = u(A). Potom
Hlu, K] (4) 2 u(4) =MB) = Hiy, K] (B) 2 Hlu, K] (4).

Pristtipme teraz k opisu inej konstrukcie, vhodnej pre rieSenie danej tlohy. Za
tym G¢elom uvedieme najprv niektoré definicie.

Definicia 4. Nech K Je systém podmnosin X, ktory pokryva X v zmysle Vitaliho.
Budeme hovorit, e mnoginovg Junkcia p splia na K podmienku (V), ak k fubovolnému
Ke K, k lubovolnémy systému L < K podmnozin K, ktory pokryva mnosinu K v zmysle
Vitaliho ‘a k Iubovolnému &isly & > 0 existuje postupnost mnosin {L}2,, LeL,
= L2, .., LinL, = Bprei+ja

NM ML) > u(K) — e.*

* Specidlne je teda # konedna na K.
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Poznamka 5. Nech K je systém gil, v X, u borelovska miera, pre Ktora plati

Vitaliho veta. Potom u spitia na K podmienku (V). ~
Dékaz. Nech K je Iubovolna gula, L systém podmoZin K, ktory pokryva K

v zmysle Vitaliho, L < K. PodIa Vitaliho vety existuje vcmgvbomm mnoZin {L}72,,

LinL;=0pre i+j, LieL pre i = 1,2,... tak % j70.4 Immhph..v = 0. Odtial

vyplyva
3 uL) WU L) = u(K) > k) — o

Lemma 3. Nech K je systém uzavretych gil v X. Nech U je nezdpornd, o-aditivna,
o-subaditivna mno%inovd funkcia na K, w(@) = 0. Nech y na K splia 5r podmienku.

Potom u spliia na K podmienku (V).

Dékaz. Vezmime mnoZinu Ke K pevne a vyberme postupnost mnoZin Tﬂ.wm_
tak, ako v dokaze lemmy 1. Potom KinK; =@ pre i + j, KieK, K; = K, pre
i=12,... Z (5 a zo o-subaditivnosti u vyplyva

WE)SHDLKIK)S 3 uK)< 3 uk) + o

Definicia 5. V dalsom budeme predpokladat, %e K je systém otvorenych podmnosin
v X, ktory obsahuje prizdnu mnosinu a pokryva X v zmysle Vitaliho.

Definicia 6. Nech u je funkcia definovand na K (systém K md tu aj _e.,ma&.m v &,&mci
viastnosti pofadované definiciou 5). Pre fubovolmi otvoreni mnofinu U & X kladieme

RSH@@%M tAN..V“NMJNg.H& pre i =+ j, .Nan. N..mkw.
i=1

V nasledujicej lemme doka¥eme niektoré vlastnosti funkcie A.

Lemma 4. Nech y je mnoZinovd Junkcia definovand na K, nezdpornd, o-aditivna,
w(@) = 0. Nech u sphia na K podmienku (V) (to znamend okrem iného, %e u je konecnd

na K). . : .
Potom je L nezdpornd, monoténna, o-aditivna, o-subaditivna mnoinovd Junkcia,

definovand na systém vSetkych otvorenjch mnozin v X. Pre kasdy Ue K Je w(U) =
= A0).

Dékaz. Pretoze e K je AU) 2 0. Z toho istého dévodu a zo s-aditivnosti u
vyplyva w(U) = A(U) pre U e K. Funkcia A Jje okrem toho zrejme monoténna:

Nech {U31 je postupnost otvorenych mnoZin. DokéaZeme, e A( C_ U) £
k=
= Y AU. Predpokladajme najprv, e AU U) < 0. Podla definicie 4 existuje
=1 2 k=1 i
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postupnost mnozin {42, AinA; =0 pre [+ A;eK, 4, c Q U, i=
5 k=1
= 1,2, ... tak, Ze

AU O =< T uay. ©

i=1

Uvazujme Fubovolng 4;. Vezmime x €4d;. Ak xe U,, existuje mnoZina Ux)eK,
x € Uy(x) tak, Ze Uy(x) = U, N 4,. Oznaéme znakom Ui(x) systém vietkych K e K
takych, 7e xe K < U.(x). v ,
PoloZme
Li=U Uuw. (10)
k=1xe4;
wnmﬂwﬂ L;je m.%m&E podmnozZin 4,, ktory pokryva mnoziny A4; v zmysle Vitaliho
a u spliia podmienky (V), existuje postupnost mnoZin {I7}% v Liel,, L)< 4,
=12 DAL=y pre m + n tak, Je

2 ML) > p(A) — 277, (11
n=1

Oznaéme znakom o = {n 'Li < Ui} Pretoze |J of {1.2,...}, plati
k=1

DCES N )

k=1 neak;

Z nerovnosti (9) a¥ (12) vyplyva

e s 3 i)+ (13)
a odtial o ) | |
(G2 5w o

Ak X C_ Ud = o0, potom k TubovoInému dislu N existuje postupnost {432,
= «© Ji=1»
A0 d; =0prei+j 4, YU, d,eK pre i= 1,2, ... tak, %e
i=1

i=

N< ¥ u). ©)
Zvolme opif systém L; podIa (10), postupnost {L,}?, ako v predchidzajicom
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pripade. Potom plati tie? (11) a (12) («* ma ten isty vyznam o predtym). Keby
© ;
Y AU < oo, vyplyvalo by z (9'), (11) a (12)

i=1

AR 13)
k=1

pre kazdé W, So je v spore s predpokladom. Preto Y. XU,) = oo, &Ze nerovnost (14)
. ] i=1
plati aj v tom pripade, %e MU U = .
i=1
Zostiva nam elte dokazaf o-aditivnost 4. Nech U, ¥ st Tubovolné disjunktné

otvorené mnoZiny. Vezmime postupnosti mnoZin z K{U}Z,, resp. {V;}®, tak, Ze
UinU; =V,n Vi=@prei4j U, c U, Vic Vprei=1,2,...

O)=e< 3 Wu). 4 - o< 5 ur).
Odtial
KO+ AV) =26 < T WU)+ F wW) S KU UY)

teda A(U) + A(V) < WU u ).
Indukciou dokaZeme, %e A je koneéne aditivna. Nech konecne {U,}2 | je lubovoIna
disjunktnd postupnost otvorenych mnoZin. Z kone&nej aditivnosti a monoténnosti A

vyplyva
»mm‘__ U)z :.._m_ U)z WM_ AUy

pre kazdé n. Teda (Y U) = Y AMU) a dokaz je ukondeny.
: i=1 i=1

Definicia 7. Nech u je mnoZinovi Junkcia definovand na K, ) rozsirenie i na vietky
otvorené mnoZiny definované v definicii 6. Nech A <X je Iubovolnd mno¥ina, Potom
kladieme

u(A) = inf MU):4cU U otvorend}.

Lahko moZno dokizat nasledujicu lemmu opisujicu niektoré viastnosti m

Lemma 5. Nech p je mnoZinovd Junkcia definovand na K, spliujiica predpoklady
lemmy 4. Potom mno%inovd funkcia U definovand v definicii 7 je vonkajsia miera defino-
vand na vietkych podmnoZindch X. Pre Iubovolnii otvoreni mnoZinu U < X je y(U) =
= MU).

Veta 3. Nech u je mnozinovd Sfunkcia definovand na K (K sphia predpoklady definicie
5). Nech y je na K nezdpornd, o-aditivna, u(¥) = 0 a nech sphia na K podmienku ).

Potom vonkajsia miera p (definovand v definicii 7) indukuje na borelovskych mnoZi-
ndch X borelovsku reguldrnu mieru {oznaéme ju tym istpm znakom ) NQO = w(K)
pre Ke K,
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ZinaWo AURB tak, 7e

HAUB) +¢> AW)2 (U Wyn (Vo w)) =
=AUNWY+ WV W) 2 Wa) + K(B).

Nasledujiica veta nam diva &astoénu o&uoswa.. na otazku, ako stvisia rdzne
roziirenia definované v tomto ¢lanku.

Veta 4, Nech K Je systém otvorenych 8ul'v X. Nech X je separabilng metricky priestor.
Nech u je nezdpornd, o-aditivna, o-subaditivna mnoZinovd funkcia definovand na K;
takd, e u(fl) = 0. Nech u splia na K podmienky (P) q ).

Potom pre Iubovolni mnoZiny A < X plati .

H¥(4) = Hlu, K] (4) = p(4).

Dékaz. V lemme 2 bolo dokézané, e pri danych predpokladoch plati u*(4) =

= Hlu, K] (4) pre Tubovolnt mnoZinu 4 < X. Uka¥eme teraz, Ze u*(A) = p(A4).

Pretoze p* a » indukuji miery na borelovskych mnoZinach, ktoré se zhoduju

na guliach, a X je separabilny, plati rovnost 1¥(B) = MEV pre B borelovské, Specialne

teda pre B otvorené. Nech 4 < X je Tubovolnid mnoZina, Podla definicie 1¥A4) =
]

=inf {3 48): UB, >4, Bk}, Al > By = 5 wBy 2 i U By =
i=1 i= i=1 i=1 i=1

-_— llh — — — =
2 u(A), teda 1*(A4) 2 p(4). Ak wA) = % plati rovnost 1*(4) = u(A). Predpo-
kladajme, Ze M(A4) < 0. Podla definicie # existuje U otvorend tak, 76 U> 4 a

MA) + & > V) = j(U) = #*U) 2 pu¥(4)

pre kaidé & > 0, teda w4 = 1*(4). Opa&nti nerovnost sme dokéazali o niekolko
riadkov vysie, o
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BAMETKA K KOHCTPYKL UM MEPBI

Benocnas Pueyan
Beisons:

Ilycrs K knace noaMuoxecrs HEKOTOPOro NPOCTPAHCTBA X M i elicTBUTeIbHAS MHOXECTBEHHAS
dysxuus ma K. Mor 6ynem rosoputs, ¥TO M CYETHO-aAnMTUBHAA Ha K, ecu s mo6oit nocieno-
BaTEIBHOCTH MHOXECTB Q«Q.ﬂﬂ? K; 33 =@ nna i +inK;eKanmai= 1,2,... 7 s moboro

o]
K & K raxoro, uro K;cK,i=1,2,... Bemonnsercs HepapeHcTBo u(K) W.M—E@.
. =
Mer 6ynem rosopurs, yro # CHETHO MONYANUTHBHAS, €CIM Iy Jo6ol NOCeNOBATEIBHOCTH
L]
{K}>1 ™Muoxects w3 K u moboso K€K Takoro, wro K= U K;, BLIIONHSAETCS HEPaBEHCTBO
1

i=

WK) < T (k).
i=1

Ilycre teneps X ssnsercs METPAYECKUM IPOCTPAHCTBOM. MBI CKaXeM 4TO # BbIDOJIHAET YCIIOBHE
(P) Ha K ecm ans mesxoro K € K Takoro, yro u(K)< 00 u BCskoro TONOXATENBHOTO YHCHAE Cy-

w0

IECTBYET MOCNEAOBATENLHOCTD MHOMNECTB {K}i=1 Takas, uro U K;oK, diam K; <¢ K; €k,
i=1

i=1,2,...u

3 HK) < () + 5

Iycts K sminsercs TIOKPBITHEM NIDOCTPaHCTBA X B cMBIC/Ie Burams. Mag CKaXeM, 9TO 4 BbI~
nomusier ycnosne (V) na K, ecnu cupasemiuso crenyromee: Iycts K mo6oe MuOecTBO npUHanIe-
xamee K, ¢ > 0 moboe wucno u L K KaKOH-HUOYAb K1aCC NOOMHOXECTB MHOXECTBA K OKPBI-~
Batonwit K B cMeicne Batamu, Torna cymectByeT mocnemosaTembHOCTS MHOKecTB {K;}L; Taxag,
.Eown..mrn.e:.urn...;N_.DNs.HQHSmmuW\.N

3 HK) > u(K) .

B Hacrosmeit 3amerxe CTPOATCH Meprl Ha GOpeneBCKEX MHOMXECTBaX ABISIOOIAECH TPOJOIIKE-
HHEM KaKOW-HMOYNb MHOXeCTBEHHON byHxuME 3anaHEOM Ha Xmacce Boex chep B X. Dt Mepst
OLMCAHEI B CHECAYIOMUX TEOpeMax.

Teopema 1. Mycrs K xmace HOAMHOMKECTB METPHYECKOIO HPOCTPAHCTBA X CONepkammi nycroe
MHOXeCTBO (J u noxbrﬁumaﬁwa X B cmpicne Butama. Ilycrs p HCOTPHIIATENBHASA, CYETHO-HOMyY -
AETHBHAS, MHOXCCTBCHHAN (DYHKIMS, BBUIOMHAIOMAS yciorze (P) ma K. TTyers u(@) = 0.

Jnsa mo6oro MuoxecTBa A X HONOXHM

K (4)=inf{Y yd): A< UA, 4eK, i=1, Dy e
i=1 i=1

Torna u* ssnsercs sremmeit Mepoii, BCe GOpeNeBCKHE MHOKECTBA #*-u3MepEMEIe it 1*(K) = Mw(K)
s Beex K e K.

Teopema 3. ITycts K HEXKOTOpBII KITACC OTKPBITHX HONMHOXKECTB METPHHECKOrO MPOCTPAHCTBa X,
COICpHRAIOMKH NYCTOS MHOKECTBO ¥ TOKPHIBAXOLI X B CMbice Butarm. Ilycrs p meiicreuTens-
HaA, CYCTHO-aUIMTHBHAS, HEOTPHIATEILHAS MAOKECTBEHHAS DYHKIS BHUTONHArOmAS Ha K yciioBue
). Dyers  w(@) = 0.
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Mbet onpesenum nng U orxpritoro
0
AU) = sup Aan.:Q@“N..D K; =0, Kiek, Kk < U,i=1,2.}

M 7S OpoM3BOTEHOrO A cX

Hansme mey TPHBOZMM HekoTOpEIE CICACTBYSA TeopeMs! 1, a uvero Teopemy 2 u ogHy Teopemy
3. !1. Muxms u T. Pano (cm. 2], 15). B Teopeme 2 ucnonp3osano A1 KOHCTPYKIM Meper pacom-
perue Xaycnopga S* (em. 2], 14) Muoxecrsermoly byEKImY 4, Haxonern mar HpABOAMM HEKOTOpEHIE
HAOCTaTOMHbIE YCIOBMS M cornmacopamms bynkoumin u*, 8*, i (remma 2, Teopema 4),

A NOTE ON THE CONSTRUCTION OF MEASURE
Beloslav Rietan
Summary

Let K be a non empty family of sets in Some space X. Let u be a real-valued set-function on K.
. .. - . &2

We shall say that # 1s g-aditive on K if the Inequality 3} MEK) = u K) holds for any sequence
i=1

{K}iey of vmwi.mn disjoint sets in K and any set K € K such that K, < K for j = 1,2, ... We shall

. n.\. . - . 2
say that u is o-subaditive on K if the inequality 3} #(Ky) = u(K) holds for any sequence {K;}{%
i=t .

@
of sets in K and any K & K sych that U k; > g
: i=1
Let X be a metric space now. We shall say that M satisfies the (P) condition on K, if for every
number ¢ > 0 and every set K € K such that MK) < 00 there exists a sequence {K}%1 of sets in K

e} [-+]
such that mCHN.. S K, diamK; < ¢ for j = 12,...and 3 MEK) < w(K) + e,
= i=1

Fi :.HEQ.Boa _o.ﬁ K covers FsBace x in the Vitali sens. We shall say that 4 satisfies the (V) condition
on K if the following proposition r..oEm_ Let X be any set in K. 4 be any positive number and L« K

. . . A. - .
asequence {K;}{L 1 of pairwise disjoint sets such that X; € Lfori — 1,2,...and X K > u(K)—e,
i=1

In this paper some measures on the family of Borel sets are constructed by extension set functions
mam:om for all the open spheres in any metric space. Constructions of these Measures are writen in the
following theorems, :

Theorem 1. Let K be a family of sets in a metric space X, which inculds the empty set 0. Let x be

2 non-negative, o-subaditive set-function which satisfies the (P) condition on K, Let #O0) = 0. For
any 4 < X we define

® - i b ’
u A\CHE:M.:TAVHAH U4, 4,eK, i= 1,2,..}.
=1 i=1
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Then u* is an outer measure for which all the Borel sets are u* - measurable and HMK) = p¥(K)
for KeK.

Theorem 3. Let K be a family of some open sets in a metric space X which inculds 0 and covers X
in the Vitali sens. Let # be real valued, non-negative, o-aditive set-function on K which satisfies
the (V) condition on K. Let 1(0) = 0. We define for any U open

»AQvaEum.MIU%AN..VUNMDN\.Ho, KieK, Kic U, i= L2,

Further, for any set 4 = x we define
#(A4) = inf {AU):4<U, U open}.

Then i is an outer measure such that all the Borel sets are f-measurable and #WK) = u(K) for KeK.

Some coroliaries of the theorem 1 are given. A theorem of E. J. Mickle and T. Rado (see [2], 15)
and the theorem 2 of this paper are shown to be such corrollaries. In the theorem 2 the Hausdorff
extension S* (see [2], 14) of a set-function #on K is used for a construction of measure (K is the family
of all the open spheres in X). Finally some sufficient conditions are given for equality of set-functions
u*, S u (lemma 2, theorem 4),

59




