MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV, 11, 4, 1961

POZNAMKA O F-TRIEDACH
V KOMUTATIVNYCH HAUSDORFFOVYCH
BIKOMPAKTNYCH POCLOGRUPACH

IMRICH FABRICI, Bratistava

Ako je zndme z prace [1], kaZzda Hausdorffovu bikompaktni pologrupu S moZno
pisat ako disjunktny sucet K-tried. Rovnako je zname z prace [3], Ze kazda polo-
grupu moZno napisat ako disjunktny stget F-tried. Cielom tejto poznimky je vy-
skimat vzijomny vzfah K-tried a F-tried komutativnej Hausdorffovej bikompaktnej
pologrupy, najmé so zretelom na opericiu uzaveru.

Aby sme sa v priebehu uvah nemuseli zvia§t odvolavaf, uvedieme niektoré po-
znatky z prac [1], {2], [3], ktoré v daliom pouZijeme.

Nutna a postaujica podmienka na to, aby dva prvky x, y komutativnej polo-
grupy S patrili do tej istej F-triedy je, Ze bud x = y, alebo existuju také a, b € S,
Ze x = ay, y = bx. V komutativnej pologrupe kaZd4 maximélna grupa G, patriaca
k idempotentu e, je F-triedou a kaZda F-trieda obsahujica idempotent je maximalnou
grupou. Ak § je Hausdorffova bikompaktna pologrupa, budeme hovorit; Z¢ prvok
ae S patri k idempotentu e,, ak e, je jedinym idempotentom pologrupy A=
= {a, d%, d°, ...}.* Kazdy prvok a € § patri k jednému a len jednému idempotentu.
Znakom K, budeme oznadovat mnoZinu vietkych prvkov patriacich k idempotentu e, .
Plati S = U K,. MnoZiny K, st disjunktné a kaZda z nich obsahuje ako podmnoZinu
istt maximalnu grupu-G,, ktora je uzavretd a ktord mi e, za jednotkovy prvok.
Ak ae K,, potom A = {a, a% a°, ...} = K,. Ak S je komutativna Hausdorffova
bikompaktna vo_omacmm.,m ak a € S patri k idempotentu e, b € S patri k idempo-
tentu e,, potom ab patri k idempotentu e,e,. Z toho vyplyva, Ze K, je (v komuta-

tivnom pripade) pologrupou. Budeme ju volaf maximélnou co_omavloc Ppatriacou.

k idempotentu e,. K-triedy K, nemusia byt uzavreté. To znamen4, 7e K, mbdZe obsa-
hovat prvky patriace k inému idempotentu ne? e,. Ak X, nie je uzavreta, potom K,
obsahuje aspoii jeden idempotent #+ ¢,. Ak K,n K, + 0, potom ¢, ek,. Ak K, n
N Ky + 0, potom v komutativnom pripade pre maximalnu grupu G; plati G, =
c K, — K,. Ak x € S, tiplny systém okoli elementu x oznadime O(x).

* Pruh nad znakom mnoZiny zna&i uzaver.
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Definicia 1 (podla [3]). Nech S je komutativna pologrupa, nech x e S. Potom
mnoZinu I = {x}U Sx nazyvame hlavnym idedlom vytvorenym prvkom x.
Hlavny ideal vytvoreny prvkom x budeme oznadovaf (x).

Definicia 2 (podla [3]). MnoZinu vSetkych prokov x € S vytvdrajicich ten isty hlavny
idedl nazyvame F-triedou.

F-triedu obsahujicu prvok x budeme oznadovat F,. KaZdy prvok pologrupy S
patri do uréitej F-triedy. Pologrupa S sa da napisaf ako sudet (disjunktnych) F-tried.

Veta 1. KaZdd F-trieda komutativnej Hausdorffovej bikompaktnej pologrupy je
uzavretd.

Dokaz. UvaZujme Tubovolnd F-triedu F. Chceme ukézat, Ze F = F. Pretoe
F < F, stadi ukézat, Ze F je tiez F-triedou. To znamend, treba dokazaft, %e pre Tubo-
volné x, ye F, x % y existuju také a, b € S, Ze plati

x = ay, y = bx.

Nech to nie je pravda. Potom bud rovnica x = ay, alebo y = ax nema rieSenie
aes.

Nech rovnica x = ay nema riefenie a € §. Ku kaZdému prvku c € S, ked Ze S je
Hausdorffov priestor, na ziklade spojitosti opericie nisobenia vyplyva existencia
takych okoli O(x) € O(x), O{y) € O(y) a O(c) € O(c), Ze plati:

0.9 [0) . 0,0)] = 0.

Uvazujme systém {O(c)}, c€ S. Zrejme S = |J O(c). PretoZe S je bikompaktna,
ceS
existuje kone&ny systém O(c,), O(c,), ... O(c,), ktory pokryva S. Pre i =1, 2, ... n,
plati:
0. ()0 [0(c) . O, (] = 6.

Zrejme existuji okolia O(x) € O(x), O(y) e 0(y), Ze plati: O(x) =} O.(x) a
" : i=1
O(y) € N O.(»). Potom zrejme plati:
i=1
0(x)n [0(c) . O] = 0,
pre i = 1,2, ...n Kedze S = {J O(c;), na ziklade predchadzajicich vzfahov do-
i=1

stdvame:

0(x)n [S. 0W)] = 0.

UkéaZeme, Ze posledny vztah nemdZe byt splneny. PretoZe x € F,y e F, odtial vyplyva,
¥¢ v kaZdom okoli prvku x a prvku y existuje aspoil jeden prvok z F. Teda existuji
také ¢, n,7e £ € F,ne Fa & e O(x), n € O(p). A kedZe £, n patria do tej istej F-triedy F,
existuje ze S, Ze & = zn. Teda je £ € O(x), £€ 5. O(y). To je spor.
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Tym sme dokazali, e rovnica x = ay ma pre ka?dé x, y e F riefenie a € S. Po-
debne sa dokéaZe, Ze aj rovnica y = bx ma riefenie a € S pri danom x, y e F. Tym
Je veta dokazana.

Veta 2. Nech S je komutativna Hausdorffova bikompaktnd pologrupa. Potom kazdg
maximdlina pologrupa K,, patriaca k idempotentu e, je siiétom F-tried pologrupy S,

Dokaz. Sta& dokazat, Ze vietky prvky danej F-triedy patria k tomu istému
idempotentu.

UvaZujme IubovoInt F-triedu F pologrupy S. Nech x, ye F, x + y. Prvok x
nech patri k idempotentu e, , prvok y nech patri k idempotentu e,. Najou tlohou je
ukézaf, 7e e, = e,. Z predpokladu, 7e x, ye Fa x + y, vyplyva existencia takych
prvkov a, b e S, %e plati: .

X = ay, y = bx. (1)

Nech prvok a patri k idempotentu e, prvok b nech patri k idempotentu e} . Prvok ay
potom patri k idempotentu e}e,. Prvok bx patri k idempotentu eje, . Ale z rovnic )
vyplyva, Ze mus{ platit: :

e, = ele,, e, = ezey,

kdeel, e; € S. Vytvorme Se, = Seje, = S?e, < Se,. Ale Se; = Se; U {e,} < Se, =-
= {e,} U Se,. Dostali sme, e plati: :

(e2) = (ey). : @

Podobne dostaneme, Ze plati:
(e1) > (ey). 3

Zo vztahov (2), (3) dostaneme rovnost (e1) = (e;). To znamena, e e,, e, patria
do tej istej F-triedy F’, vieobecne rdznej od F. Ale podla poznimok v fivode musi
platif, 7e e, = e,. Cize prvky x, y € F patria k tomu istému idempotentu. Tym je
veta Uplne dokéazana.

Veta 3. Nech K, je lubovolnd K-trieda a F lubovolnd F-trieda komutativnej Haus-
dorffovej bikompakinej pologrupy S. Potom nastdva prdve jeden z nasledujiicich pripadov:

(4) Fe K,

(B) Fe K, — Xz

(C) Fc S~K,.

O@me.Mn:mm&«m n&.&mo_.nan:N:éam:%or c:wmao/ﬁ.nE&.SmN”oro.ma
mnoZiny K,, K, — K,, S—K, su disjunktné. DokaZeme, Ye nastiva aspoil jeden
z pripadov (A), (B), (C). Ak Fn K, # @, potom F = K, ako to vyplyva z vety 2.
Teda nastava pripad (A).

Nech Fn K, = (J. Ak dokonca Fn K, =0, potom Fc § — K,, tak¥e nastava
pripad (C).

Ostéva pripad FN K, = ¢, ale Fn K, + 0. DokéZeme, Ze vtedy nastiva pripad
(B), t. j. Fc K, — K,. Vzhladom na predpoklad Fn K, = 0 stadi dokazat, e
Fc K,.

284

Vezmime [ubovoiné x e F. DokaZeme, Ze x € K,. .
Kedze Fn K, + ), existuje nejaké y € Fn K,. Prvky x, y st z tej istej F-triedy F,
preto bud x = y, alebo x = ay pre nejaké ae S. V prvom pripade x = ye Fn
NnK,c K, t. j xeK, ¢o sme mali ukazat. . ,
Ak viak x = ay, zo spojitosti opericie nasobenia vyplyva, Ze <w TubovoInému
okoliu O(x) prvku x, existuji také okolia O(a), QC.o wﬂ,.\_mo< .S », .Nm O(a) . O(y) n
< O(x). Prvky x, y sa z tej istej F-triedy a preto aj z tej istej K-triedy, mnam R::.m
k tomu istému idempotentu, ktory oznalime e;. Eo:-voﬂmaw ku _Qox,ud: patria
vietky prvky K-triedy K, oznafme e,. anwowg.r ku wﬁREz patri prvok .w“
oznaéme e,. Z rovnosti x = ay vyplyva platnost rovnosti: e, H e,.ep. HAQMNM
yeK,, existuje ze O(y)n K,. Zo vztahu O(a)'. o) n ox) <<Ev;wm ‘mo"oB <w$
az € O(x). Ked%e y e K, , potom iey € K, apodla [1] plati: mn, = €50, Zistime, k akému
idempotentu patri prvok aze O(x). No prvok nn,wm:_ k aom:u&ow:c mgmacn
= e(ege,) = (e,ep) e, = ege, = e,. Teda aze K,. Tym sme mo_mmNmF Ze m Tubo-
volnom okoli O(x) prvku x existuje prvok z K,, Co znamend, Ze x € K,, ¢o bolo
azat.
:nMM_MMMMH na poznamky, ktoré sme uviedli v ivode, mohla by vzniknuf o.ﬁﬁwmv
& snad kazda F-trieda z K, — K, nie je maximalnou grupou. Na nasledujicom
jednoduchom priklade sa mdZeme presvedcit, Ze to z.w.w Em\un. o ,
Priklad. Nech S je mnoZira, ktorej prvky su dvojice redlnych &isiel A.S b) také,
760<ax1,0<b 1. Ked ju uvaZujeme ako mnoZinu bodov v rovine,. mmw S
je <bm:o a hranice §tvorca s vrcholmi: (0,0), (0,1), (1,0), QNC. Nech H,ovoﬂ.om_oc
je oby€ajna topoldgia v rovine. Potom S je Hausdorffov gwoawmwg,% v:m.mﬂo.ﬁ
Nasobenie v S definujeme takto: (aq, b,).(az, by) = ?:awv F(Fv. mewcoEa:_m
zrejme asociativne a komutativne, nevyjdeme s nim z =<oa2..mwo m?oaw a je spojité
v danej topolégii. Teda S je komutativna Hausdorffova bikompaktna Uo_o‘mam@m.
S méa 4 idempotenty: e; = (0,0), e, = 0,1), e; = (1,0), e, = (1,1). Maximalne
pologrupy, patriace k jednotlivym idempotentom su:

K ={@ab:05a<1,05h<1},
K,={@b:0<a<1,b=1}
Ky={@b):a=1,0sb<1},
K, = {@,D}

Maximalne grupy patriace k jednotlivym idempotentom si: Gy = ,Ew,od,
G, = {O,1)}, G5 = {(1,0)}, G, = {(1,1)}. Ako Tahko sa mbZeme presvedtit, vietky
2 - 2 s L ? )
F-triedy st jednobodové mnoZiny. . ;
K W\ K,V G4, K3 = K3U Gy. V obidvoch pripadoch pribudne uzdverom len
N - i r r
maximalna grupa a teda jedna F-trieda. Ale ked urobime cNm<om. WH = W_ v NNI
v KU K, = S, tu pribudnt i dal§ie F-triedy, ktoré nie st maximalnymi grupami.
3 4 = s ; ) -
Nakoniec urobime poznimku o vzdjomnom vztahu w.ﬂ.:wa N. K, w,h.ﬁ:nﬁmma
z K, — K, vzhladom na &iasto&né usporiadanie medzi F-triedami, ktoré v dalsom
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zavedieme. Nech ¢ znameni mnoZinu vietkych K-tried komutativnej Hausdorffovej
bikompaktnej pologrupy §. V tejto mnoZine zavedieme &iastotné usporiadanie <
tymto spésobom: Budeme hovorit, Ze K, < Kj, plati vtedy a len vtedy, ak e,e; = ¢,.

Dalej nech % znamena mnoZinu vietkych F-tried tej istej pologrupy S. V tejto
mnoZine zavedieme &iasto&né usporiadanie tymto spdsobom: Budeme hovorit, Ze
F, < F, plati vtedy a len vtedy, ak (x) < ().

Budeme potrebovat nasledujicu lemmu.

Lemma 1. Nech F_, F,eZ, K, Kye A, nech F.c K,, F,c Ky anech K, < K,
a K, + K. Potom bud F, < F,, alebo F,, F, si neporovnatelné.

Dékaz. Budeme dokazovat nepriamo. Predpokladajme, 7e je F y<F,aF, +F,
t.j. () = (x) a () + (x). Potom existuje element a € S taky, e y = ax. Ak 4 patri
k idempotentu e, mame ¢; = ee,, t. j. epe, = ee; = ee, = 5, L. j. ege, = €5 Podla
predpokladu je ale K, < Kytedaeep = ¢,. Teda je g, = g, o je spor s predpokla-
dom.

Veta 4. Nech K, je nejakd K-trieda komutativnej mﬂw:q&c%@em\. bikompaktnej polo-
grupy, ktord nie je uzavretd. Nech F.,c K, a F,c K, — K,. Potom bud F, < Fy,
alebo F, F, si neporovnatelné.

Dékaz. Kazd4 F-trieda z K, — K, patri do nejakej K-triedy. Teda i F-trieda F
patri do nejakej K-triedy K, e . A podla tivodnych pozndmok vieme, e pre idem-
potent e, plati: e, = e,. To pravda znamena, K, < K,. Tym st splnené predpo-
klady lemmy 1 a tvrdenie vety je uz zrejmé. :
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SAMETKA O F-KJIACCAX B KOMMYTATHUBHBIX
XAYCOOP®POBRIX BUKOMIIAKTH BIX INIONVIPYIIMAX

Hmpux ®abpuuu

Pe3ome

Myers § — kommyraTuBHAs xaycnopjopa GukomnakTHas nonyrpynna. Bysem rosoputs, wto
3NEMEHT X € S OPHHALIEKHT K HIOCMITOTCHTY €4, €CIIH €, ABIACTCA C€OHHCTBEHHBIM MACMIIOTEHTOM

nojtyrpynnst {x, x2, . .} (uepra o3nauaer 3aMbIkaHue). MHOXECTBO BCEX NIEMEHTOB, NPUHALLIE-
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HALIMX K MACMNOTEHTY €,, HA30BeM K-KI1acCoM U 0603Ha41M vepes K. Tycts S — koMMyTaTHBHAS
noayrpyrmna. Ilycts x e S. Muoxectso (x) = ?&. U Sx HA3bIBAEM IIaBHbIM HOeA[OM, MOPOXKACH -~
HBIM 3JIEMEHTOM X. MHOXECTBO BCEX MEMEHTOB X € S, NOPOXHAIOUINX OMMH M TOT e TAaBHbI it
Hacal, Ha3oBeM F-Knaccom. Feknace, comepxaummii SNIEMEHT x, 0bo3Hauum yepes Fx. B pabote
PACCMATPHBAIOTCH B3aMMOOTHOUIeHUst K-KAacCoB u F-xnaccos, [Tokassisarores ciaenyolme Teo-
PEMBI:

1. Kaxapiii F-knacc KOMMYTaTHBHOH XaycaopdoBoii OuKoMOmaKkTHoR NOJIYTPYMIIBL 3aMKHYT.

2. Ecriin S — KOMMYyTaTHUBHas Xaycnop¢oBa GHKOMNAKTHAS nonyrpynma, To scsaxmit K-kinace K,,
MPHHAANEHAIMINA K MIEMOOTEHTY e,, ABASETCS obvenvHeHHeM Fknaccos NOAYTPYIIBL S,

3. Eom K, — IpOU3BOJILHLI K-knacc v ecom F — TPOH3BONBHBIA F-KITACC KOMMYTATUBHOIH
xaycnopdosoi 61KOMNAKTHO! onyrpynmE! S, TO BPOMCXONMT ONMH ¥ TONBKO OJIMH U3 CHEIAYIOLIMX
cnyyaes; A. FcK,, B. FcK,—K,, C. F=S—K,.

4. Tlyete A" — MHOXecTBO Beex K-xmaccoB xoMmyTaTusmoi XaycROpPoBoil GHKOMIAKTHOR
nonyrpynnset. Iycts & o3uavaet MHO)ecTBO BCeX F-KNaccoB ToH xe nonyrpynmnst S. Iycrs F,,
ﬁum%‘u - Byaem rosopurs, uto F, < F, BBINONHSETCH, eciu (x)y=(y).

Ecu Kye ', Fy, F,e F v ecnn Fre Ku Fy < K,— K, o mbo F, < Fy, mibo F,, F,
HECPABHHUMbI.

A NOTE ON F-CLASSES IN COMMUTATIVE
HAUSDORFF BICOMPACT SEMIGROUPS

' Imrich Fabrici

Summary

Let S be commutative Hausdorff bicompact semigroup. We say that the element x ¢ S belongs

to the idempotent e,, if e, is the only idempotent of semigroup {x, x2, x3, ... }(the line means the
closure). The set of all elements belonging to the idempotent ¢, will be called K-class and denoted
by K,. Let S be commutative semigroup and x € S. The set (x) = {x} U Sx is called a principal
ideal generated by an element x. The set of all elements x S, generating the same principal ideal
is called an F-class. The F-class containing an element x is denoted F,. In the paper the mutual
relation of K-classes and Foclasses is investigated. The following theorems are proved.

1. Every Fclass of commutative Hausdorff bicompact semigroup is closed. .

2. If S is commutative Hausdorff bicompact semigroup, then every K-class K, belonging to an
idempotent e, is the sum of F-classes of §.

3. If K, is arbitrary K-class and F arbitrary F-class of commutative Hausdorff bicompact semi-
group S, then just one case of following can take place; A. F— K,,B.Fc Na —KCFcS— M.s.

4. Let X be the set of all K-classes of commutative Hausdorff bicompact semigroup S. Let &
be the set of all F-classes of S. Let F..F,e F. We say that F, < F, is valid if (x) < ().

¥ K, e, F,, Fe Fand if FycK,, F, « K,—K,, then either F, < Fy, or F, and F, are
incomparable.
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