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O POLOGRUPACH, KTORYCH KAZDY LAVY
HLAVNY IDEAL OBSAHUJE JEDNOTKU

BLANKA KOLIBIAROVA, Bratislava

Nech § je pologrupa. MnoZinu SxuU {x} nazveme lavym hlavnym idedlom vy--

tvorenym prvkom x (znak (x),). Analogicky definujeme pravy hlavny ideal ((x); =
= xSy {x}.
V dalom S bude znatit pologrupu, ktorej kazdy Iavy hlavny ideal obsahuje

jednotku. UkéaZe sa, Ze tieto pologrupy sit saétom disjunktnych grip, ktorych jed--

notky e; tvoria €iastotne usporiadand mnoZinu, usporiadant vzhladom na reldciu:
e; = ¢, vtedy a len vtedy, ked eje, = e,e; = e;. Tato usporiadani mno¥ina nemusi
byt ani nadol usmernena (priklad 3); je viak polosviizom vtedy a len vtedy, ked pre
kazdy ideal (x), plati (x), = (x)g; je refazcom duélne dobre usporiadanym vtedy
a len vtedy, ked kaZdy Tavy ideal je Tavym hlavnym idedlom (a teda kazdy Tavy
ideal m4 jednotku; tento pripad vySetroval Vorobjev v [1]).

. MnoZinu prvkov vytvarajicich ten¥e Iavy hlavny ide4l nazveme F ,-triedou;

F-triedu prvkov vytvarajicich (x), oznatime F,(x). Analogicky definujeme pravii
Fy-triedu Fg(x).
Vzhladom na to, e Tubovolny Iavy hlavny ideal (x). v S obsahuje jednotku,

ma aj kazdy prvok pologrupy S jednotku, tak¥e (x)r = Sx, (x)p = xS pre kazdé-

x z 8.V dallom to budeme &asto pouZivaf (bez odkazov).

Zavedme mnoZinu I(S) takto: znak e (po pripade s indexom) bude znalit prvok.
z I(S) vtedy a len vtedy, ak existuje Tavy hlavny ide4l v S taky, ¥e e je jeho jednotka..

Zrejme I(S) + 0. Lahko sa vidi, Ze I(S) je zhodna s mnoZinou idempotentov v S.
Zrejme plati

Lemma 1. Nech e je jednotka v (x). Potom (x), = (€); = Se.

Lemma 2. KaZdd Fi-trieda Fy(x) obsahuje prdve jeden idempotent e, ktory je-

Jednotkou v (x);.

Dokaz. Vzhladom na lemmu 1 je (x), = (¢),, teda e e F,(x). Nech ¢’ je idem-
potent, ¢’ € F(e). Odtial vyplyva, Ze (€7), = ()., takZe e je jednotka v (e, a plati
ee’ = ¢'. Kedie je (¢'), = (2., pre isté s€ S je e = se’. Ale potom ¢ = ee’ =

r ¢

= se'e’ = s’ = e.
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Z lemmy 1 a 2 vyplyva
Lemma 3. Nech e € I(S); potom e je jednotkou v (e);.

Lemma 4. Pre kaZdé e I(S) a te S je ete = te.

Ddkaz. PretoZe te € (e),, pricom e je jednotka v (), (lemma 3), je e(te) = te.

Veta 1. 1(S) je v S &iastocnd pologrupa, ktorej kazdy Iavy hlavny idedl obsahuje
Jednotku.

Dokaz. Vzhladom na lemmu 4 plati pre e,, e, € I(S) vzfah (e,e,)(ese;) =

= ey(esese,) = e;e,. Dalej: pretoze {e}u I(S)e = (¢),, obsahuje jednotku e
{lemma 3).*

Definicia 1. Pre e,, e, € I(S) polotime e, < e, vtedy a len vtedy, ked (e,) < (e,)L.

Veta 2. MnoZina I(S) je vzhladom na reldciu < z definicie 1 iastocne usporiadanou
mnoZinou, v ktorej plati

a) ey < e, vtedy a len vtedy, ked e e, = e,e; = e,

b) eje; < €5,

c) ey £ e, implikuje e,e; < eje4.

Doékaz. Lahko sa vidi, Ze I(S) je &iastoéne usporiadand vzhladom na relaciu <

a) Podla predpokladu (e,), < (e;).; podla lemmy 3 je e, v (¢,), jednotka, teda
€.ey = e,e, = e;. Obratené tvrdenie je zrejmé.

b) Zrejmé.

¢) Z predpokladov vyplyva (pouZitim lemmy 4) (e, muXmNmav eje,e3 = e,
{eze3)(e,e3) = e,e.e5 = eje5. Podla a) to znadi e e; < eye;.

Pozndmka 1. Z lemmy 2 vyplyva, Ze priradenie e — F,(e) je vzijomne jedno-
znacné.

Poznimka 2. Vzfah e, < e, implikuje eje; < ese, neplati; ukazuje to napr.
priklad 1, kde e, < e,, ale neplati ese, < ese,. v

Lemma 5. F,-triedy si Ciastocné pologrupy v S.
Dokaz. Nech x, wmh%mv teda (x), = (». = (e).. Potom Sx = Se, ey =y,
takZe (xy), = Sxy = Sey = = (y),, teda xy € F,(e).

Lemma 6. Idedk{¢); je nwﬁei vSetkych takych F -tried F,(e,), pre ktoré plati

€ = e .
Doékaz. Nech e; mﬁmvr a nech xe Fi(e). Potom xe(x), = (), = (¢),, teda
x e (e),. Plati teda Fi(e;)) = (¢),. Vzhladom na definiciu 1 je pritom ¢; < e.
Dalej pre kaZdé e;, ktoré je v relacii e; < e, vzhladom na definiciu 1 plati
File) = (e)r-
Lemma 7. Nech L = (x),. Potom L = Lx.

Doékaz. Zrejme Lx < L. Nech e je jednotka idedlu L. Potom e = sx pre isté
se8. Teda L = Le = Lsx = Lx. Teda L = Lx.

* Pri zjednoduSeni ddkazu mi pomohol s. J. Bosak.
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Lemma 8. Nech L je lavy hlavny idedl v S. Nech L’ je [avy hlavny idedi v L. Potom L'

je Tavy hlavny idedl v S.

Dé6kaz. Podfa predpokladu SL < L, LL' < L'. 1dedl L mi jednotku e, teda
pretoze L'c L, je L'=el' c LL’ a teda LL = L'. Potom SL = S(LL’) =
=(SL)L' <« LL' =L'. ‘

Dosledok. F -triedy v L su F-triedami v S.

Veta 3. F,-triedy pologrupy S su grupy vzhladom na ndsobenie v S.

Doékaz. Uvazujme (¢), = L, L' = L — F;(e). UkaZeme :&?.ﬁ Ze L'Lc L.
Ak L' =0, je to zrejmé. Nech L' + 0. Dalej nech yeL’; potom pre xeL je
xy€e(y), = L =(e),. Ak by platilo xye Fi(e), potom by (e)r = (xy). = ().,
teda (¢), = ()., €o je spor s predpokladom L'n F,(e) = 0. Teda xy e L', takie
LL < L'. Teda L' je Tavy ideal v L. UkaZeme, Ze je aj pravy, t. j. Ze plati L'L = L'.
Zrejme L'L < L (totiz L je Tavy idedl v S). Pre L'L plati: L(L'L) = (LL'YL < L'L,
teda L'L je favy idedl v L. PodIa lemmy 8 je L'L Tavym idedlom aj v S (Tavy ideal
je totiZ saCtom Tavych hlavnych idealov). Teda vzhladom na lemmu 6 je L'L suctom
celych Fy-tried. Z toho vyplyva, ak L'Ln F;{e) # 0, musi F,(¢) =« L'L. Potom
by viak existovalo také ue L', ue Fi(e*), vel,2e bye = uv,t.j. e = uv = e*uv =
= e*e, ale pretoZe e* < e (lemma 6), je e = e*e = e* (veta 2 a)), teda ee L', Co
je spor s predpokladom Fi(e) N L' = 0. Teda musi L'L ~" F;(e) = 0, zoho vzhladom
na L'L < L vyplyva L'L = L.

Podla ddsledku lemmy 8 st F;-triedy v L také isté ako v S. Teda pre y € Fi(e)
plati: existuje s € L také, Ze e = sy. Potom plati s € F,(e). Ak L' = 0, je to zrejmé.
Ak L # 0, vyplyva to zo vzfahu L'L = L'. Teda F,(e) je grupa.

Lemma 9. Nech e, < e,, nech x € Fi(ey), y € Fi(e;). Potom yx € Fi(e,).

D 6kaz. Podla predpokladu (y), = (e,).,teda (ye,), = (e,e,), = (e,) (veta2 a)),
teda pretoZe e;x = x, je (3x), = (ye,x), = (eyx); = (x), = (e;).- Teda yx € F,(e,).

UvaZujme teraz Fy-triedy. Plati pre ne rad dalfich vzfahov.

Lemma 10. Fy-trieda je suctom Fi-tried.

Dokaz je Tahky, ak uvaZime, Ze vidy celd grupa padne do jednej Fg-triedy a Ze
F;-triedy st grupy (veta 3).

Dasledok. Nech x € Fy(e), potom (x)p = eS.

Lemma 11. Plati: (e;)r = (e,)g vtedy a len vtedy, ked e e, = e,, e,e; = e;.

Dokaz. Nech (e))g = (e;)z. Potom e, = e,s (pre nejaké se S), teda e,e; =
= e,(e,8) = e,5 = e;. Takisto ukdZeme, Z¢ e,;e;, = e,. Nech e,e, = e,, e,¢; = ¢,.
Teda (e3)r < (€1)r. (€1)r = (e2)s SPOlU (e1)r = (€x)r-

Désledkom lemmy 11 je, Ze idempotenty patriace do tejZe F,-triedy sii navzdjom
:mvo_.oémno_.:m

Lemma 12. Pre ka?dé x € S plati (x), < (x)g.

Ddkaz. Nech x e Fi(e); pouZitim lemmy 1,3 a dosledku lemmy 5 dostavame
Sx = Se = eSe = xSe < xS.
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Veta 4. Fg-triedy su pologrupy.

Dbkaz. Nech (y;)r = (,)r. Pretoe Fy-triedy sii grupy (veta 3) je yi e Fi(yy),
teda vzhladom na lemmu 10 je (y3)g = (y1)g. Pritom Dk = 01k, teda y,y, €
€ Fr(y1)-

Veta 5. Fg-triedy tvoria vytvdrajiici rozklad* na S.

Doékaz. Nech x e Fyle;), y€ Fg(e)). Treba ukézatf, Ze (xy)r = (e;e)r. Podla
dosledku lemmy 10 je yS = ¢,S, xS = ;S (t. j. pre isté s € S je x = e;5). Vzhladom
na lemmu 12 plati se, € e, S. PouZitim toho dostivame: (xy)g = xyS = x¢,S =
= e;5¢,S © e, S = (e;e,)r. Takisto dostaneme (e;e)r < (Xp)g.**

Poznamka 3. Fy-triedy nemusia tvorit vytvarajici rozklad na S.

Priklad 1. Uvafujme pologrupu prvkov e, X, €,, 3, kde nésobenie je dané
tabulkou:

e, x e €3

ey e, X e e
x x e e e
e, e, €3 e; e
e ey e, €, €

F-triedy st: {x, e;}, {e,}, ?b. Pritom e,e; = e,, €;x = ;.

Veta 6. F,-triedy patriace do jednej Ry-triedy tvoria na tejto vytvdrajiici rozklad.

Dokaz. Nech e, € Fg(e,). Podla lemmy 11 je potom e,e; = e, e;e; = €;. Nech
x € Fi(ey), Y€ Fi(e,). KedZe (x), = (er)p, je (xex)r = (e1€2)1» teda xe; € Fi(ege;) =
= Fy(e,). Dalej xy = xe,y, ale xe, € Fi(e,), y € Fi(e,), takZe vzhladom na to, Ze.
F-triedy su grupy (veta 3), je (xe;) y € Fi(e;) = Fi(e,e;). Teda xye F, 1ese,).

Poznamka 4. Nech e, < e, e, # ¢;. Potom nemusi Fg(e;) < (€,)r- .

Priklad 2. Uva¥ujme pologrupu prvkov e;, e,, e;, kde nasobenie je dané
tabulkou:

‘ ey € &
e e, e, e
_— €1 1 €2 €3
e, e, €5 €
€3 €, € &

Plati: e, < e;, e5 € Fg(e,), es€(e))y-

Veta 7. F,-triedy patriace do tejie Fg-triedy si navzdjom izomorfné grupy.

Dokaz. Nech x € Fi(e,) © Fgle,). Vzhladom na vetu 6 xe, € F 1(e3). PouZitim
lemmy 4 Tahko ukaZeme, ¥e zobrazenie x —» xe, je homomorfnym zobrazenim grupy
F,(e,) do F (e,). Pre x,, x, € Fi(e,) plati viak dalej: ak x,e; = x,¢;, tak x.e,e; =
= x,e,¢,, ale podla lemmy 11 j¢ e,e; = e, teda vztah x,e; = x;e; implikuje vzfah

* Rozklad dany kongruenciou.
** Prj zjednodu$eni dokazu mi pomohol s. J. Bosak.
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x; = x,. To znadi, x; # x, implikuje x,e, # x,e,. Dalej: nech y € Fy(e;); podla
lemmy 11 je e, = eje,, teda y = ye, = yeje, = (ye;) e,; ale podla vety 6 je
ye, € Fy(e,); to znadi, Ze ka?dé y € F (e,) je obrazom prvku z Fy(e,). Tym sme
ukazali, ¥ zobrazenie x — xe, je izomorfné zobrazenie grupy Fie,) na Fi(es)-

Podla vety 2 je I(S) &astoZne usporiadand mnoZina. Pritom X(S) nemusi byt ani
nadol usmernena.

Priklad 3. UvaZujme pologrupu prvkov e,, e,, kde nasobenie je dané tabulkou:

€ €
) ey | e e
€ e €

Tu si e,, e, neporovnatelné a teda pre Ziaden prvok e; pologrupy neplati sudasne
e; S €, = 6.

Viimnime si pripady, ked I(S) tvori polosviz a retazec vzhfadom na relaciu danu
definiciou 1. Platia vety:

Veta 8. Pologrupa KS) je vzhladom na reldciu dani definiciou 1 polosviz vtedy
a len vtedy, ked pre kazdé e € I(S) je (¢). = (e)r v S. (S je takzvand obojstrannd
pologrupa) : . :

Dokaz. a) Nech pre kaZdé ee I(S) plati (¢), = (€)g. Vzhladom na lemmu 3
ma (e)., teda aj (e)g jednotku e. UkéZeme, Ze pre e, e, € I(S) je e,e, = eye,. Plati
e,e,€(e)L, ere;€(e)g. Teda ere; = ey(ese;) = (e1e)) € = eye,. Teda I(S) je
komutativna pologrupa idempotentov, teda polosviz.

b) Nech I(S) je polosviz. Nech (e,)g = (e;)z; potom vzhladom na lemmu 11 je
e, = e;e, = e,e, = e,. Teda Fp-trieda obsahuje jediny idempotent; podla lemmy 10
to zna¥i Fy(e) = Fgle), &ize vzhladom na vetu 5 je (e)g = (€).-

Poznamka. Pre kaZdé e € I(S) je zrejma ekvivalentnost tvrdeni: a) (e)r = (GIR
b) () = (X)r, ©) Frle) = Frle). -

Veta 9. Pologrupa K(S) je vzhladom na reldciu dani definiciou 1 retazec dudlne
dobre usporiadany vtedy a len vtedy, ked kazdy lavy idedl L v S je sucasne lavym
hlavnym idedlom v S (. j. L = (x) pre isté x € S).

Dokaz. a) Nech kady Tavy idedl je sifasne Tavym hlavnym idedlom. Potom su
kazdé dva prvky v I(S) porovnateIné. Nech totiZ e, e, € I(S). Potom (e;), v (e2)r
je Tavy hlavny ideal. Nech e je jeho jednotka. Potom podla lemmy 1 je (&), =
= {e)LV (€;).. Z toho vyplyva e; S ¢, ¢, <'e. Aviak ec(e;),, alebo ee(e;)-
V prvom pripade e < ¢, teda e, = e = e,. V druhom pripade e, = e, .

Treba eite dokazaf, e ka?da neprazdna podmnoZina M < I(S) ma najvacsi
prvok. Uvazujme L = |J (e;),. Podla predpokladu L obsahuje jednotku e, teda

eieM

vzhladom na definiciu 1 je e najvaesi prvok v M.

b) Nech I(S) je refazec dualne dobre usporiadany. KedZe Tavy ideél je mnoZino-

vym siétom Tavych hlavnych idealov a podla lemmy 1 je pre kazdé xe S (x), =(e).-
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ee I(S), plati pre kazdy Tavy ideal L vzfah L = U (e)r, kde M < 1(S). Podla
e;eM
predpokladu M ma najvadii prvok e, teda vzhladom na definiciu 1 je L = (e).-

3

Poznamka. Ak by sme vo vete 9 vynechali podmienku, Ze retazec I(S) je dualne
dobre usporiadany, veta 9 neplati, ako ukazuje priklad 4: Uvazujme pologrupu S
racionlnych &isel z intervalu (0,1), kde nasobenie je dané: a. b = min(a, b). Zrejme
kazdy prvok v S je idempotent a kaZdy favy hlavny idedl ma jednotku. Potom
mno¥ina &sel x < 1/2 tvori Tavy ideal, ktory nie je hlavny.

Poznamka. K tym istym vysledkom dospejeme, ak uvaZujeme pologrupy, ktorej
kazdy pravy hlavny ideal obsahuje jednotku. Uvahy sa rovnaké, len miesto Tavych
idealov pridu pravé idealy, miesto Fy-tried Fe-triedy 2 naopak.
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O MoOJIYIPYIIIAX, BCAKUA [JIABHBLI JIEBBIU MOAEAJ
KOTOPBIX UMEET EJUHULY

Branka Konubuaposa
Pecome

B nacrosiwen nas.nﬁ 3HAUMT OIYrpyTiy, BCAKMH CraBHbI ek waean (x)(Sx v ?&,, xeS§)
KOTOpOH uMeeT epuuuy. Ilycte Fr(x) (Fgr(x)) — MHOXECTBO BCeX 31EMEHTOB ¥ € S, JUlsl KOTOPbIX
Oy =@ [Mr = (x)r). ycte I(S) — MHOXeCTBO BCEX WAEMIOTEHTOB MOJYrpyIibl S; ans
e;, e € I(S) e; = ¢ 3HAYHT 1O onvgo:n—,.EB (e)L C (ep)L

B craThbe AOKAa3bIBAIOTCA CreAyrouue TEOpeMbl:

I(S) sBaseTcd HOANONYTpynoi B S, posiKHl TIIaBHBIA NeBbId MOean KOTOpO# uMeeT CAMHHLY.
F1(e) n Fr(e) ABAAIOTCA =on=o:w€vﬂnm_sr B S; mpu aTrom F, ", (€) ABASIOTCA TPYTIIAMH. QTHOICHUE
3KBUBAJICHTHOCTH, CMEXHBIMH KXJIaccamu KOTOPOTO ABJILOTCH MHOKCCTER Fgle) ecTs OTHOLICHUC
KOHIDY3HTHOCTH B S. Fg(e) aBnsieTcs CyMMOR H30MOPPHBIX TPyN F(e;); OTHOIIEHNE IKBUBAIICHT-
HOCTH, CMEXHBIMH KIaccaMy KOTOPOro gpmssoTcA MHokecrsa F) 1(€;) eCcTh OTHOLUEHUE KOHTPY3HT-
poctu B Fgle).

OrHolIcHHE < SBIAETCS OTHOLICHUEM YACTHYHOTO YHOPAMQUYCHUS HA I(S). I(S) Gyner momy-

CTPYKTYPOil TOTA U TOJILKO TOTAd, xorna (e)g, = (e)g Ans BCAKOTO € € I(8); I(S) 6ynet BOMCTBEHHO
BIOJIHE YTIOPSAOYCHHON TOT/A ¥ TOJIBKO Toraa, KOraa BCAKMA fleBbli Muean B S ABNACTCS [MABHBIM
JIeBLIM MOCATOM B S.
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UBER DIE HALBGRUPPEN, DEREN JEDES LINKSHAUPIIDEAL
EIN EINSELEMENT BESITZT

Blanka Kolibiarova
Zusammenfassung

Sei S eine Halbgruppe, derer jedes Linkshauptideal (x), (= Sx U {x}, x€S) ein Einselement
besitzt. Sei Fy(x) [Fp()) die Menge der Elemente, die das Ideal (x); [(x)g] erzeugen. Sei I(S) die
Menge der Idempotente von S. Sind e;; ¢, Elemente von I(S), so setzen wir ¢; = € falls (¢;); < ()L
gilt.

Es werden folgende Sdtze bewiesen.

I(S) is- die Teilhalbgruppe von S, derer jedes Linkshauptideal ein Einselement besitzt. Fr(e)
und Fgle) sind Teilhalbgruppen von S; dabei sind Fy(e) Gruppen. Die Ekvivalenzrelation, derer
Klassen Fgle) sind, ist Kongruenzrelation in S. Fgle) ist die Summe von isomorphen Gruppen
F(e); die Ekvivalenzrelation derer Klassen F(e;) sind, ist Kongruenzrelation in Frle).

Die Menge I(S) ist teilweise geordnet vermoge der Relation <. Dabei ist I(S) genau dann ein
Halbverband, wenn (¢); = (e)g fiir jedes e € I(S) gilt; I(S) ist genau dann dual wohlgeordnet, wenn
jedes Linksideal von S ein Linkshauptideal von § ist.
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