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O RACIONALNICH BODECH V ROVINE

JIRTI SEDLACEK, Praha

V tomto pfispévku vySetfujeme racionalni body na kuZelosedkach a na obvodu

n&kterych pravidelnych mnohouhelnikii. U¥va se zde jen zcela elementirnich
metod.

1. Uvod a pomocné pojmy

VSechny uvahy v tomto &lanku budeme provadét v euklidovské roving, ve které
Jje pevn€ zvolend pravoiihla soustava soufadnic. KaZdy bod, jeho? ob¥ soufadnice
Jjsou racionalni &isla, nazyvame raciondlnim bodem; specidlnim p¥ipadem racional-
niho bodu je bod mFizovy (ob& jeho soutadnice jsou cela &isla).

V posledni dob& bylo publikovédno ngkolik praci, které feSily riizné elementarni
otizky o racionélnich (resp. miiZovych) bodech v rovind. Patfi sem napf. znima
otizka o tom, kolik mfiZovych bod&i miZe leet uvnit n&jaké kruZnice nebo
otazka, kolika raciondlnimi body miize prochazet dané kruZnice. Souhrnnou in-
formaci o této problematice podava kniha W. Sierpifiského O stu prostych, ale
trudnych zagadnieniach arytmetyki. Z pogranicza geometrii i arytmetyki, ktera vysla
ve Var8avé r. 1959. V ni je moZno najit i dali literarni odkazy.*

Pro stru¢nost vyjadfovani zavedme toto oznadeni: Necht M, zadi mnoZinu
viech pfimek, na kterych nelei ¥4dny racionalni bod, necht M, je mnoZina viech
pifimek, z nichZ ka¥d4 Prochazi praveé jednim racionalnim bodem a konedn& necht
M, je mnoZina viech p¥imek, z nich? ka¥da obsahuje nekone&né mnoho racional-
nich bodil. Je zndmo, e ka¥da z mnoZin My, M, M, je neprazdna a ¥e kazda
piimka patfi pravé do jedné z mnoZin Mo, M, M. Jelli pe M, pak mno¥ina
raciondlnich bodi leZicich na ptimee P je hustd v této pFimce. Je-lipe M, geM,,
pak prise¢ik ptimek p, ¢ je racionalni bod (existuje-li oviem tento priise&ik). Spoj-
nice libovolnych dvou riiznych racionalnich bodd patfi do mnoZiny M, .

* U nés se racionalnimi body v roving zabyval neddvno V. Poldk v prici O jistém pokryti raciondl-

nich bodii v roviné nekoneénou Jednoduchou lomenou éarou, Casopis pro péstovani matematiky 85,
141—145.
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2. Racionalni body na kuZeloseckéach

Ve vyge citované knize W. Sierpifiského je na str. 48 a 49 podan dikaz, Mw mimz,_.mo
kruZnice se stfedem v raciondlnim bodg€, kterd neprochézi Zadnym racionilnim
bodem, je uveden pfiklad kruZnice prochéazejici pravé jednim B&onﬁaa(_uwaoa
a kruZnice prochézejici pravé dvéma raciondlnimi body. Prochazi-li wn.anwon‘ k
tfemi riznymi racionilnimi body, pak na k leZ uZ nekonen& mnoho Bo_omm::ov
bodd a tyto body vyplituji k& husté (str. 49). Uvedené vysledky doplnime nyni touto
vétou:

Vita 1. BudiZ ddn raciondini bod R, a libovolnd oblast Q. Potom existuje krui-

nice k, kterd md stfed S € Q, prochdzi bodem R, a na nif u? nelezi 2ddny dalsi racio-
ndini bod.

Diitkaz. Bez Gjmy obecnosti lze pfedpokladat, Ze plati R; = [0, 0]. Sestrojme
dvojrozm&my interval (a, b) x (c, &lﬂ 2 a vyhledejme racionalni disla Xo . Yo
takova, Ze a < x, »\m < b, ¢ < yg+J2 < d, xo * 0 % y,. Rovnice (x = xo;\mv +
+ - /\mv~ = 2(x% + y2) zna¥i kruZnici se stfedem v bod& ?oz\w, Yo z\N_ eQ
a (kladnym) polomé&rem z\ M@wﬂf ¥2). Tuto rovnici lze upravit na tvar

x4y = 2xox + yoy) - 2. M

Vyhledejme viechny racionalni body, které vyhovuji rovnici (1). Pro #4dny ﬁ.&aoé
bod [x, y] nemiiZe byt xox + y,y + 0, nebot pak bychom ob& strany rovnice (1)
délili &islem 2(xox + yoy) a dodli bychom k zfejmému sporu. Je tedy xox + , Yo % H<o
a proto i x* + y* = 0. Odtud plyne x = y = 0 a jediny racionalni bod, jimZ nase
kruZnice prochézi, je bod R,. Dilkaz je podan.

Obrafme se nyni k obecn&j§im kuZeloseCkam.

Snadno nahlédneme, Ze existuje regularni kuZelosetka, ktera neprochazi Zadnym
racionilnim bodem. Pfitom je je§t€ moZno Zadat, aby tato kuZeloseCka byla o:mvmoc
(specialng kruZnici) nebo hyperbolou nebo parabolou. K diitkazu staci uvaZovat
pomocnou kuZeloseCku (Zidaného druhu)

F(x,y) = ayx* + ay,5° + 2a,,Xy + 2a;3% + 2453y + @33 = 0, @

jejiz koeficienty a;; jsou vesmé&s raciondlni &isla; rovnice F(x,y) = »\N znadi pak
kuZeloseCku (Zddaného druhu), na niZ zfejmé& neleZi Z4dny racionalni bod.

Dile si viimnéme racionalnich bodd leZicich na elipse. Zde budeme uo&mwoéﬁ
pojem konvexné ireducibilni mnoZiny. MnoZina A se nazyva konvexné W&:-
cibilni, jestliZe pro kaZdou jeji vlastni podmnoZinu B plati: konvexni obal mnoZiny B
je vlastni podmnoZinou konvexniho obalu mnoZiny A.

Nyni dokaZeme tuto vétu:



Yéta 2. BudiZ ddno pfirozené éislo k < 4. Necht R;(1 £ i £ k) jsou navzdjenr
rizné raciondlni body, které tvoii konvexné ireducibilni mnoZinu. Potom existuje
elipsa prochdzejici vSemi body R;, na niZ uz nelezi Zddny dalsi raciondini bod.

i

Dikaz. Probereme jen nejobtiZzngjsi pfipad k£ = 4.* Oznaleni bodi R; volme
tak, aby pfisluiny konvexni obal byl &tyftuhelnik R, R,R4R,. .

Moy

Ke kaZdému raciondlnimu &slu m + 0 pfifadme kuZelosetku

x oy 1 1x p1 x ¥ 1 px oy 1
.X: Yi» — . unuu Eu. ~ +~= H»u .V: u . knu Enu w ./\N"C.
Xz, Y2o 1| |Xas ¥4, 1 [ X3, ys, 1 Xas Ve 1

MnoZinu té€chto kuZelosefek oznagime K. Ka?da z kuZelose¢ek mnoZiny K
prochédzi body R;, R,, R;, R,. UkaZeme, Ze na 74dné z nich uZ neleZi paty racio-
nalni bod R.

Je-li R = [x, y] raciondlni bod nasi kuZeloseCky, potom musi platit soudasné&

x, » 1| |x, y 1 x » 1l |x »l
Xys Y1 Lio| X3, ¥2, 1{ =0, Xg, Yis 1|o| X3, ¥3, 1] =0.
.qu Euu w .N#u .wﬁ.u ”— qu EN» w .x‘.&v .th —

Bod R leZi tedy na nekteré z pfimek R;R;, R,R,, a soulasn& na né&které
z pfimek R;R,, R3R,. Vzhledem k podminkim, jeZ spliiuji body R;, miZe byt R
jeding€ néktery z bodld Ry, R,, R;, R,.

V mnoZiné K budeme nyni hledat elipsu.

Pro stru¢nost zavedme oznaleni X;; = x;— x;, Y;; =y, —y; a sestrojme
funkci

fim) = Nﬁnnu\.ﬁ.+ SM\ZM\N?/\MV“ vaﬁu\_ml Nﬁw‘uall m(X34Y3+ NSM\NC.&'MM
= X34Y 15— X13Ya, —m(X,, Y15 +w\_uu\~b./\ww 2AX 12X 34 +EN8N§}\NV v

realné proménné m. Rovnice f(7) = 0 ma koeficient u m?* rovny

) —2(X4 Y13 — NEM\:VN =
‘ X1s V15 1 _.x.uu Yas 1 2
= —21|x3, Y2, 1 + Xg5 Vas 1 .
X35 V3 1 X1is Vi H.A

Vzhledem k pfedpokladu o konvexnim &tyfdhelniku R,R,R;R, jsou oba deter-
minanty, které se zde vyskytuji, &isla rizna od nuly a maji stejné znaménko. Koefi-

* V tomto pfipad€ znamend pfedpoklad o Konvexné ireducibilni mnoZin€ bodd R; podminku
nutnou k tomu, aby existovala elipsa z véty 2. LeZi-li totiZ napf. bod R4 uvnitf trojiheinika R;R,R3
nebo na jeho obvodu, pak neni moZno sestrojit Z4dnou elipsu prochazejici body R;.
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cient u m? je tedy riizny od nuly a rovaice f(m) = 0 je kvadraticka. Jeji diskrimant je

8(X2aX34Y12Y 3 + X13X5aY (2 Yoy + X13X5, Y3 Y5, +
+ X12X13Y24 35 — 2X13Xa,Y 3V — 2X3X,, Y1, V3% —
— 8(X3. Y13 — v\;u\?vn (X1, Y5, — M\uau\SVN.

Vypodtem se mliZeme piesv&ddit, Ze je tento diskriminant roven 32, kde

XM, 1 X25¥25 1 X353, 1 X45Yas 1
D= X3, Y9, L) I X3, 03, 1| [ X ya, 1) 1 x4, 90, 1
kwv.ﬁwuﬂ Hhu.u\hum R:V_uu XNVHNvH

Vzhledem k predpokladiim o bodech R, je nalezeny vysledek kladny,* a je proto
spravné toto tvrzeni: Existuje interval (m;,m,), v némZ je funkce f(rm) kladna.
Vyhledejme racionalni &islo m € (g, m,), m + 0 a sestrojme kuZeloseku, kterd
tomuto &islu v mnoZin€ K odpovida. Tato kuZelosetka je zfejmé elipsa; tim je diikaz
podan.

Obdobné vysledky, jaké uvadi véta 2, je mo¥no vyslovit také o hyperbole a pa-
rabole.

Tuto vétu miZeme jesté doplnit zdvérem, ktery je obdobny vété o kruZnici s tfemi
raciondlnimi body. D4 se totiZ dokazat toto: LeZi-li na regularni kuZelosedce pét
riznych racionilnich bodf, pak na této kuZelosedce existuje nekonetn& mnoho
raciondlnich bodid a tyto body vyplituji uvaZovanou kuZelosetku hustg.

3. Pravidelné mmohoiihelniky

Kolik racionalnich boddi miiZe obsahovat obvod pravidelného r-tihelnika?
Omezime-li se na koneény podet bodil, vidime, Ze obvod pravidelného n-uhelnika
obsahuje nejvySe n racionélnich bodé. Jsou-li dana dvé celd &isla k, n takova, Ye
0 = k £ n, nz 3, pak ziistava otevienou otizka, zda existuje vnwiam_u% n-ahelnik,
jehoZ obvod obsahuje pravé k racionilnich bodi.

. ey

Ptipad rovnostranného trojubelnika je trividlni a také pro &tverec si snadno

v

ovéfime platnost prve vyslovené domnénky. P¥ podrobngj§im rozboru o poloze

" ¢tverce nachazime toto:

a) Pro k = 0 lze najit &tverec, jehoZ kaZda strana le#i na rovnob&’ce s n¥kterou
osou soufadnic. D4 se zde vak sestrojit také &tverec, jeho¥ ¥adna strana neni rovno-
b&Zna s n&kterou osou soufadnic.

b) Pfipad k = 1 miiZeme realizovat dvéma zplisoby: racionalni bod je bud vrcho-

“lem &tverce nebo je vnitinim bodem jeho strany.

* Dé se dokézat, Ze nerovnost @ > 0 vyjadiuje nutnou a postatujici podminku k tomu, aby
konvexni obal bodl R,, R,, Ry, R4 byl &tyfihelnik.
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strany AB, bod [0, 4]
uvnitf strany BC, bod
[—4, 4] uvnitf strany
CD a bod [4, 0]
uvnitf strany DA

Tabulka 1
Ptipad N»owoamc_i u_ﬂo dy Vrcholy &tverce
na oovode
a) | #idny bod a=[yz. -1 8=[}2.)2]. c=[-V2. 2]
p=[-}2.— 3]
a=[33)3), B=[a4]3] c=[4+—13.4]3 +1],
p=[3-)3.3)3 +1]
b vrchol 4 A=10,0, B=[-3]3,3],
c=[3-13]3,3+3)3] p=[33]3]
bod [0, 0] lezici uwnitt | 4 =[—2,—2}3],B=[1}3].c=1—3)3.3+]3].
strany A5 p=[—2—3]3,—2)3 +3]
o |vecholdabod(04 |a=p,0,B=[)3,3]c=[)3—3}3+3]
uvnitf strany BC s _H|uu <ﬂ
bod [0, 0] uvnit strany | 4 = _Hl.rlﬂ\w,u_. B= T,e\wu_. c=[1 |~_\w|. 24 <u 1
AB a bod [—4, 0] =
uvniti sousedni strany D= _”|~ - N_\u , N _\wl._
AD
bod {0, 0] uvnitf a=[-)3.—3)B=[1)3]c=[-}3—21+2]3],
trany AB a bod - 3
ML_ 4] uvnitf projsi | D= [3—2}3,—2+5]
strany CD
O |bod0,Oluwmitt | a=[—9—2]3,—9)3—6]
mnnwzﬂmw. E....M . b e _Hi.N 3 _\ul. . <u . o“_,
[—38, uvnitf strany .
BCabod [-36,—8) | C= _“|:|i\u|. 16 +3]/31,
uvnitf strany AD D= _mlma —9 ._\u 1 ILL\MA._
e | bod [0, 0] uvnitf a=[—1,—)3] B=[}3.3),

c=[-3,4+]3] p=[—-]3,1]
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¢) Pro k = 2 mame tfi moZnosti: bud jeden racionilni bod je vrcholem é&tverce
a druhy vnitfnim bodem jeho jedné strany, nebo oba racionalni body jsou vnitfnimi
body dvou sousednich stran &tverce nebo konedns jsou oba vnitinimi body dvou
stran protéjSich.

d) Pro k = 3 nemiiZe byt Zadny vrchol &tverce racionalnim bodem; naproti tomu
lze v8ak sestrojit Stverec, jeho¥ tfi strany obsahuji uvnitf po jednom racionalnim
bodu.

e) Kone¢n€ piipad k = 4 lze realizovat také jen jednim zplisobem, totiZ tak, Ze
kaZda strana &tverce obsahuje tvnitf po jednom raciondlnim bodu.

Ptiklady ,m?ﬂo? o nichZ jsme miluvili v odstavcich a) aZ €), jsou patrné z ta-
bulky 1.

DokéaZeme jesté jednu vétu o &tverci. N

Véta 3. Budif ddin ctverec ABCD. Patfi-li vSechny p¥imky AB, BC, CD do mno-
Ziny M, pak také pfimka DA pat¥i do M. Oznacime-li po Fadé R, S, T, U raciondini
body pFimek AB, BC, CD, DA, potom o vzddlenostech RT a SU plati RT = SU.

Dikaz. Zvolme oznaleni vrcholt tak, ¥¢ bod 4 ma druhou soufadnici mensi
neZ kterykoliv z bodd B, C, D a e bod B ma prvni soufadnici vét$i ne¥ kterykoliv
z bodil 4, C, D. Racionalni body ptimek 4B, BC, CD nechf jsou po fadé [x;, yis
I=1,2,3anehf 4 = [{4,n,), B= €125 M12)s € = [£35, 135), D = 345 M54l
Bodem B vedme rovnob&Zku s osou y a promitnéme na ni kolmo body A, C; pfi-
sluSné paty oznalme A,, C;. Trojlhelniky ABA, a BCC, jsou zfejm& shodné
a proto plati

$12 — $1a = M3z = M4z, N1z — N1a = &1z — &3, €
Je-li k smémice pfimky AB, pak snadnym vypoétem najdeme
_ Ky2 = yi) + Kx + x, ney = k(x; — x;) + Ky, + y,
" K+ 1 S K2+ 1
a obdobné vzorce plati pro &;,, #5,.
Dosadime-li toto do rovnic (3), dostaneme

10 = wuf+w©~|.§+xulx_v+xulwu+§

k* + 1 ’
_ wNAxu — X1 4+ y) +k(x; — %, + y, — ¥3) + ¥
Hia = > .
k“+1
Po dosazeni do rovnice
1
Y= = — ﬂmx - mivu

kterd pfedstavuje pfimku DA, vychazi po malé tpravé

k(y =y, 4+ x; —x3) + (x = x, + y; — y,) = 0.
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ProtoZe &islo k je iracionalni, patfi ziejmé ptimka DA do M|, ptidem? raciondlnj
bod ptimky D4 je U = [x,, y,], kde

X4 =X +y — y;, Ya =Yy + x3 — x,.

Vztah RT = SU dostaneme nyni uZ snadnym vypodétem. Tim je ditkkaz podan_

Doslo 30. 1. 1961.

Matematicky ustav
Ceskoslovenské akademie véd
v Praze

O PAHUMOHAJIBHBIX TOYKAX B NJIO0OCKOCTHU

Upxn Cennayvek
PesomMme

Touka P = {x, y] Hassmsaercs Payuonaabroil, KOrAa X, y — palHoHANBHbIE Yucia. B HacTosAwWei
pabote crpoutcs ¥ HauHOMY KOHEYHOMY MHOXECTBY M, COCTOSIEMY M3 PALMOHANBHEIX TOUEK,
PETYNIAPHOE KOHMYECKOE CeYeRHE NAHHOTO THIIA, coJlepxarnee BCE TOYKH MHOKeCTBa M M HEKaKux
ApPYIHX paiMoHanbHeIX TouYek. Uccneayrores YCIOBHS, 1P KOTOPBIX 3Ta 3a/ja4a HMEET PeIIeHHe.
3atem B paboTe yaenseTcs BRUMaHMe PALMOHATILHEIM TOYKAM HA CTOPOHAX NPABHILHOIO MHOTO-
yrosnbhuka. Brickasnisaercs NIPCANONIONKEHAE, YTO AJIA KAXKIOH NAPhI HEbIX YHCe k, n, ynosnersops-
fomtx ycnopusm 0 <k <n, n>3, CYLUECTBYET BCEFAa TPaBMILHBIR n-YTONBHHK, HA CTOPOHAX
KOTOpPOro pacnoyiOXeHO TOYHO k paMOHANBLHEIX TOYeK.

UBER RATIONALE PUNKTE IN DER EBENE
Jitf Sedlagek

e Zusammenfassung

Der Punkt P = {[x, y] heifit rational, wenn x, y rationale Zahlen sind. In dieser Arbeit konstruieren
wir zu einer endlichen Menge M, deren Elemente rationale Punkte sind, einen reguliren Kegelschnitt
gegebener Art, der alle Punkte von der Menge M enthilt und auBer diesen durch keinen weiteren
rationalen Punkt durchlauft. Wir untersuchen auch die Bedingungen, unter welchen diese Aufgabe
16sbar ist. Weiter studieren wir rationale Punkte, die am Umfang eines regelméBigen n-Eck liegen.
Es wird folgende Vermutung ausgesprochen: Fiir jede zwei ganze Zahlen kyn, wo 0 < k<n,

n 2 3, kann man einen regelmiBigen n-Eck konstruieren, dessen Umfang gerade & rationale Punkte
enthilt.
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