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OSCILATORICKE RIESENIA ISTEJ NELINEARNEJ
DIFERENCIALNEJ ROVNICE DRUHEHO RADU

STEFAN BELOHOREC, Bratislava

V praci [1] nadiel F. V. Atkinson nutnd a postafujicu podmienku na to, aby
vietky rieSenia rovnice

Y+ f(x) =0 (@

(f(x) > 0, spojitd pre x > 0, n = 1 prirodzené &islo) boli oscilatorické. J. Jones v [2]
zovieobecnil jeho im_maow pre rovnicu

Y )y =0 ®

(f»=z0i=123..n spojité pre x > 0, fi(x) > 0 pre nejaké k, fi(x) € L(a, 0)).

7 ddkazov oboch viet vidiet, Ze tvrdenia zostand zachované aj pre diferencidlnu
rovnicu, v ktorej exponenty 2i + 1 (i=1,2, ...,n) nahradime &slami N; > 1,
pritom o N; predpokladime, Ze N;=pig; (=123, ..., n), kde p; a g; su ne-
phrne prirodzené &isla. Cielom tejto prace je néjst takuto podmienku v pripade,
¥ 0<N; <L ]

Oscilatorickym riefenim budeme v dalSom rozumiet rieSenie, ktoré ma aspofi
jeden nulovy bod v intervale (z, ao) pre Tubovolné ¢.

Veta. Nech 0 < N, < TUi'=1,2,3,...,n) a nech N; = pilq:, kde p; a q; si ne-
pdrne prirodzené ¢isla. Nech s-funkcie f{x) ( = 1,2, ..., n) nezdporné, spojité v inter-
vale (0, 00), pricom existuje iridex k a &islo a tak, 3e fi(x) > 0 v (a, o). Nech su dalej
Sfunkcie f(x) také, Ze kaZdé riesenie diferencidinej rovnice

y+ Fy=o o

dd sa rozsiFit na cely interval (0, o).
Potom vietky rieSenia rovnice (1) su oscilatorické vtedy a len vtedy, ked

o0

%M_ A(x)dx = 0.
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Déokaz. 1. Nech yp(x) je neoscilatorické rieSenie rovnice (1). Nech pre x > a
je uZ y(x) > 0 (podobne by sme postupovali pre y(x) < 0). Potom Y'(x) <0,
t. j. ¥'(x) klesa, existuje teda lim y'(x) = ¢ 2 0. Integrovanim rovnice (1) dostaneme

x> ®

y() = YO+ | THO Yt =0

Existencia limity y'(x) pre x — o nam zaruci existenciu integralu

@«

| [ L6994

0

a pretoZe lim y'(x) Z 0, mbZeme napisat

X —» 00

(-

y(x) z %Mb@ yN(d,  x>a.

X

Integrujme poslednt nerovnost v intervale {a, x). Potom pre x > a dostaneme

1

y(x) — y(a) 2 .'A%M\msez.ﬁv dtdu =

—(x—a) M\é Py de+ | (- aM_\_S YN0 d

Z tejto nerovnosti vyplyva, Ze
y(x) 2 (x — a) .M~ 76 y™(0) ar.

Umocnenim na N; (j=1,2,3, ..., n) a dalfou elementérnou Gpravou dostaneme

o0

] [Ea0r0a) 2 - 0t

Pretoze ¥ £:(%) yV(x) Z fi(x) yM(x) 2 0, 2 predchadzajiicej nerovnosti mame
i=1

$ - ars s (Sl [Eroroaf ™
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Integrujme poslednd nerovnost v intervale (X, X,), pricom a < x; < x < X3,
Dostaneme vyraz

*2 X3 ©

bM“wa — a)'f{x)dx < :MMNMM_\_A& a .Awi W %M,\_\.@ yV(e) &M;@ dx.

x1 Xy x

PoloZme teraz

p-{ [ S0 r0al ™

Potom
a0

rey = 6~ 0 { S o [ S0 o

X
Plati preto

x2

M_Q — a)¥f(x)dx < %Mu N, - cL F(x) dx =

X3 X1

-Sw-o| W% rouf [

=1 e

Ak nechame x, rast nad vietky medze, poslednd nerovnost nam zaruci, Ze

-]

Y xMf(x) dx < oo,
=1

&m je dokazané tvrdenie o postadujiicej podmienke.
2. Aby sme dokézali~tvrdenie o nutnej podmienke, stadi najsf aspoii jedno ne-

oscilatorické rieSenie rovnice (1) za predpokladu, Ze plati

'

M..,. xMiffx) dx < 0.
=1

Nech ,—, y xMif(x) dx < co. Potom pre dostatogne velké a plati nerovnost

i=1
0
vq-
a

M=

(x — a)"f(x) dx <,

1
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,N priGom & je Iubovolné malé kladné &islo. Integrujme teraz rovnicu (1) v intervale
. {a, x). Dostaneme

X

y'(a) = y'(x) + ._,M\_\NS yV(t) dt. ?)

a

e Nech je y(x) také rieSenie ‘rovnice (1), Ze y(a) =0, y'(@ 2 1. O tomto rieSeni
dokaZeme, e v intervale (g, o) nemé nulovy bod. Pripustme Ze to nie je pravda
a oznaéme znakom b najmensi nulovy bod rieSenia y(x) v intervale (a, o0). Riesenie

Fes ¥(x) v intervale (a, b) spifia nerovnost

Wx) S y'@ (x — a),

‘ pretoZe je tam konkavnou funkciou. Dosadenim do (2) dostaneme

Y@ = y() + | SHOD@]G - o) dr s

Lo}

. < () + v(@) | ZAEx - 0 dx

t.j.

y@ £ y@+y@e
! Ale potom piati :
Y@ — & =y

p Preto¥e ¢ moZeme volif [ubovoIne malé, z poslednej nerovnosti vyplyva, Ze y(x)
g je rastiicou funkciou v celom intervale (a, b), &o je spor. Teda rieSenie y(x) nenado-

buda v intervale (a, c0) nulovy bod, t. j. je meoscilatoricke.
. V nasledujticich dvoch poznimkach uvedieme priklady funkeii, ktoré spliiujd

5 predpoklady vety.

Poznamka 1. Nech su funkcie f(x) (=123, .., n) nezhporné v intervale
(0, 00), pritom aspoii jedna z nich je kladni. Nech maju derivacie a nech plati

(TR

f4(x) £ 0 pre vietky i. Potom kazdé riesenie rovnice (1) da sa rozsirif na cely in-

terval (0, o0).
Aby sme toto dokézali, utvorme funkciu

| Ve = YR + W )Y >0
Potom

Vi) = 5, (¥ 1)) ) 20
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t. j. y'(x) je ohraniena. Nech y(x) je rieSenim rovnice (1). Ak ma toto rieenie
konedny podet nulovych bodov, podla klasickych viet je moZné rozsirif ho. Ak
existuje takd postupnost {x,} (n = 1,2, 3,...) nulovych bodov riefenia y(x), Ze
lim x, = x,, potom z ohranifenosti prvej derivacie vyplyva lim y(x) = 0. Podobne

X300 X—>Xp

lim y'(x) = 0. To znamena, Ze riefenie y(x) mdéZeme predl?if nulovym rieSenim.

X—>Xg

Poznamka 2. Ak diferenciilna rovnica (1) prejde do tvaru

Y+ =0

(0 < N< 1, N=p/g, pagqsa neparne prirodzené &isla), pri¢om funkcia f(x)
je kladna v intervale (0, 0) a v kaZdom kone¢nom intervale ma kone&ni variéciu,
potom Iubovolné rieSenie takejto rovnice sa da roziirif na cely interval (0, o).
Podla [3] je y'(x) ohraniend v kaZdom koneCnom intervale a prediZenie je mo¥né
z dovodov ako v poznamke 1.
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KOJEBJIOIMMUECSA PEWIEHAS ONHOTr O HEJIUMHENHOIO
hSOvamEEM\H}hﬁNﬁfOﬂO VPABHEHHWS BTOPOIO IMOPALAKA

3

Mredan benoropen
Pesome

®. B. ATKHHCOH Hames HEOGXOIMMOE ¥ JOCTATOYHOE YCIOBHE IS TOTO, 9TO0LI BCE pelieHHMS
ypaBHeHus (0) ABIAKCH konebmomumucs. k. JxoHc 06061 €ro pe3ynsTaT As ypapHCHUA ®).
W3 0oxa3aTeinseTB 06X TEOPeM BHIHO, YTO YTBEPHRUICHHSA COXPAHAIOT CHIIY H [UIs AuddepeHunans-
HOTO ypaBHeHMs, B KOTOpOM mokaszatend 2i + 1 (i = 1, 2,.. ., #) 3aMEHsIOTCA YHCAAMHU N;> 1,
OpAYEM NpenrnonaraeTcs, 4ro Ny = F.\S (@=1,...,n), TAe p; H ¢; HEYCTHLIC HATYPAIBHbIC YHCTIA.
Llensio HacTosue paboTHl ABNACTCA HAWTH Takoe ycloBue mis ciay4as 0 < N < 1.
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Teopema. Ilycts 0 < Ni<1li=12..., n) u nycts N; HE\S. [fe p; ¥ ¢; HEUYETHBIE HATY-
panbubie ucna. ITycTs GyHKuuu f(X) HEOTPUIATENBHDIL, HEPEPHLIBHEL B uuTeppaie {a, o0), NpPAIEM
CyIIECTBYET MHACKC k U YUCIIO @ TaK, YT0 fi(x) > O B uuTEpBRaNC (a, o). [lycts panee GyHKOUU fi(x)
GynyT TAKMMH, YTO BCAKOE PEIICHHC AudbepeHIMAILHOTO YDABHCHHS (1) MOXHO MPOAOIDKHTH HA
pech uaTeppai (0, 0o). YIBepXKaAeTCH, YT0 BCS perieHAs YpaBHCHUS (1) ABNALOTCA KOJEOIFOmUMACT

TOrAa M TOJLKO TOIrIa, Koraa
n

WM xNify(x) dx = oo.

i=1

OSCILLATORY SOLUTIONS OF CERTAIN NONLINEAR DIFFERENTIAL
EQUATION OF THE SECOND ORDER

Stefan Belohorec
Summary

F. V. Atkinson has proved a necessary and sufficient condition in order that owon% solution of
the equation (a) oscillates. J. Jones generalized this result for the wncwno.n B). 1t ._m mo.on »._..,..VE the
proofs of both theorems that these statements are valid for the ..‘Emonﬂw:m_ equation in which the
exponents 2i +1 (@ =1, 2, ..., n)are substituted by N; > 1 &ﬁ._nno 2_ is mcvmo%\a to be equal to
N; =pilq; (i = L2, .m0 P and g; being odd integers. The aim On this work is to m:.a such a con-
dition in case 0 < N < L

Theorem. Let 0 < N; < 1( =1, 2,..,n) and let N; = pila; ironw p; and g; are odd wbemmomm.
et the functions fy(x) be non-negative continuous in (a, o), where an index k and 2 number a Q.amn
in such a way, that f(x) > 0 in (a, o). Further, let the functions fi(x) be such, that each mw__:._o.n
of the differential equation (1) can be extended in the whole interval (0, oo). Than all solutions of
the equation (1) oscillate than and only than if

%8% xNify(x) dx = oo.
i=1



