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TRANSFORMACIA JACOBIHO TRANSCENDENT
DRUHEHO DRUHU NA TVAR S REALNYM
ARGUMENTOM

JAN CHRAPAN, Bratislava

PodIa Jacobiho definicie [1, str. 96, resp. 2, str. 150]
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kde
8o(x; 1) = Og(v; k);

81(x;7) = O,(v; k); €)
9,6x; 1) = O,(v; k);
956x; 1) = O4(v; k)

znamenaju Jacobiho thétafunkcie [I, str. 71, resp. 2, str. 138] argumentu x = |Nw~m| ,
parametra 7 = TWANI a hodnoty K; K’ st konStanty periédy Jacobiho eliptickych
funkcii (aplné eliptické integraly prvého typu) [2, str. 142]. Argument v a modul &
funkeif (1), (2) mozu byt TubovoIné &sla. Funkcie (1) a (2) st Jacobiho transcen--

denty druhého druhu (dzétafunkcie).
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Druhé logaritmické derivacie funkcii (3) [2, str. 142]
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upravme substiticiami [2, str. 142 — 144, resp. 3, str. 289, 6.196]
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— k*sn®(v; k);
— ns?(v; k);
— dc¥(v; k);

~ k*cd?(v; k),

i
4
A
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potom na zdklade defini¢nych vzfahov (1) a (2) po uprave dostaneme

E
%.No@w k)= — 4+ dn?(v; k);
%NN_AS k)= — W; — cs¥(v; k);
(%)
%ﬂNNAE k)= — |Ml - wamou?w.wvw
E
¢ . 17,0 ) = — o= + K?nd*(o; ).
Integrovanim relacii (5) vychadza
E 2
Zo(v; k) = — e + | do*(v; k) do;
o
/ m 2
Z{v; k)= - |~A|¢ — | cs’(v; k) do;
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t T .
Z,(v; k) = — %.A.é — k'? | sc? (v; k) du;
o
; m 12 2
Zy(v; k) = gt k'? | nd? (v; k) do.
o
Ak je argument
v = ia

vo vzfahoch (6) imaginirny, pomocou Jacobiho imaginirnej transformacie
[2, str. 149] bude

a

Zo(io; k) = I%ALQ + i | dc? (a; k') do;
) 0
Z(ia; k) = I-M'? + i | ns?(a; k') da;
0
a Y

Z,(in; k) = I%NI.Q + ik'? | sn?(a; k') da;

0
Zy(ia; k) = I|M|.Q + ik | cd? (a5 k') da..

0
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Na zaklade vzfahov [3, str. 124 —126]
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,ﬁanu (a; k) da = o — ,‘asu (a; k") do + sc(a; k') dn (o; k');
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prepisme relacie (7) do tvaru
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Z rovnic (6) pre redlne hodnoty argumentu o a komplementirny modul &’
vyplyva
Zofa; k') = IWM.R+ dn? (a; k') da;
LZol = n* (o; k') da;

X
o 4 ©
Zy(o; k') = IWQI wn,_,mo (o; k') dr
0
a
Zy(a; k') = I.Ml‘g + wN_,EMN (a3 k') do.
o
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Dosadenim z rovnosti (9) do vzfahov (8) mame vysledky

Zo(ia; k) = im%NoAﬁ k') — sc(o; k') dn {o; k) + nﬁlﬂl + %mu - LMW

Z,(ias k) = IW“N%: k) + g_,ylml + .MI, - Hﬁ

Z,(io, k) = lmwNNAﬁ k') + sc(a; k') dn (a; k) +n_“lml + E_ HH_M

K K’
. E E
Z(ie; k) = —idZs{o; k) + o +—=-1
i) = =i k) | e It
z ktorych vzhladom na Legendreovu relaciu [2, str. 129]
13 ! T
EK'+ E'K — KK'= 5

vychadzaji transformacné vztahy Jacobiho transcendent druhého druhu {(1); 2)}
na tvar s reidlnym ﬁm:BnEoE .

Zfio; k) = I_WNOAQ k') —se(a; k) dn (a; k') + -NIMWWM

Z (i k) = — Mﬁ (o 1)+ —— M

2KK’
(10)

NNQRW,S = lmw S0 k') + se(o; k) dn (s &) + SKK M

Zy(ins k) = ﬁ EAM W

Vytvorme rozdiel Z,(v; k) — Zo(v; k). Na zéklade defini¢nych relacii (1) a (2)

»

Z,(v; k) — Zo(v; k) =

resp. vzhladom na rovnost (4)
2,03 1) — Zy(e; K) = o mea (@ ) =
v
= —sc (v; k) dn (v; k). v 1)
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Pomocou vztahu (11) moZno rovnice (10a) a (10c) prepisat do jednoduchého tvaru

a oL
Zo(ia; k) = —1{Z,lo; k') + ——4;
oo ) = =i ] 2yt ) + 2
(12)
Zo(io; k) = —idZo(a; k') + —2
e o 2KK' |’

ktory je analogicky s tvarom rovnic (10b) a (10d).

Zhrnutie:

Podla Jacobiho definicie (1) sa v praci uvaZuji funkcie (2), ktoré spolu s funkcou (1)
st Jacobiho transcendenty druhého druhu (dzétafunkcie). Upravou druhych loga-
ritmickych derivécii [2, str. 142] Jacobiho thétafunkcii (3) odvodené relacie (5)
integrovanim davaji vzfahy (6), z ktorych na zaklade Jacobiho imaginirnej trans-
formacie [2, str. 149] vych4dzaja rovnosti (7). Upravou integralnych vyrazov v rov-
nostiach (7) formulované vzahy (8), vzhladom na rovnosti (9), po pouZiti Legendreovej
relacie (2, str. 129] poskytuji transformaéné vzfahy (10), resp. (12) Jacobiho trans-
cendent druhého druhu na tvar s redlnym argumentom.

LITERATURA

[1] Axunezep H. M.; Dae meopuu 4. xux @ynxyuii, Mocksa—Jlenunrpan 1948.

[2] Magnus W, Oberhettinger F., Formeln und Sdtze fiir die speziellen Funktionen der mathe-
matischen Physik, 2. Auflage, Berlin—Gottingen—Heidelberg 1948.

[3] Ryshik I. M., Gradstein L S., Summen-, Produkt- und Integral-Tafeln. Berlin 1957.

Dofdlo 22. 12. 1960. Katedra fyziky
L Prirodovedeckej fakulty
Univerzity Komenského v Bratislave

NMPEOBPA3OBAHUE TPAHCUEHAEHTHBIX ®VHKUIUN
AKOBU BTOPOI'O POIXA B BUA C BEHIECTBEHHBIM API'VYMEHTOM

e « i
SIn XpanaH

Pe3omMme

ITo onpenenennio Axobu (1) 8 pabote paccmaTpuBarorcs GyHKUMH (2), KOTOpHIE BMeCTE C (yHK-
uueit (1) ABNAIOTCH TPaHCUEHACHTHEIMM (yHkmuaMu Skobu BTOporo pona (asera-dgynkuuu). Ipe-
ofpa3oBaHHeM BTODBIX JIorapupMuvueckux npousBomssix {2, cTp. 142] ToTa-dynkumit SAxobu (3)
HaliAeHHbIE COOTHOUICHUA (5) HATErpEPOBAHMEM HAIOT COTHOUIECHHS (6), U3 KOTODHIX HA OCHOBE
MHUMOro npeobpasosanusa Sxo6u {2, cTp. 149] monydarorca ypassenus (7). Ipeo6paszosanuem
MHTErPaNbHBIX BHIpaXeHM B ypasHenusx (7) GOpMymHpoBaHBI COOTHOMEHHA (8), M3 KOTODHIX
MCIIONB3Ys PaBeHCTBO (9) H NPUMEHHB cooTHowenue Jlexanapa [2, crp. 129] TMOAY4AI0TCA COOTHO-
weHust Tpanchopmarmy (10) u (12) TpancuenaenTHsix dynxuuit Sxo6u BTOporo posa B BHI C Be-
HIECTBEHHBIM apryMEHTOM.
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TRANSFORMATION DES JACOBISCHEN TRANSZENDENTEN
ZWEITER GATTUNG AUF DIE FORM MIT REALEM ARGUMENT

Jan Chrapan
Zusammenfassung

Nach der Jacobischen Definition (1) werden in der Arbeit die Funktionen (2) betrachtet, die
zusammen mit der Funktion (1) Jacobische Transzendenten zweiter Gattung sind (Zeta-Funktionen).
Die durch Anordnung der zweiten logaritmischen Derivationen {2, S. 142] der Jacobischen Theta-
funktionen (3) abgeleiteten Relationen (5) ergeben durch Integrierung die Beziehungen (6), aus
denen auf Grund der Jacobischen imaginéren Transformationen [2, S. 149] Identitdten (7) entstehen.
Durch Anordnung der Integralausdriicke in den Identititen (7) formulierten Beziehungen (8), mit
Riicksicht auf die Identititen (9) nach Anwendung der Legendre-Relation [2, S. 129], ergeben die
Transformationsbezichungen (10), resp. (12) den Jacobischen Transzendenten zweiter Gattung auf
die Form mit realem Argument.
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