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O DIMENZII A MIERE

: BELOSLAV RIECAN, Bratislava

1. E. Szpilrajn naiel vztah medzi dimenziou TubovoIného separabilného metric-
kého priestoru a Hausdorffovou mierou.* Oznafme r-rozmerny eukleidovsky
priestor znakom E,, r-rozmernd jednotkovd kocku I,, r-rozmernii Lebesgueovu
mieru L,, Hausdorffovu #-rozmernt mieru H,. Potom plati:

(A) Ak dim X = n, potom H,(X) > 0.
(B) Ak dim X £ n, potom je X homeomorfny mnoZine Y< I,,,,, H,,,(¥) = 0. _
1

Z viet (A), (B) vyplyva spdsob, ktorym moZno definovat dimenziu pomocou miery:

(C) dim X < n vtedy a len vtedy, ak je X homeomorfny mnoZine ¥ < I,,,,
H, 4 (Y) = 0.%*

H. Federer dokazal v [1] platnost vety (A) pre Favardovu mieru F, a podmnoZiny E, .
Pretoze H,(X) = 0 implikuje F,(X) = 0, platia pre F, tieZ vety (B) a (C). V predlo-
Zenom ¢lanku je dokazana tdto veta:

Ak dim X = n, X < E,, potom existuje také p € C;, Ze L,(h(X)) > 0.%**

Odtial vyplyva tieZ platnost vety (A) pre fubovoInt vonkajsiu mieru indukovant
n-rozmernou mierou v zmysle Kolmogorova ([4], str. 351).

2. Nech n, r st prirodzené &isla, n < r. Oznadme C, systém vietkych podmnoZin
mnoziny {1,2,...,r} o n prvkoch. Pre pe Cj, u = {ji, o0 jubs 1 <Jjo < ... <Jy,
a prvok x € E, kladieme

}:A.Xnu cees .st = A.Hg._u sty R.?v

a nazyvame priemetom bodu x do n-rozmernej nadroviny x; = 0 pre i € p.
3. Veta. Nech 1 £ k <5, Y E,, s lubovolné. Ak dim Y = k, potom existuje
také pe Cy, 2e Li(h(Y)) > 0.

* Pozri tiez [2], § 7, veta VII 1.
** Staci si uvedomit, Ze dimenzia sa zachova pri homeomorfnom zobrazeni.
*** Vyznam symbolov C}, f, je definovany v 2.
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Doékaz. Urobime indukciou. Nech k = 1, 5 Tubovolné. Preto¥e dim ¥ — 1,
existuje bod x, € Y a také r > 0, Je pre vietky #, 0 < u < r je Fr K(xy, u) " Y =+ 0,
K(xg,u) = X (xh — u, x} + u).* PretoZe Lk, sa posunutim nemeni, md¥eme

i=1
vziaf x, za poCiatok stradnicového systému. Keby L,(h(Y)) =0 pre vietky
ne Cy, platilo by tiez L,(U (~,(Y))) = 0. Zrejme viak L,(UA(Y)) = r>0. Teda
o u

tvrdenie naSej vety je spravne pre k = 1.
Nech je dokazovani veta spravna pre nejaké &, s Tubovolné. Vezmime k + 1 <

Y c E,,dim ¥ = k + 1. Existuje teda bod x, € Yatakér > 0, ¥e dim (Fr N@?:& N
N Y = k pre kazda kocku K(x,,u), 0 < u < r. Opif mdZeme vzial bod x, za
potiatok stiradnicového systému. Oznaime K(0, ) = K(u). Podla induk&ného-
predpokladu existuje ku kaZdému », 0 < u < rtaké pe Cy, 7e L(h(Fr Kw)n Y ) >
> 0. PretoZe C; je koneCna, existuje také p e C;, Z¢ pre mnofinu 4 =
= {ueE;: Li(h(Fr Kw)n Y)) > 0} plati L,(4) > 0. Ozna¥me K (x) = Fr K(u) "
N ACers o X)X, =u}, K@) = FrK@yo {(x;, ... x): % = —u}, Kfu)=

= K; (u)v K; (). Pretote Fr K(u) = O K@), L{h(Fr K(u)n Y)) > 0 pre u€ 4,

Li(h(K{u))) =0 pre iep, existuje ku _SN%D.E ue A také iep, e L(h, Qm w)n Y))>
> 0. PretoZe potom A = U {u: L(h(Ku)n Y)) > 0}, existuje iy e u také, e

ie

pre ‘mnoZinu B= ,?”PQ?_. K (uyn Y)) > 0} plati L,(B) > 0. >w oznadime

= {u: L(h(Ki@)n Y)) > 0}, B~ = {u: L(h(K;(u)n Y)) > 0}, potom mi
aspoil jedna z mnoZin B*, B~ kladni L,-mieru. PoloZme v = pu {i}. Nech je i,
na' j-tom mieste v v. Ozname C* = {(x, ..., Xj, ..., X y) 1 X; > 0, (xy, S FEPN
Xists eons Xaag) €K (+x)0 T}, C = {(xy, ooy Xpuy) ! X; <0, (Xp, .00 Xjoqs
Xjt1s oo Xur1) € R K7 (—x) 0 Y)}. Plati h(Y)> C = C*u C~. Stadi nam ukézaf,
Ze Ly +1(C) > 0. Nech L(B*) > 0. Keby L, ,(C*) = 0, bola by C* L, ,-meratelna
a v dosledku Fubiniho vety** platilo. by L,(B*) = 0. V pripade, %¢ L(B~) > 0
dokaZeme podobne, Ze L, (C™) > 0. Hw;: je dokaz ukonleny.

4. Désledok. Nech u Jefubovolnd k-rozmernd miera v E;v zmysle Kolmogorova.***
Oznacme p* vonkajsiu mieru Sa.:wegzz mierou y. Nech 4 < E,. Potomak dim A = k,
je u*(4) > 0. :

Dokaz. Vezmime mnoZinu A zo znenia dosledku. Ozname znakom A systém
analytickych mnoZin v E;. Zobrazenie ¢ definované na 4, z E, do E, nazveme
D-zobrazenim, ak g,(¢(x), () £ @.(x, y), pre [ubovoIné prvky x, ye4d,, kde
01, @, SU metriky v E;; resp. v E,. Ozname znakom m,(4) = sup L(¢(4)), kde
suprémum pocCitame cez vietky D-zobrazenia ¢ s oborom A,eA, A, < A,

* Tu znadi FrK(x,, #) hranicu mnoziny K(x,, u), X kartézsky sudin, Xg = 02—7 .ol X0
** Pozri napr. [3] veta 73 na str. 153.
*** Pozri [4), str. 351—352.
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¢(A,) < E;. Lahko dokaZeme, Ze m(B) < u*(B), pre Iubovolnit mnoZinu B € A.

Z vety 3 vyplyva, Ze m,(4) > 0. Ale

t*ﬁ\wv =inf{u(B): A< Be A} =
2z inf{m(B): 4 c Be A} = m(4) > 0.

Poznamka. Dokazali sme, Ze veta (A) plati pre [ubovoIni vonkaj§iu mieru indu-
kovanu k-rozmernou mierou v zmysle Kolmogorova. Nie je nim znime, & pre

_takito mieru plati veta (B).* Poznamenajme eite, ¥¢ dosledok 4 vyplyva aj

z Federerovych vysledkov v [1].

5. J. Marik :voNoE: autora na nasledujiici priklad mnoZiny 4 < E,, pre ktort
Ly(h13(A)) = Ly(h(2;(4)) = 0, ale p*(4) > 0 pre Iubovolni u* zo 4.
Nech B je Cantorovo diskontinuum, 4 = B x B. Zrejme L,(h 1y(A) =
= Ly(h(2j(4)) = Ly(B) = 0. Priemet mno¥iny 4 do priamky C = {(x, X)}xeco, 1>
vytvori cely interval. Preto pu*(4) = u(4) = L,(C) > 0.
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O PASBMEPHOCTU U MEPE
Benocnas Puevan
Pesome
Ilycrs k < n — HatypameHbie wucna, F, — €BKIMIOBO NPOCTPAHCTBO mmuzan:oﬁx nuLg—
k-mepuas mepa Jle6era. O6o3nawum vepes Cl CHCTEMY BCEX IIOAMHOKECTB MHOXKECTBA {1,2,...,n},

cocTosmmx U3 k 3JeMeHTOB.

* Vety (A), (B) st citované v ods. 1.
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Has sesxoro pe Gy, ju = {/1. j2,

codkb 1< e <k M oBEAROTO X € By, X = (xq, Xa,. ..,
Xp) NOJOXUM

}tﬁk»‘kN, . Jk:v = A\«x._.kb. .o Jku.rv.
JHoxaseisaerca crenyomas Teopema:
. n
Ecnam k < nu Y — Takoe mogMHOXeCTBO E,, uwro dim Y = k, To Haiinetca u € Cy, Takoe, 4T

Ly (hu(1)) > 0.

ON THE DIMENSION AND Zm\meWm.
Beloslav Riedan )
Summary

Suppose k =< n are positive integers. Denote by E, the n-dimensional Euclidean space, by L, the
k-dimensional outer Lebesgue measure and by Cy; the family of all sets of & integers between 1 and n..
For any tmﬁnu = {1, ndids J1 < -.. <Jjyand any x€E,, x = (xy,...x,) put

F.O«T ey X)) = C&.t “eus X4
In this paper is proved the following theorem:

Suppose &, n are mzﬁommnw. 1=k=n YCE, If dim Y = k, then there exists re G" such that
Li(A(Y)) > 0. ’
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