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 OSKULACN] KVADRIKY KRIVEK
V EKVICENTROAFFINNIM PROSTORU

CESTMIR VITNER, Praha

kvadrik se stfedem v podatku.

1. Oskulaéni kvadriky

Budiz r = r(7) analytickd kiivka s ekvicentroaffinnim obloukem 7 jako para-
metrem. Determinant [r,r, r7] je tedy roven 1 a kazdy bod kiivky je tedy také
obecny (t. j. [r, v, r"] % 0). Pro ktivku pak plati, jak Znamo,

(1, P o= Jr + v,
kde 4, v jsou ekvicentroaffinni kfivosti, které jsou dény vzorci
A=1r r, rm, v=—[r,r r".

Budeme vySettovat styk kfivky s kvadrikami se stfedem ve stfedu prostoru 0,
Rovnice kvadriky miZeme psat ve tvaru
1,2 A(r, 1) = ¢,
kde 4(a, b) je néjaky symetricky bilinerni funkcionél a ¢ je bud | anebo 0. V pripadg

A(r, r) = 1 mame nekuZelovou kvadriku, V piipadé A(r, r) = 0 se omezime na
kuZele, 4. bilinedrni funkcional 4 nesmi byt singuldrni (det. 4 + 0).

W&EQBP Ze kfivka ma v bod 7 —= %o § kvadrikou A(r, N—ec=0 Styk Fddu n,
JestliZe plati ‘

(1,3) A, 1(7) ~ & = o((z — 1,y),

kde o je znamy symbol malé o.
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NekuZelova kvadrika se stfedem v po&atky prostoru se nazyva oskulacns kvadrikoy
ke kiivee v bodg ¢ = To, jestliZe m4 v n&m s kfivkou styk 5-tého Fadu. Tuto kvadriku
nazveme \cﬁm‘e&ni&mﬁ ma-li s k¥ivkou styk dokonce 6-tého fadu.

Kvadraticky kusgel s vrcholem v pogstku nazveme oskulacni ke kiivce v bodg
T = 14, jestliYe mj s kfivkou v tom bodg& styk 4-tého Fadu. Tento kysel nazveme
hyperoskulaéni, ma-li s kfivkou v tomto bods styk dokonce 5-tého fadu. Nyni plati

Véta 1,1. V bods ro = r(0) kfivky tvor: véechny nekuzelové kvadriky, které maji
s kiivkou styk 4-tého Fddu, svazek, ktery md v kartézské souradné soustavé, stanovené

pocdtkem prostory ¢ q privvodnim Q«Emmiga.\wmais frojhranem r,, ro, ro v bods
T = 0 kfivky, ronici

(L,4) x~ld’-lqﬁvl~!n-alw~+<N~+quvuc.

Um_nmN.NmoS:om Q,C_No<mo=mma=m soustavé {o, r,, o, ro) odvodit pro kiivky
F=x(t)ry + y(r) ro + z(x) rf rozvoje: ‘

(1.5

x=14+ Ml o+ .MM\ ™+ »\\H.N*.oi T+ I/»s i wt@w.m W 2 ° + o(z%),
Paem IMI% + »mﬂi “ 4 N»wwwc\\ 2 ,ga+ <3M~%§\+N§ a.m..*.e?mv,
z = MHIﬂN + %qa + »H.Mowi o+ %qa + 0(z%).

Odtud pak snadno nahlédneme, e plati rozvoje

(1,6)
2 Ao, A o i,

m ’ ar 2
x2=14t, x+w<p+§+:»

60 T T g 4 o(c"),

V=14 %a»+ P 3 +%%+oﬁdu

22 = IAHI.% + INWH«_ + eA..nmvu

Xy =1+ lmnem + M»N.M Y + o(z%),

Xz = W_\% + %MA + :\VMN,\ L +qu=HH~| ° 4+ c?avu
yz = Wem + Wem + §N.Mow<‘ % 4+ o(<%)
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Viechny nekuzelove kvadriky se stredem v po¢atku prostoru maji v soufadné
soustave {0, ry, rf, rg} rovnici

a1 X’ + ayp* + a3,2? + 2010y + 20,352 + 2a,,p7 = 1.

Vezm&me rozvoje (1,6) aZ do &tvrtych mocnin parametru ¢ véetn& a dosadme je
do této rovnice. Po upravé dostaneme

A v
:..d ag, +NQ_N@.+.«.~AQ- +Q~wv+dw !WIQ: +.NQ- +a ]+
i 52+ v v 1
+ * S TR4Ts 7 Q_N+Wa-+d3u T 7%+ o) = 1.

Pro kvadriky, které maji s kfivkou styk 4-tého fadu, musi tedy platit

A v
23 ta;; =0, Wn:+,m!a_~+m~uﬂou

A’ SA+v v v 1
IHN’Q-+ 74 Q_NATIMIQNN.TIH.MQ—u +Mhuu"0.

a;; =1, a;, =0,

Odtud dostaneme snadno 2y =1 a,=0, a,, = —4/3, a,, = —a3;, 33 =
= =2[3 = vay,, c. b. d. f i

Zkoumejme nyni, zda ve svazku (1,4) mohou existovat oskulagni kvadriky. Do-
sadme za tim tidelem rozvoje (1,6) do vyrazii x® — A3z — 22f3pz — 1; _ »? +
+v2® + 2xz. Po tGipravé dostaneme v

(1,8
2 A, 2 =4y o 1" _ 6y — 42’y + 432

x ZT=—yx —1= o ° +/umo/aa+e?.my
20—V

3 3
N&.\ e <§
77+

2 2 _
(1,9 —V vzt + 2xz = 30 )

8 + eﬁamv.

Nyni plati

Véta 1,2. Plati-li v bods kFivky 22 — v * 0, existuje v ném Prdvé jedna nekuselovd
AT — 4y
324 —v)

Plati-li 24 — v = 0, neexistuje v bods kFivky nekuzelova oskulaéni kvadrikg prdvé
tehdy, jestlize plati 3" — 4y + 0.

Vsechny kvadriky svazky (1,4) jsou v bodé kfivky oskulacni pravé tehdy, plati-li
leiuc.»:la\?ﬂo.

Dikaz. Dosazenim (1,8) a (1,9) do svazku (1,4) dostaneme

s A" =l
60

oskulacnf kvadrika, Dostaneme ji z (1,49 pro a,, =

T

Odtud plyne snadno dokazované tvrzeni.
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Abychom i v pfipadé 21 — v — 0 dostali jednoznagng stanovenou kvadriku se
stykem dostateén& velkého fadu, vezm&me vedle nekuZelovych kvadrik v lvahy
také kuZele. Plati nésledujici

Véta 1,3. V kasdém bods kfivky existuje prdvé jeden oskulaéni kvadraticky kuZel,
ktery md v souradné soustaye {0, ro, ry, r2} rovnici

a,10 ~¥? + vz + 2xz = 0,

Tento kuzel je hyperoskulacni pravé tehdy, plati-li 2), — ' = 0.
3
Diikaz. Dosazenim rozvojii (1,6) do rovnice Y XXy =0 (x; = x, x, = ¥,
i j=1
X3 = z) dostaneme v podstaté vzorec (1,7) s tim rozdilem, Ze na pravé strang v ném
Je misto jednitky nula. Plati tedy

a1 =0, a;;, =0, 913 = —ay3, 833 =0, ay, = —Vay,.-

Odtud plyne okamZit& rovnice (1,10).

Ze vzorce (1,9) plyne, % v pfipad& 21 — v = 0 4 jenom v tom pfipadé je kuZel
(1,10) hyperoskulani, ¢, b. d. :

Spojime-li dosud obdrzené vysledky, vidime, %e v kazdém bodg kfivky ‘ox_.wE.-.m
bud jednoznaén& stanoveni nekuZelova oskulaéni kvadrika se stfedem v po&atku
prostoru, anebo. jednozna&ng stanoveny hyperoskulagni kvadraticky kuel rovnéz
se stfedem v po&atku.

Body kfivky miiFeme rozdélit do sedmi skupin:

L. Do prvé skupiny ddme kuZelovy bod s hyperoskulagnim kuZelem. Tato skupina
Je charakterisovana vztahem 20 — v = 0. Déli se na dv& podskupiny podle toho,
zda @) 2" — 41y = 0, B A" —4iv x 0.

Charakterisaci zbyvajicich Sesti skupin dostaneme diskusi rovnice oskuladni ne-
kuZelové kvadriky

(1,11) x~+l\ﬁ|§<e~|ENNl
3=y U T 302i—v)
L7 S 'R
3 U—y 3 7e=h

Pro struénost pouZijeme oznadeni
(1,12) a=21-y, b=1"— 4)y,

Mame tedy pro oskulacni kvadriku rovnici

b Aa+vb 2b 22
1,1 20 7 2 2 _ Y o -
(1,13) x+un 32 z uaxn u.cnl.
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Potom plati
_ a3 =)+ b1 —v)

(1,14) Ay =ay; +ay, + az3 = 3
a
11 Ay, Ai1 Q53 dz2 Qy3
(1,15) 4= + + -
Aiz Ay, dy3 33 dy3 4dj;

a*(0® + 3%) + ab(~3 + 3y + )+ b1 +)

ety b T S VT T AT 5

9aq?
a1y A1z Qg3

. 3a%2% + 3a%b1 + 3ab?v + b3
(1,16) Az = a; iz 33 | = — .

274°

a3y Agy aj;

Ze znamé diskuse kvadrik dostaneme pro Sest zbyvajicich skupin boda kfivky
podminky:

2. Skupina ,,elipsoid*: A43>0,4;, >0, 4, > 0.

3. Skupina ,,dvoudilny hyperboloid“: 4, > 0; aspofi jeden z vyrazii A4, A4, je
nekladny. :

4. Skupina ,,jednodilny hyperboloid*: 4, < 0.

5. Skupina ,elipticky valect: A3 =0, 4, > 0.

6. Skupina sshyperbolicky valect: A3 =0, 4, < 0.

7. Skupina ,,rovnob&¥né roviny“: 4, m4i hodnost 1.

Pomoci vzorci (1,12), (1,13), (1,14), (1,15) Ize odtud dostat charakterisaci skupin
pomoci relaci mezi kfivostmi a jejich derivacemi. Lze také nahlédnout, % viech
sedm p¥ipadd miZe skutetn& nastat.

Najdéme nyni podminky, za kterych se f4d styku oskulaéni kvadriky resp. hyper-
oskulaéniho kuYele s kiivkou zvy§i. Plati

Véta 1,4. Oskulacni kvadratika v nekuZelovém bodé (1. 21 ~ v + 0 ) je \QSNES:
hyperoskulacni prdavé tehdy, je-li spinéna podminka

LI @4 =) - 40 + 2424 — )] — (1" — )24 — v = 0,

Hyperoskulacni kuzel v kuZelovém bodé obou typit md s kf¥ivkou styk Fddu Sestého
Pravé tehdy, je-li splnéna podminka

(1,18) Qi — vy =o.

Svazek oskulacnich kvadrik v kuZelovém bodé s 1" — 43y = 0 Je tvofen samymi
kvadrikami hyperoskulacnimi pravé tehdy, jsou-li splnény soucasns podminky

(1,19) Qh—vy =0, -4y =0
Dikaz plyne snadno z rovnic (L4), (1,10), (I,11) 2 z rozvojt (1,8), (1,9).
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2. Kfivky na kvadratickych plochéch

.

wam:ﬁ Eowaaaam n&které piedb&yné tvahy. Soufadnjce bodu R v soufadném
m " »> ’,
ystému {0, r, ', r } oznadme Yo, Uy, u,, tak¥e plati R = u. r® =012 Podle
7 r Y ’ )
Znamé konvence vynechdvime sumagnj Znameni. Diéle plat ztejmé vzorce

ANumv . NA_.V\ = MA@.V ﬁ;vu
kde

B =, B =1, B} =0, Bj =0, Bl =g
2,2) B; =1, B} =4, Bl =y, B} =o.

]

I_maﬂ.\an nyai vztah megzj soufadnymi systémy {0, r,, Fo, ro} bodg ¢ = 0
a{0,rr, r’} v bodé 1. Ziejmé plati

@3) Y = i),

Pro stanovent koeficienti A plati

. wqu‘oo:». véta NL. Koeficienty AL(r) dostaneme Jako Jednoznacng fosent soustavy
linedrnich diferencidlnich rovmic

2.4 A= Bidl
P poddtecnich, podminkdch
@5) A0) = 5,

kde &} je Kroneckerovo delyq.

B UWMNN. Budte 4} definovany roynici (2,3). Derivaci (2,3) dostaneme r® _
= Aﬁw%. Oa_.ﬂ\cmv cmw. pomoci (2,1) plyne Bir® = £r a podle (23) je tedy
%?At.o = A,'ri". Z této posledni rovnice pak porovnanim koeficientd dostaneme
Ze wno \A.m mus{ v_m.:.n (2,4). Z rovnice (2,3) také snadno plyne vziah 2)5). z2 g.oazo.,
waono.m: feSeni 4} soffstavy (2,4) PEi po&atednich podminkich 2,5) .~ ne pot
okamZit& dokazované tvrzeni, 7 PR potom
Z.\&Bo nyni kvadriky ge stfedem v podatky prostoru, ktera mg v soufadné souy-
stavé MP Fo, Fo, 1} se soufadnicemi X0, Xy, X, rovnici a*xx, = ¢ kde ¢ = 0,1
v mom:.wa:m soustavé {0, r(z), r'(z), r'(1)} se soufadnicemij U, Uy, u, Sw tato _n<ma:.__nm.
rovnici
(2,6) aa&.ﬁ& A7) iy =g,

Dikaz tohoto tvrzeni plyne okamzitg » transformaénich vzorclh x; = A%y
L7k

Un%é Soufadnice x, a u.. Tyto transformagni rovnice dostaneme snadno z rovnic 2,3)
I r ’ v r r v Ae ’ )
yni odvodime bPomocné véty, které maji pro daldi vySetfovani zékladni vyznam,
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Pomocna véta 2,2. Nechrke kazdému bodu kFivky je pFifazena nekuzelovd kvadrika
se stfedem v pocdtku prostory, kterd md v souradném systému {0, r(z), r'(v), r'(r)}
Se soufadnicemi u,, uy, u, rovnici

@7 D) = 1,

kde b*(z) jsou analytické funkce. Potom nutng a postacujici podminka k tomu, aby
vSechny uvaované kvadriky splynuly, je

@.8) BEB” + Blb*s = (g4,

DiKaz. Kvadrika 5(0) XX, =1 mi v soufadné soustavi {0, r(z), r'(x), r'(x)}
podle (2,6) rovnici . :
b(0) A¥(x) A'(x) uyu, = 1.
Odtud plyne srovnanim s rovnici (2,7), Ze nutna a postacujici podminka k tomu,
aby kvadriky v bod& t a v bodé t = 0 splynuly, jest

2.9 b(0) 4f(x) A)() = b().
Derivaci této rovnice obdrZime
(2,10) . bY(0) Tw@ A7) + () AL(x)] = CHO)]

Pomoci (2,4) odtud dostaneme
bY(0) [B:(x) 4(x) Al(x) + A¥(z) Bi(x) 4501 = (¥ ().

Odtud pomoci (2,9) dostaneme hledanou podminku 2,8). :

Je-li naopak spln&na podminka (2,8), dostaneme obricenym postupem 2,10)
a pak integraci

b¥(0) 4}(x) A'(z) = b¥(z) + konst.

Dosazenim A%0) = & a.omﬂmsmBo snadno konst. = Q a tedy (2,9). Tim je v&ta do-
kazana,

Pomocna <m.,..» 2,3. Necht ke kazdému bodu © kFivky je pFifazen kusel s vrcholem
v pocdtku prostoru, ktery md v souradném systému {0, r(z), r'(7), r'(t)} se sou-
Fadnicemi uy, u, Uy rovnici :

2,11 : . @E?.v uy = 0,

kde b*(1) jsou analytické funkce. Potom nutng a postalujici podminka \«.mcsz, aby
vSechny kuZele splynuly, Jest, aby existovala funkce k(v), Ze plari

2.12) K(B/b" + Bb™) = (kbY,
2.13) . k(0) = 1.
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Dikaz. Podobng Jako v predchogzi vetE se dokaze, ze nutni a Postadujici pod-
minka k tomu, aby kuZele v bodg Tavbodét=0 splynuly, jest, aby existovala

(2,14 b(0) AXx) 4j(z) = kb"(z).

Odtud derivaci g vZitim (2,4) a (2,14) dostaneme podminky (2,12).
Je-li naopak splnéna podminka 2,12) a (2,13), dostaneme obricenym postupem
a integraci

b%(0) 4%(x) 4{(z) = kb(c) + konst,

Dosazenim A¥0) = 8%, k(0) = 1 dostaneme konst, = 0, 4. (2,14). Tim je véta
dokézana.

Pomocni vita 2,4. Necht ke kazdému body + kfivky je pfitazen svazek kvadrik

Se stfedy v pocdticy Prostoru, ktery mg Soufadném systémy {0, r(z), r'(z), r'(z)}
se souradnicemi u,, Uy, Uy rovnici

(2,15) %) + «c®(7)) tu, = 1,

kde b%(z), H(v) Jsou_ analytické funkce 4 o Je parametrem syaziy, Potom nutng
@ postacujici podminkq k tomu, aby viechny uvazované svazky splynuly v Jediny, jest,
aby existovalg Junkce p(z, o), kterd md ndsledujici viastnosti:

1. Pro ka?de Devné T nabypvg B(r, «) kasde redlné hodnoty pravé jednou.

(2,16) B0, @) = 4.
3. Plari: :
217 BA(b" + pc*) + BI(pt 4 Be®) = (b™ + petvy.

Dikaz. Snadno se nahlédne, %e nutns a postaCujici podminka k tomu, aby
uvaZované svazky v bodé r a v bodg 7 = 0 splynuly, jest, aby ke kazdémuy ¢ existo-
valo vhodné f(z, @), tak¥e plati B0, 0) =y a ’

218) (60) +0) 4i(r) i) = o) + e %) ci(x).
Odtud plyne diikaz véty Nnmw analogicky jako dikaz pomocnych v&t 2,2 5 2,3

I

Véta 2,1, Nechr 20 =V + 0. Nutng @ postacujici podminkq k tomu, aby kfivkg
lefela nq nekuZelové kvadrice Se stfedem v pocitky prostoru, jest, aby pro kasdé T
Platila roynice .

219 @4 - v ~ any 4 222~ )] - (3" ~ dawys — VY =0,

Dikaz. a) Jestlize v pfipadé 21 — v 4 ogowm kiivka na kvadrice, je tato kvadrika

Jeif hyperoskulagni kvadrikou v kazdém bods a tudiz podle véty 1,4 plati v kagdém
bodg kfivky s 24 — #+ 0 rovnice 2,19).
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b) Necht v kadém bodg kfivky plati 24 —~ v 0 5 (2,19). V kadém bods pak
podle vity 1.4 existuje nekuZelova hyperoskulagni kvadrika s rovnici

! 2
(2,20) x* + ay,y? — INI +a,,v) 2% — 2a,,xz — 3 rz= 1,
pii emz
2.11) a3, = ek .
322 —v)

Jestlize dokiZeme, Ze viechny tyto hyperoskula&ni kvadriky splyvaji, bude tim
dokazino, ‘Ye kfivka lexi na nekuZelové kvadrice se stfedem v podatku prostoru.
K diikkazu pouZijeme pomocné vety 2,2, kde za kvadriky tam zmingné vezmeme
hyperoskula&ni nekuZelové kvadriky (2,20). Snadnym vypo&tem Zjistime, Ye tam
uvedené podminky se pomoci (2,2) redukuji na podminky

a) 24y, = a},, b) a3, + a,; = ajz, ) 2a,; = ahs,
d) ay3 + Ada;; + va;; = ay,, €) as; + Aay, + Vay, = ay;,
(2,22) f) 2(da;5 + va,3) = as3;.

Dosazenim za @y z rovnic (2,20) a (2,21) plyne, Ze rovnice (2,22) se redukuji,
za pfedpokladu vyjadteného rovnici (2,19), na identitu, Tim Jje véta dokazana.

Véta 2,2. Nutnd q postalujici podminka k tomu, aby kiivka lezela na kuseli se
stfedem v pocitky Pprostoru, jest, aby pro kasdé ¢ platila rovnice 2} — v = (,

Dikaz. a) Jestlife kfivka le#i na kuZeli, je tento jejim hyperoskulagnim kuZelem
v kaZdém bode a podle vé&ty 1,3 plati tudiz v kaZdém bode rovnice 24 — v — 0.

b) Necht v kazdém bods kfivky plati 21 — ' = g, Pak podle véty 1,3 existuje
v kaZdém bodg hyperoskulagni kuzel s rovnici

2,23) =+ vz + 2z =0,

Jestlize dokaZeme, ze vSechny tyto hyperoskulaéni kuzele splyvaji, bude tim
dokizano, e k¥ivka le¥i na kueli se sttedem v ‘pocatku prostoru. K dikazy po-

) n&:w&m na podminky

a) 2ka,, = (ka,y), b) k(a,, + .n_uv = (kay,), ¢) 2ka,, = (kay,),
(2,24) d) k(ay; + lagy + va,,) = (kays), )
€) k(as; + Aa;, + Vaz;) = (kays)', f) 2%k(ay3 + vays) = (kay;).
Uo“mm&ao-: 72 ay, z rovnice (2,23) a vo_.ommao-z k =1, plyne, %e rovnice (2,24)
se za pfedpokladu vyjadfeného rovnici 24 — v = redukuji na identitu, Tim je
véta dokazina. : '
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Véta 2,3. Numnd q postacujici podminka k tomu, aby kfivka bylg soucdsti ?,u,m
svazku nekuZelovych kvadrik se Stfedem v pocditky prostoru jest, aby pro ka3ds T
platilo 24 — v = 0, 1 — 43y = 9.

Dikaz. a) Jestlie kfivka Jje soudasti base svazky nekuZelovych kvadrik se
- stfedem v po4tku prostoru, tvoii tyto kvadriky v kazdém bodg svazek oskuladnich
nekuZelovych kvadrik se stfedem v poitku prostoru a podle vty 1,2 plati tedy
v kaZdém bod& 24 — 4 — 0, 4" — 44y = 0. ,

b) Nechf v kasdém bod¢ kfivky plati 24 — v =0, 3 — 42v = 0. V kazdém
bodé ktivky existuje podle véty 1,2 svazek oskulaénich nekuZelovych kvadrik.
Jejich rovnice miieme psit ve tvaru (2,20), kde a,, je parametrem svazku. Jestlize
dokéaZeme, Ye viechny svazky kvadrik splynou v Jjediny, bude tim dokazano, Ze ktivka
je souasti base svazku nekuZelovych kvadrik sestfedem v po&tky prostoru. K dikazu
pouZijeme pomocné véty 2,4, kde za zmingné svazky kvadrik vezmeme svazky pravs
vzpomenuté. Snadnym vypo&tem N_mmmsov Ze tam uvedené podminky (2,17) se re-
dukuji na rovnice (2,22), kde oviem za a5, je tieba polozit B(z, ay3). Polozme nyni

B(z, a35) = a,, -2 \ Adt. Prvni dva poZadavky kladené na funkei B(z, ay,) v po-
(4]

mocné ve&t€ 2,4 jsou trivislng splnény. Dosazenim do (2,22) za @y Z rovnice (2,20)
plyne, Ze rovnice (2,22) se za piedpokladu vyjadfeného rovnicemi 2 —-v =0,
=4y =0 redukujf na identitu, Tak je spln&n i tieti poZadavek kladeny v po-
mocné vét& 2,4 na funkci B(r, a,). Tim je véta 2,3 dok4zina.

Poznamka 2,1, v pomocnych vétich jsme nijak podstatn nepouzivali toho,
Ze prostor je ckvicentroaffinni. Véty lIze -ziejms vyslovit a dokazat pro libovolny
prostor zaloZeny na nékteré podgrupé centroaffinni grupy. Pfitom se oviem zménj
vyznam koeficients B;. Véty se také daji bezprostfedng roziifit na prostor libo-
volné dimense, ‘

Poznidmka 2,2. Podminka (2, 19) byla odvozena pro pfipad kiivek s 21 — ' *+0

pro kazdé . L .

Poznamka 2,3, <m~.3rm50 si, Ze kfivky s 1 = O splituji podminku (2,19) a lezi
tedy podle poznimky 2,2 na kvadrice, Snadno se nahlédne (pomoci rovnice ¢
Ze kiivka leZi dokonce v roving ktera neprochézi stfedem prostoru. Na druhé strang
je ze vztahu A = [r, e, r"] ziejmé, 7e pro rovinnou k¥ivku, kters neprochazi sttredem
prostoru, plati 4 = 0, Mime tedy v&tu: Numdg g postacujict podminka k tomu, aby
kfivka lezela v roviné, neprochdzejici pocdtkem prostory, Jest = (.

Poznamka 2,4, UkaZme, e k#i vky s konstantnimi ki vostmi, které le3{ na kvadrice

Se stiedem v pocdtku, Jsou kuZelosecky v rovindch, které neprochdzeji stfedem
prostory: : '
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Podminka (2,19) ddva 4 = 0. Odtud a zvV =0plyne2l - v =Q.Z poznamky 2,3
plyne, Ze kfivka lesi v roving, jeZ neprochézi stfedem prostoru. Podle véty 2,1 pak
plyne dale, ¥e le¥i na kvadratickém kuZeli. Odtud plyne dokazované tvrzeni. )

Poznamka 2,5. Ukazme jeSt&, Ze plati nasledujici véta: Nutng g postacujici
Ppodminka k tomu, aby krivka byla kuzeloseckou v roviné, kterd neprochdzi stiedem
prostoru, jest A =0, v = konst. V' Pfipadé v = 0 je tato kuselosecka parabolou,
v pFipadé v < 0 elipsou a v Pfipadé v > 0 hyperbolou.

Diikaz Z dikazu poznamky 2,4 plyne, Ze kfivka, pro kterou plati 4 = 0,v=
= konst. je kuZelosetkou v roving, neprochazejici stfedem prostoru. Je-li naopak
kiivka kuZeloseskou v rovin€, kterd neprochazi stiedem prostoru, musi pro ni podle
poznimky 2,3 platit 1 = 0 a podle véty 2,2 rovnost 24 — v’ =0 a tedy také v' = 0.
Tim je prva &ast véty dokazina. . ,

Necht uvaZovani ku¥elosetka ma parametrické rovnice r = (7). Zvolme v pro-
storu soufadnou soustavu {0, r,, ro, ro}. Plati tedy r = xr, + yro + zrg. Pomoci
v&t 1,2 a 1,3 a podminek 1 = 0, v = konst. se snadno nahlédne, 7e kuzelosedka lezi
Vrovin€ x = 1ana kuZeli —p? + v22 4 2xz7 = 0 a tedy také na vélci — p? + vz +

+ 2z = 0. Tento valec je parabolicky, elipticky, hyperbolicky podle toho, zda v = 0,
v <0, v > 0. Odtud plyne dokazované tvrzeni.

- Pozndmka. Obdobnym zpiisobem jako v této préci jest mozno zkoumat analo-
gické otazky v prostorech zaloZenych na jiné podgrupé affinni grupy. V Um@mmm
centroaffinniho prostoru je situace podobna jako v pfipadg nafem, jenom vypodty
Jjsou komplikovang;jsi. Kdybychom misto kvadrik s pevnym stfedem pouili obecnych
kvadrik, stala by se situace znagn komplikovangjsi, nebot by bylo tfeba uvarovat
styk osmého a devitého fidu,

Doslo 6. 4. 1960. - Katedra matematiky
Stavebni fakulty
Ceského vysokého uceni technického
v Praze

CONNPUKACAIUECH KBAAPUKHA KPUBBIX
B wHwSEmEHwarGGS.EEOZ ITIPOCTPAHCTBE

YectmMup Buurtep

Pesome

Pa6ora cocrour u3 ABYX 4acteil. B mepeoit wactu MCCIIENYETCS KaCaHue KPHBOH B B3KBALEHTPO-~
addunroM npocTpancrre ¢ KBaJApAKOH, LEHTP KOTOPOi B Havane npocTpancTsa. Mexay npoum
3[ECE MOKA3AHO, YTO B KaXKAOH TOUKe KpHUBOM, K KOTOpOM 21 — p’ 0, cymecrayer Towno onHa
HOKOHHYECKasl KBRJPUKa, HMEIOWASN C KpMBOH Xacamue HSTOro mopsika (4 u v npencraemmor
cooit sxBrIEHTpOAd PMHHEIE KpuBu3HEL). B ciydae 24 — »" = 0 Tagas KBagpHKa WM BooOme He
cymecTsyeT (ecmn 1” — 4yl 0) mnut (ecniu A7 — 40y = 0) cymecrsyer nenas ceaska TaKHX KBaApHK,
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B cnyyae 24 — v — 0 ¥ Tombko B ITOM cyyae cywecrayer ORHO3HAYHO OmpeneeHHbLt KOHyC
BTOPOro mopsaxa ¢ BCPIIMHOR B Havaje TIPOCTpaKCTBa, uMerommil ¢ KPHBOH xacamme msroro
nopsinka, Utak, toyxy KPUBEIX MOXHO Honpasnenurs Ha pasmsie TPymmst, CMOTps mo addunnoMy
XapakTepy Eoéﬁﬂx BRIDIC OAHO3HAWHO OUpERENeHHLIX KBampuk, B DepBoit yacTn paGorny
HAaUNEHEI Takske YCnoBuA Toro, yro6n YOOMAHYTHIE 3meCKH KBanpuxu umenn ¢ xpupoi Kacauue
IeCToro mopska.

Bo ®ropoit wacry HalIeHo Heo6xomumoe H NOCTATOYHOE ycnOBue TOro, 1ToGkt Kpusas mexaa
Ha mosepxuocty rroporo TopsnKa ¢ ueHTpom B Havasne npocrpancrea, a HMEHHO: B KaXI0if Toyke
AOJDKHO HMETh MecTo Q@A — vy — 44v)'— 2220 — V)] — (A — 4924 — ¥) = 0. Iputom
B Ciiydae 24—y’ 4 0 KpuBas nexuT Ha onmoi CIUHCTBEHHO% HEKOHMYECKOl KBaxpuke (4 He nexur
Ha XORyCe BTOporo opsnKa), B ciryyae xe 24—y = 0, 2 —4i» =+ 0 KpuBax nexur Ha €IHRCTBEH~
HOM KOHyce BTOpOro Topanka (2 He nexwur H2 HEKOHHYECKOH kBanpuke). B ciyyae 20—y =
=0, —4iv=0 H TONBKO B 3TONM CIysae KpuBas BXomur B COCTaB 6assl CBs3RE HEKOHH-
HeCKuX kBanpux. (B aTom Chy4ae kpusas nexr, KOHEYHO, K Ha Komyce, KOTOPEI IpH HaTexRamen

Pa6ora 3aKanyuBaercs HECKOTEKAMY 3AMEYaHUAMY O InToCKEX KPHBBIX, mIOCKOCTE KOTOPBIX
He npoxonut yepes Hasamo (A = (), p YaCTHOCTH O KOHMYeckux CedeRrX (A = 0, »’ = 0).

OMNCF>H‘~OZMOC>UW:Am DER KURVEN -
IM POCHNmZHWO\wmmmZmZ RAUM

- Cestmir Vitner
Ncmmsiozmmmmcum

Die vorliegende Arbeit besteht aus zwei Teilen. Im ersten Teil wird die Beriihrung von Kurven

im dquizentroaffinen Raum mit einer Quadrik behandelt, deren Mittelpunkt im Ursprung des

Raumes liegt. Unter anderem wird gezeigt, daf in Jedem Punkt der Kurve, fiir welchen 22—y 40

. 8ilt, gerade eine einzige nicht konische Quadrik, welche mit der Kurve die wonE:::m S-ter Ordnung
hat, existiert (4 und » sing 4quizentroaffine N&EB::WQ_V. Fiir den Fall, daB 24— — 0 ist,

existiert eine derartige Quadrik entweder nicht (fiir 17 44y % 0), oder (fiir 7 — 44y = 0) existiert

ein ganzes Biindel dieser Quadrik. Fiir den Fall 21 — " — 0 und nur fiir diesen Fall existiert ein

eindeutig bestimmter quadratischer Kegel mit dem Scheitel im Ursprung des Raumes, welcher

mit der Kurve die Beriihrung 5-ter Ordnung hat. Man Kann daher die Punkte der Kurve in verschie-

dene Gruppen einteilen je nach dem affinen Charakter der oben genannten Quadrik, Im ersten

Teil der vorliegenden Arbeit befinden sich auch die. Bedingungen fiir die Beruhrung 6-ter Ordnung

der oben erwihnten Quadrik mit einer Kurve,

liegt, die Giiltigkeit von Q@A — vy — 4AvY — 2224 — V)] — (@A — A2 —vY =0 in jedem
Punke ist, Fir den Fall, daB 24 __ ¥ 3= 0 ist, liegt die Kurve auf einer einzigen nicht konischen

meters dem Biindel nicht angehort.)
Die Arbeit wird mit einigen Woan:n::mo: iiber ebene Kurven, deren Ebene nicht durch den
Ursprung geht (1 = ), abgeschlossen, Speziell werden Kegelschnitte (=0, = 0) behandelt.
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