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O STRUKTURE FUNKCI VICE PROMENNYCH
NA KONECNYCH MNOZINACH

OLDRICH KOWALSKI, Brno

Uvod

Ke vzniku této prace pfispély dva hlavni podnéty. Jednim z nich byl ¢lanek
V. 1. Arnolda uvefejnény ve 3. €isle shorniku Mat&matiteskoje prosvjeSenije s na-

zvem O vyjddieni funkci nékolika proménnjch ve tvaru superpozice funkci mensiho

poctu. proménnych. Clanek informuje popularné o komplexu otdzek z teorie funkci,
které souvisi s tzv. 13. Hilbertovym problémem. V této problematice dosahli velkych
uspéchi mladi sovE&titi matematici pod vedenim akademika Kolmogorova. V ¢lanku
je také naértnut dikaz jednoho ze st&Zejnich vysledki: Bylo dokazano, Ze kaZdd
spojitd. funkce k redlnych proménnych definovand na kompaktnim intervalu, se dd

vyjddFit ve tvaru superpozice koneéného poltu spojitych funkci jedné proménné a funkce -

flu, vy =u+ v.

Druhy podnét ke své praci jsem nalezl v knize R. Péterové Rekurzivni funkce. Jde:
o nasledujict vysledek: ,,Viechny vicemistné primitivné rekurzivni funkce lze sestrojit
z jednomistnych primitivné rekurzivnich funkci a jediné dvoumistné funkce a + n
pouze pomoci substituci*. (Viz rusky pieklad knihy, vyd. Moskva 1954, str. 81.)

Zauvjala m& tato formalni~podobnost dvou vysledki zcela odliSné matematické
povahy, z nichZ jeden se tyka jistych funkci na Ciselném kontinuu a druhy jistych
funkci definovanych na mnoZiné celych nezapornych &isel. Snazil jsem se nalézt
formalni analogii ve struktufe funkci nékolika promé&nnych na konenych mnoZinich.
Takova analogie byla také snadno nalezena a je nejlépe vyjadiena ve vét€ 2 této
prace. -

1. UvaZujme mnoZinu R o n + 1 prvcich, kde n je pfirozené Cislo. V dalSim bude
uelné predpokladat, Ze prvky mnoZiny R jsou &isla 0, 1, ..., n. Znakt +, X budeme
uZivat vyhradn& pro vyjadieni operace s¢itani podle modulu n + 1 na mnoZin€ R.
Funkcemi k promé&nnych na mnoZin& R budeme v dal$im nazyvat zobrazeni kartézské
mocniny R* do mnoZiny R. V nai praci se zabyvame moZnosti vyjadfeni funkci k&
prom&nnych na mnoZin& R ve tvaru superpozice funkci mensiho poctu proménnych.
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2. Nejobecngjsim vysiedkem v této préci je nasledujici véta:

Viéta 1. Kadd funkce k proménnych na mnoziné R (k = 2) se dd vyjddFit ve tvary
superpozice funkci jedné proménné a funkci dvou proménnych.na R a konstant.

Dikaz. Definujme n + 1 funkei jedné proménné (0, x), (1, x), o 5(n, x)

vztahy: 6(, x) = 1 prox =i xi=0,1 .7
8(i,x) =0 pro x = i.

Dile definujme pro libovolné prirozené &islo r funkei
g (uy, Uzs oees u,,,) r + 1 proménnych vziahy:

gy, tys ooy ) = Uppq, jsOUdi 2y, 2p5 s Upnt F 0,
gy, Uy ooy Upyy) = 0, Je-li aspofi jedno u; rovno 0.

Potom pro libovolnou funkci f{xy, X2, ---» x,) na mnozing R plati vztah

@) SO 5 en ) = & 5 e T 80, 5, ey 8is 3 Sl i i)

i1=0i2=0 =0

O platnosti formule (1) se miZeme presvédéit piimym dosazenim libovolné, ale

pevné k-tice hodnot (ry, 73, -.-» r.) z mnoZiny R za proménne Xy, X3, .. X
- - v 4
Déle zfejmé plati

gy, ugs s Ups1) = Ex- (g1(uy, 1), 435 - Upsy) = .-
o = g1l81(g1( 811 ), -+)s Yds T

funkee gu(uy, Uy, .o Ur) K+ 1 proménnych je tedy (k — C-waowmoc mﬁvo&woﬁom
funkce g4(u, v) dvou proménnych. Pravou stranu m@mBEo (1) pak miZeme povazovat
za mnohonasobnou superpozici funkei 8(0, x), 51, x), --., 8(n, x), g1, v), o(u,v) =
= u + v (mod n + 1) akonstant. Tim je dikaz proveden. o
3. Z dokézané formule (1) snadno plyne zndma véta o moZnosti <ucma‘_.oE <mwo~w
booleovskych funkci nad dvouprvkovou Booleovou algebrou v tzv. iplné H,SHB&E
spojové formg. (V daldim uZijeme obvyklého oznaCovani svazovych operaci.)
Polo¥me k tomu ielu n = 1 a povazujeme mnozinu Ry = {0, 1} za dvouprvkovou
Booleovu algebru. Snadno se vidi, Ze pro funkee (0, x), 8(1; x) definované na mno-
Zin& R, plati .
o1, x)=x pro xe Ry,

@ 50, x) = x pro x € R, (operace dopliiku).

If

Dale pro libovolné piirozené &isto r ziejm& plati
N...A_.:u Uys -ees §w+ﬁv = Uy N &N e DV Uy

Poviimn&me si konetng, Ze pro kazdou k-tici hodnot (ry, ras -+ 1) Z x_<=w3~<m
nejvys jeden sGitanec na pravé strané formule (1) nenulové roaan. chon zna-
ménko ve formuli (1) lze tedy naliradit znaménkem operace spojent. Z té&chto po-
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znamek plyne, Ze vzorec (1) vyjadiuje booleovskou funkci f(x,, x,, ..., x;) v uplné
normalni spojové formé.

4. Vrafme se zpét k pfipadu obecného n.

Véta 2. Ka?dd funkce k proménnych na mnoZiné R o n + 1 prvcich, kde n = 2,

e
wr

dd se vyjddFit ve tvaru superpozice pevnych t¥i funkci jedné proménné a funkce g(x, y) =
=x 4y (modn + 1).

Dikaz. Zavedme dalsi funkce jedné proménné ¢(x), s(x) vztahy:

ox)=1+..+Gx—-Dprox=1,..,n060) =1+ .. +n),
s(x)=n+1—x=—x(modn + 1).

V odstavci 2 jsme vyjadfili kaZdou funkci f{x, X5, ..., X;) k prom&nnych na mnoZin€ R
ve tvaru superpozice funkci 6(0, x), 6(1, x), ..., &(n, x), g,(1, v), o(4, v) a konstant.
Véta bude dokazéna, podafi-li se ndm vyjadfit funkce 8(1, x), ..., é(n, x), g:(w, v)
a vSechny konstanty z R ve tvaru superpozice tii zdkladnich funkci é(x) = (0 “Hv
5(x), o(x), jedné proménné a funkce g(u, v). o
. gomsoﬁ takového vyjadfeni pro funkce 4(1, x), ..., d(n, x) a WQESE.% plyne
ihned z nasledujictho systému vztahii: : ‘

s[s()],
alx, s(x)),
4(0),

e(1, 1),

(&)

o= O K
Il

It

n=oor-1,1),
8@, x) = dlo(x, ()] proi=12,..,n

Jen o malo sloZit&ji lze vyjadkit funkei g1(u, v); v tomto pripad¢ se ukazuje moamﬁmgoc
podminka n = 2:
) g1(u, v) = a6+ o(v) + a(6))] + slo(v + s@))] +
+ mE?v + 8(v)] + s[6(5(w))).
Predng, ptihlédneme-li k prvému ze vztahb (3), vidime, Ze vyjadieni (4) ma poZado-

Wﬂb% tvar. K samotnému diikazu pak ozname A(u, v) pravou stranu formule (4).
ati

h0, v) = 3[8(x) + 8(0)] + sI3(3(O))] = 8[5(v) + 11 + s[8(1)] = O,
prou % 0 h(u, 0) = o(2) + slo()] + &(1) + 5[50 =1 -0+0—-1=0

apro u %= 0, v & 0 dostdvame
h(u, v) = o(v + 1) + s[e(v)] + 6(0) + 5[6(0)] = ».
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Odtud plyne g,(u, v) = h(u, v) podle definice funkce g, a formule (4) je dokazana.
Tim je soutasnd dokazina véta 2.

5. Véta 2 se ned4 roziifit pro pfipad n = 1. Podrobné je tento fakt vyjadien
nasledujici vétou:

Viéta 3. Na mnoZiné R, = {0, 1} existuji funkce libovolného poctu (nejméné oviem
dvou) proménnych, které se nedaji vyjddrit ve tvaru superpozice funkci jedné proménné
a funkce g(u, v) = u + v (mod 2).

Véta je disledkem nasledujiciho lemmatu:

Lemma. Pro kasdé pFirozené &islo k existuje na mnoZiné Ry = {0, 1} presné 2}

funkcl k proménnych, které jsou superpozicemi funkci jedné proménné a funkce 6(u, v) =
= u + v (mod 2). V3echny tyto funkce jsou tvaru

®) F(gs Xy ooy Xi) = E1Xy + E2X3 + oo F BXp T &0 - 1,
kde ¢; pro i = 0, 1, ..., k nabyvd hodnoty 0 nebo 1.

Dikaz. Na mpoZiné R, jsou definovény pravé €tyfi funkce jedné proménné, a to
funkce 0, 1, x, x + 1, které jsou vesmés tvaru (5). Piedpokladejme, Ze také viechny
funkce, které jsou nejvyse r-hdsobnymi superpozicemi t&chto funkei a funkce g(, v),
jsou tvaru (5). Necht funkce (%4, X3, - » X;) k proménnych se da vyjadfit ve tvaru
nejvyie (r + 1)-ndsobné superpozice funkei 0, 1, x, x + 1, o(u, v). Potom budto
existuji dvé funkce g, h takové, Ze Veys Xgs oo s X) = 8lXpys Xpys 05 X + h(x;,,
Xjys weer Xj,) funkce g, & jsou nejvyse r-nasobnymi superpozicemi zékladnich funkei,
jsou tedy podle pfedpokladu tvaru (5). Nebo existuje jedind funkce g tvaru %)
takova, Ze

Fxys Xy ooes %) = 8(Xiys Xiyy -5 Xy,) + & 1,

kde ¢ m@Ze mit hodnotu 0 nebo 1. Odtud snadno plyne, e také funkce fx1, X3, ..-» Xi)
je tvaru (5). Tim je lemma dokazano uplnou indukei.
Jak je znamo, viech booleovskych funkci k proménnych na mnoZing R, je pravé 2%

Pondvad? viak pro k = 2 je 22" > 2¥*7, existuji nutnd booleovské funkee k pro-
ménnych, které se nedaji vyjadfit ve tvaru (4). Tim je dokazana vé&ta 3.

Dodatek. V dobg, kdy tato price byla jiZ v tisku, byl jsem upozornén na praci
Jablonského [1], ktera se zabyva podobnou problematikou, totiZ konstruktivni teorii
funkci k-hodnotové logiky. V tomto odstavei bych chtdl srovnat nékteré pojmy
a vysledky prace [1] s vysledky predchozich odstaved. .

Funkci k-hodnotové logiky se u Jablonského nazyvé funkce libovolného poctu
proménnych, jejiz argumenty jsou definoviny na mnoZiné Ex=1{0,1,..,k— 1}
4 oborem hodnot je ti% mnoZina. MnoZinu viech funkci k-hodnotové logiky pro
dané k oznaduje autor P*. Systém funkci z P* se nazyva funkciondlné dplny v P,
jestlize kaZda funkce z P* se da vyjadfit ve tvaru superpozice funkei tohoto systému.

Pojem superpozice u Jablonského se pti tom pongkud lisi od téhoZ pojmu v nasi
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praci:. Pfi postupném konstruovani novych funkei ze zakladniho systému lze v naSem
pojeti za proménné nékteré komstruktivng urfené funkce dosazovat zdsadng jen
dalsf, rovnéz konstruktivng urdené funkce; v pojeti Jablonského je moZno za pro-
ménné kromé funkci dosazovat také libovolné nové @woB,mcam. Superpozice funkci
v naSem pojeti je tedy i superpozici podie Jablonského. B

V- [1] se pfedn& uvadi na str. 62 véta:

Systém funkei 0, 1, ..., k — 1, max (x, y), min (x, ), j(x) 0 £ i £ k — 1), kde

i) = k—1 ?.oxuw.,
0 pro x % i,
je funkciondlné uplny v P*.

Ptitom vyjadfeni ka%dé funkce z P* je dano formélnim vyrazem, ktery je zobecné-
nim uplné spojové normalni formy. Tim je déna analogie s naSim vzorcem )
z odst. 2. . .

V dalim se autor sna¥i sniZit po&et zakladnich funkci hotejifho systému a dochazi
k vysledku, e jedind funkce max (x, y) + 1 tvo¥ ji funkciondiné dplny systém v P*
(str. 63). .

Uzijeme-li nové terminologie, dokazali jsme ve v&t€ 2 nasi prce, Ze systém funkci.

8(x), a(x), s(x), o(x, y) je funkciondlné uplny v P**1 pFin = 2. To, %e nas tplny systém
obsahuje v&t§i polet funkci, je oviem zpasobeno specidlnimi vlastnostmi funkce
ox . .
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O CTPYKTVPE OVHKIIUN HECKOJbKHUX NEPEMEHHBIX
HA KOHEUYHBIX MHOXECTBAX

H.O_.EUE Kopanckm

Pe3oMe

B Hacrosumeit paboTe u3ywaeTcs CTPYKTYpa QyHKImH, 0TOOpaXarolMx APIMOE MPOU3BEICHHE
Rk x 3x3eMILIAPOB KOHEYHOro MHOXecTea R = Ao._.n. ., 1} B MHOXECTBO R, ®ynxupu 3Toro poaa
MBI 30€Ch Ha3biBaeM (YHKIMSIME k IepeMeHHEIX Ha muoxecTse K.

IIpexe Beero mpuBoaETcs dopmyia (1), xoTopas BerpaxaeT Mobyro yHkumio k IepEMEHHBIX,
3aJaHHYIO HA MHOXECTBE R B BHIE-CYNEpIIOZHIMH (GyHKIHK OBYX NEPEMECHHBIX, bysxumit opHOK
nepeMeRHOR H HOCTOSHHBIX 3 R cdix,a 2). .

Tlonaras » Ramek opmynen = 1, T.e. R = APS. MBI HOJIYYUM JIETKO TEOPEMY O BO3MOXHOCTH
TpencTaBineHns Beex Byneppix gymxmi, 3amanHex Ha Bynepol anrebpe ¢ IByMs 3MEMEHTAMUK
B T. Ha3. COBEPINCHHONK JANUIHIOHKTHBHON HOPMAJILHOM dopme (ayuxT 3).
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Ecimw, ORHaK0, MHOKECTBO R mmeer Gonee yeM JiBa 3NIEMEHTA, TO MBI IPHJEM HA OCHOBE Gonee
JETaNBHOrO aHAMK3A MCXOMEHON (DOPMYMbL K 3AKIIOUEHHIO, YTO KAXAYIO PYHKIMIO K NEPEMCHHDBIX
Ha MHOXeCTBe R MOXHO BBIDa3HTh B BHAE CYMEPIO3ULHM TPEX CTAHNAPTHRHIX dyuxumit §(x), o(x),
s(x) omao# nanZoEowv: enuuCTBEHHOR (yHKIMH o(u, ¥) = u + v (MoR n + 1) HBYX mepeMEHHBIX
(ay=KT 4).

C Apyro# CTOPOHBE MIOKA3RIBAETCS, YTO HA MHOXecTBe Ry = {0, 1} imMeroTcs GyRKIHM HECKOMBRAX
flepeMEHHBIX, KOTODHIC HeNb3sl BHIDA3uTh B BHAE CYNEPHO3HUMHM GyHKUMH ofHOH TepeMEeHHOM
# by u + v (Mox 2) (ayHKT 5).

B komme paboTH yKa3aHbl HEKOTOpbIe CBA3EL ¢ paboToit S6nonckoro [1}.

UBER DIE STRUKTUR DER FUNKTIONEN VON MEHREREN
VERANDERLICHEN AUF DEN ENDLICHEN MENGEN

Oldiich Kowalski

Zusammenfassung

In dieser Arbeit studiert man die Struktur der Funktionen, die die k-fache kartesische Potenz
Rk der endlichem Menge R = {0, 1,..., n} in dic Menge R abbilden. Die Funktionen von dieser
Art werden als Funktionen <&=\*.<n&=ao~=oro= auf der Menge R genannt. Vor allem wird eine
Formel eingefiihrt, die eine g:ocmm,o Funktion von k Verinderlichen auf R in der Form einer Super-
position der Funktionen von zwei Verédnderlichen, der Funktionen von einer Verdnderlichen und
Konstanten aus R ausdriickt (siche (1), Absatz 2).

Setzen wir in unserer Formel n = 1, also R = {0, 1}, so bekommen wir leicht den Satz iiber
die Darsteliung aller Booleschen Funktionen iiber einer aus zwei Elementen bestehenden Booleschen
Algebra in der sogenannten normalen Vereinigungsform (Absatz 3).

Besitzt die Menge R dagegen mehr als zwei Elemente, so kann man durch ausfithrlichere Analyse
der Ausgangsformel zeigen, daB jede Funktion von & Verinderlichen auf der Menge R = {0, 1,...,n}
als eine Superposition der drei festen Funktionen von einer Verinderlichen 8(x), a(x), s(x) und
der einzigen Funktion von zwei Verdnderlichen o(u, v) = # + v(mod n + 1) ausgedriickt werden
kann (Absatz 4). i

Es liBt sich dagegen die Existenz der Funktionen auf der Menge Ry = {0, 1)} beweisen, die
nicht als Superposition der Funktionen einer Verdnderlichen und der Funktion # + v(mod 2)
ausgedriickt werden konnen (Absatz 5). )

Im Schluf sind einige Zusammenhénge mit den Resultaten von Jablonskij [1] gezeigt.
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