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POLOGRUPY, V KTORYCH KAZDY LAVY
VLASTNY IDEAL JE GRUPOU

RENATA HRMOVA, Bratislava

Nech S je pologrupa. Hmé\\a‘ idealom pologrupy S nazyvame neprazdnu pod-
mno¥inu L < S, pre ktort plati SL < L; pravy ideal pologrupy S je nwvnmanm
podmnoZina R < S, pre ktora plati RS = R. MnoZina N = S, ktora je sucasne
Tavym i pravym idedlom, nazyva sa obojstranny ideal.

Lavy ide4l L nazyva sa minimalnym lavym idedlom pologrupy S, ak neexistuje
Tavy ideal L' & L, pre ktory plati L’ < L. Analogicky definujeme pojem minimalneho
pravého a obojstranného idealu.

Lavy ideal L pologrupy § nazyva sa ._o_ maximalnym Tavym idéilom, ak ne-

v@cm::n Tavy idedl L + S, pre ktory plati L & L. >=m_om~ow< definujeme Bmx::m_uv.

pravy a obojstranny ideal. :

Pologrupa P nazyva sa zlava _.naaoacor? ak pre kazdé ae P plati Pa = P.
Takato pologrupa neobsahuje favy idedl L + P. Pologrupa P je teda Zlava jednoducha
prave vtedy, ked ku kazdej dvojici a, b€ P aEmE._o také xe P, Ze xa = b.

§.Schwarz v praci [1] nagiel konStrukciu Vietkych pologriip, ktoré nie si
grupami a v ktorych kazdy vlastny Tavy i pravy idedl je grupa. Takéto pologrupy
nazval F-pologrupami.

V tejto praci sa budeme zaoberat pologrupami, v _QoQor kazdy lavy vlastny
ide4l je grupou. PretoZe zlava jednoduchi pologrupa neobsahuje Tavy idedl + P,
je u&elné zaviest tiito definiciu:

Definicia 1. Pologrupa S nazyva sa m.ﬁ&emx:hc:, ak nie je zlava jednoduchd
a kaZdy jej viastny lavy idedl je grupou.

V tejto praci nijdeme konstrukciu vSetkych F-polograp.

Na zadiatku uvedieme niekolko pomocnych viet, ktoré si via&Sinou zname.

Lemma 1. Nech L je lavy idedl pologrupy S a P zlava jednoduchd pologrupa, pre
ktori plati P = S. Ak L 0 P % @, potom P < L.

Dokaz. Nechae L nP. Potom P=Pac PLcL, &bt a

Lemma 2. Nech L je minimdiny lavy idedl pologrupy S. Nech ae S. Potom aj La
Je minimdlny lavy idedl pologrupy S. . .

Dékaz. Pozri {1}, Lemma 3.
Priamym désledkom lemmy 2 je
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Lemma 3. Ak pologrupa S obsahuje prdve jeden minimdiny lavy idedl L, potom
pre kazdy prvok a € S plati La = L a L je aj minimdlny obojstranny idedl pologrupy S.

Lemma 4. Nech N je maximdlny obojstranny idedl, kiory nie je obsaZeny v Fiadnom
Tavom idedli + S. Oznaéme T = S — N.

a) Ak T obsahuje viac elementov nes ‘jeden; alebo ak ‘T obsahuje prdve jéden idem-
potentny element, potom T je zlava jednoduchd pologrupa, ;

b) Ak T obsahuje prdve jeden element u, ktory nie je idempotent, je u* € N.
Dékaz. Je obsiahnuty v dokaze lemmy 4 préce [1].

Lemma 5. Nech P je zlava jednoduchd pologrupa a G je grupa. Nech ¢ je homo-
morfné zobrazenie P do G. Potom o(P) je grupa.

Ddkaz. MnoZina ¢(P) nevyhnutne obsahuje jednotku e grupy G. Pre kaZdé
a € P plati totiZ Pa = P, takZe ku kaZdému prvku a € P existuje prvok ¢, € P taky,
Ze e,a = a. Oznadme ¢(e,) = x, ¢(a) = y. Potom ¢(e,a) = ¢(e,) p(a) = xy. PretoZe
viak @(e,a) = @(a) = y, plati y = xy. Ked¥e x, y € G, je x = e. Treba eite ukazaf,
Ze ku kazdému prvku ¢(a) € o(P) existuje Tavy inverzny element. Podla predoslého
existuje ku kaZdému prvku ce P také e € P, 7¢ e.c = ¢ a ¢(e.) = e. PretoZe P je
zlava jednoducha woﬁom:%w,_ existuje ku kaZdej dvojici prvkov a,e.e P prvok
beP taky, Ze ba = e,.. Teda ¢@(ba) = @(b) ¢(a)
o(a) € o(P) existuje Tavy inverzny element [p(a)]~*

e, t. j. ku:-kaZdému prvku
o(b).

¥ % X
Teraz si v§imneme niektoré vlastnosti F-pologriip.

Lemma 6. V' F-pologrupe je kaZdy jej viastny lavy idedl sicasne jej maximdlnym
i minimdinym lavym idedlom. : _ ,

Dodkaz. Nech S je F-pologrupa a nech L je jej vlastny lavy idedl. Nech L' £ §
je Tavy vlastny ideal pologrupy S, pre ktory plati L < L'. Pretoe L' je grupa, je
nevyhnutne L = L', a ted@'L je maximalnym idealom pologrupy S. Podobne ukézeme,
Ze L je minimalny Tavy ideal. o o

Na prikladoch mo¥no ukézaf, Ze existuji Fi-pologrupy, ktoré obsahuja dva
Tavé vlastné idedly, i F-pologrupy iba s jednym vlastnym lavym idedlom. -

Lemma 7. Ked S je F-pologrupa, potom nastane prdve jeden z tychto dvoch pri-
padov: . o

A. S md prdve dva viastné lavé idedly L,, L, a Em:,.w =L, ul,, h._ nL,=90.
B. S md prdve jeden lavy viastny idedl.

Do6kaz je obsiahnuty v ddkaze lemmy 2 prace [1].
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Lemma 8. Nech S je Fy-pologrupa, kiord obsahuje prdve jeden minimdlny lavy
idedl L + S. Potom L je sucasne jedinym maximdlnym lavpm i jedinym maximdlnym
obojstrannym vlastnym idedlom pologrupy S.

Dokaz Zlemmy 3 vyplyva, Ze L je vlastnym o.co_.m:m.usv:: idealom mo_omn.ca S.
Z lemmy 6 vyplyva, Ze L je maximélnym favym i maximélnym obojstrannym vlastnym
idealom pologrupy S. ‘ .

V daliom sa budeme osobitne zaoberat pripadmi A aBzlemmy7.

Pripad A

Podobne ako v praci {1] moZno dokazaf tvrdenia: o

Nech S je F-pologrupa, ktord obsahuje prave dva favé vlastné aam_.v\ L,, L,.
Nech ey, €, st jednotkové elementy grip L,, L,. Potom hw = N.L? Ems mmww = e
G, k=1,2) a S je sprava jednoduché pologrupa, mNoBon?m s direktnym sucinom
G x {e;, e;}, kde G je grupa, izomorfna s grupami L,, L,. . o

Naopak, ked G je lubovolna grupa a mnoZina {e;, e,} je wo_om—,_..%m, <. _meﬂ
je definované nisobenia vzfahom e, = ¢ (L k=1, N.vv ?wﬂoB aﬁawanv\.w:o:.w
S =G x {e;, e} je m-vo_omawm. Pologrupa .m obsahuje prave dva vlastné Javé
idealy G x e;, G x €3, ktoré s zrejme grupami.

Pripad B

Nech S je Fi-pologrupa, ktord ma prave jeden Iavy viastny Eww_ h < dosledku
lemmy 8 je L maximalnym obojstrannym i BmiB&QB.HEQE idealom polo-
grupy S, a teda podla lemmy 4 treba rozoznavat m<m pripady: o .

@) § — L = {u}, kde u nie je idempotent, teda u” e L. Z,o.ow eje _an.w:nw grupy hw
Oznatme b = eu. Potom beL a zrejme u’ = b2, Dalej pre kazdé xeL plati
bx = ux a xu = xb. , ‘ \

Nech teraz naopak G je grupa a nech u je Tubovolny element, pre ktory plati
unon € G. Zvolme Tubovolny prvok b € G, utvorme mnozinu S = G U {u} a defi-
nujme v nej nasobenie -takto: :

a) X0y = Xy, ked x, y e G,
b)uou=>b
©) 4 ® x = bx, x ®u = xb pre kazdé xeG.

Lahko mo¥no dokazaf, e S je pologrupa. Budeme ju oznafovaf znakom
S[G,.u, bl. , S _

Rovnako je zrejmé, Ze S je F-pologrupa, ktora obsahuje jediny vlastny lavy
idedl G.
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B) Nech S je F-pologrupa, ktora ma prave jeden Tavy idedl L a nech mnoZina
S — L = P pozostava alebo z jedného idempotentného elementu, alebo nech po-
zostava z viac prvkov neZ jedného. Podla lemmy 8 a podfa lemmy 4 plati § = LU P,
LA P =0, kde L je grupa a P zlava jednoduchd pologrupa.

Nech e, je jednotkovy element grupy L. Pre kaZdy prvok a € P plati ae; € alL < L.
Ukéazeme, Ze zobrazenie a — ae, je homomorfné zobrazenie pologrupy P do grupy L.
Ak totiz aeP, beP a a— ae,, b — bey, plati (ab) eq = a(bey) = aleq(beo)] =
= (ae,) (bey). Podla lemmy 5 je teda zobrazenie ¢(a) = ae, zobrazenim zlava
jednoduchej pologrupy P na istd podgrupu grupy L.

Nech naopak P je Tubovolna zlava jednoducha pologrupa a G Iubovolna grupa,
pre ktori plati GNP = . Nech ¢ je homomorfné zobrazenie pologrupy P do
grupy G.*) Oznatme néasobenie v pologrupe P znakom (..), nésobenie v grupe G
znakom (.). Zostrojme mnoZinu S = {P U G} s nasobenim ©, definovanym takto:

x..y, ked x,y€P,

x.y, ked x,y€G,
x0y
o(x).y, ked xeP,yeG

x.0(), ked xe G, yeP

Lahko dokAZeme, Ze nasobenie ® je asociativne a ¥e mnozina S je teda polo-
grupa. Budeme ju oznafovat znakom S[P, G, ¢l.

Nech teraz e, je jednotkovy prvok grupy G. Potom pre kazdy prvok a € P plati
ola) = p(a) . eq = a © e;. Zobrazenie ¢ pologrupy P do grupy G je teda cha-
rakterizované vzfahom ¢@(a) = a © €.

Nakoniec ukid¥eme, e pologrupa S = S[P, G, ¢] je Fypologrupa, ktora obsahuje
prave jeden Iavy vlastay ideal. Grupa G je zrejme vlastny Tavy a dokonca obojstranny
" ideal pologrupy S[P, G, ¢]. Nech L # G je Tavy ideal pologrupy S[P, G, ¢]. Potom
LAP+0 a z lemmy 1 vyplyva P < L. Dalej plati S© L < L. KedZe pre kazdy
aeL vyplyva ep @ a=¢,.9(@)eG, GNL* (. Preto je podla lemmy 1 G < L.
Uhrmom S=PuGc L, t.j. S=L &b . t.d

7 tvah v odsekoch &4 B vyplyva priamo tento konecny vysledok:

Veta. Pologrupa S je F-pologrupou vtedy a len vtedy, ked je izomorfnd s polo-
grupou, ktord patri do niektorej z tychto tried pologrup:

a) trieda pologrip typu G x H, kde G je grupa a H je pologrupa pozostdvajiica
z dvoch idempotentov, medzi ktorymi je definované ndsobenie vzfahom e = €,
G, k=12

b) trieda pologrip typu S[G, u, b},
c) trieda pologrip typu SIP, G, ¢}.

* Konstrukcia vietkych homomorfnych zobrazeni zlava jednoduchych pologrip do grupy je
opisana v praci [31. O homomorfizmoch $pecidlnejich pologrip hovori prica (4.
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NOJIVIPVIITB, B KOTOPYX BCAKWUM JEBBIA UAEAJL
* ABJIAETCA FPYIION

Penata 'pmMoOBa

PesmoMe -

B Hacrosureil craTbe 0GoBWAIOTCA Pe3yIbTATHL cratod {1}

IMonyrpyma S Ha3bIBACTCH OpocTOil clieBa, €C/iu OHA HE COHEPXKUT OTIMYHBIX OT S JIEBBIX
BAeanos. )

Tomyrpynna S Ha3bBACTCHA Fj-monyrpyrmiol, ecma OHa HeE aBseTCA IPOCTOH ClieBa M BCAKAM
ec Jieppiit HAEAN, OTIMUHBIA OT S, ABIACTCA rpyrmoH.

B craTbe HOKa3BLBAIOTCH STH Pe3yJIbTaThL:

B F;-monyrpynme BCe OTTMHBIC OT S NleBBic ANCANBL ABNAIOTCA ONHOBPEMCHHO MaxCHMaTTbHBIMHU
¥ MUEMMATLHBIME H/€aaMu 3TOH NONyrpyIiikL.

Eciu S sipnsercs F-HOIYTPYMION, TO HMEET MECTO OnMH B TONLKO OJMH H3 CICAYIOLIMX Cay4aes:

A. B S cywiecTsyeT [iBa Da3THIHBIX JIEBLIX HACATA LSS L, S S wuMeeT MECTO S = LiuLy
L,NL,=0.
B. B S cymecTByeT TOJBKO OZMH nepuiit muean L M S.

BygeM TOBOPHUTE, Y10 poayrpyima S ABNACTCH [ONYrpymIof THNa S(G,u,b) ecnu S = Gu ?w.
roe G — Tpymia, u —— 3JEMEHT ¢ G B MyJITHILTHKALHH ® B S onpelieNiena CIenyOmuM 06pajoM:
x@y=xyn x.wmﬁ:@:“% ISt HEKOTOPOro beGuOx=0bx,xOu=xb nns moboro
x e G, roe xb, bx ABIAOTCA DPOU3BEACHASAME JIEMEHTOB B rpynne G.

Ilycts ¢ — roMomopduaM IpOCTOH ClieBa ITORYrPYIIIEl P 8 rpynny G. FoBopum, Y10 NOIY-
rpynna S SBiseTCA nonyrpynmno#t tena S(P, G, @), ecnm S = GuUP, GN P={ 1 MynTHITTKAIUSA
@ B S onpepenesa npy MOMOLH MyJITHIUIAKALAA (..) B OJYTPYHIC Py MyJITAIUTAKALAH () B rpyi-
e G CIeAyIoIEM obpasom: x @y = X..JY s x, yeP; x@y=x.y I X yeG;, x@y=
= g(x).y s xe P, yel; x@y=x.p() mm xeG,yeP.
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B craThe AOKa3laHa Teopema:
[Honyrpynna S ssiseTca Fi-OAyrpynnol Toraa M TOJMBKO TOTAA eciy OHA u3omopdHa nony-
rpymne, NpUHAAIeKAIEH OJHOMY H3 CIEAYIOIHX KIaCCOB [IOyrpynIt:

a) Knacc momyrpymmn thna G X H, roe G rpymma u H = ?T«mv — HOJyrpymnna, B KOTOpoif
ee,=¢e (I, k=1,2), .

6) Kmacc nonyrpynn tuna S(G, u, b),

B) Knacc nonyrpynu trna S(P, G, ¢)-

SEMIGROUPS IN WHICH EVERY PROPER LEFT IDEAL IS A GROUP
Renidta Hrmova

Summary

The purpose of this paper is a generalization of results of the paper [1].

A semigroup S is called to be left simple if it does not contain a proper left ideal.

A semigroup S is called to be an Fy-semigroup if it is not a left simple semigroup, but every left
proper ideal of S is a group. ‘

In this paper following results are proved:

If S is an Fi-semigroup, then every left proper ideal of Sis a maximal and also a minimal proper
ideal of S. )

If S is an Fj-semigroup, then one and only one of the following cases holds:

A. S contains precisely two different proper left ideals hu. S L,gSand S=LyuL,
L; N L, = {J holds.

B. S contains a unique left proper ideal.

By semigroup of the type S(G, u, b) we mean a semigroup S = {G U u}, where G is a group,
u is an element non € G with the multiplication @ defined as follows: x @ y = xy for x, y€G,
u®u—=>btforsomebeG, u® x = bx, x @ u = xb, for every x e G; xy, bx, xb are the products
of the elements in the group G. C ,

Let @ is a homomorphic mapping of a left simple semigroup P into the group G. By the semi-
group of the type S(P,G, gy we mean a semigroup S = {GUP}, GNP= @, with the multipli-
cation @ defined by the multiplication (.) in the group G and by the multiplication (..) in the
semigroup P, as folloys: x @ y = x .y forx,yeP, x@y =x.yfor x,y€G, x0y=o¢Xx.¥
forxeP, yeG, x0y =x.¢0), for xeG, yeP. .

In ﬂEm. paper following theorem is proved:

A semigroup S is an F;-semigroup if and only if it is isomorphic with a semigroup bellonging
to one of the following classes of semigroups:

a) The class of semigroups of the type G X H, where G is a group and H = {e,, e,} is a semigroup
in which eje, = ¢, (i, k =1, 2). o

b) The class of semigroups of the type S(G, &, b).

.©) The class of semigroups of the type S(P, G, @).
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