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O SUCTE DVOCH LINEARNYCH
PODPRIESTOROV

. TATIANA MEDEKOVA, Bratislava

V n-rozmernom projektivnom priestore B zavedieme séitanie dvoch bodov takto
(podrobnejsic pozri [1]): Zvolime s&itaciu nadrovinu @ a potiatok s&itania bod O ¢ w.
7a sadet dvoch bodov A, B, neleZiacich sttasne v nadrovine , budeme vo<mmo<mm
bod (4 + B), ktory zostrojime ako priese¢nik spojnic TME a T.w.\:, pricom body AaB
sG prieseCniky spojnic {0A] a [OB] s nadrovinou . Ak 4 = B, le?ia body A a B
pa priamke 0, -prechadzajicej bodom 0. Potom ich suget bude bod (4 + B), ktory

‘sa zostroji pomocou involticie na priamke o, ktorej samodruny bod je bod A a body

A, B sa parom zodpovedajicich si bodov. Bod (4 + B) je bod zodpovedajiici v in-
volucii podiatku O. Ak zvolime suradnicovy systém tak, 7e nadrovina @ ma rovnicu
x; = 0,bod 0 je jednotkovy a body A a Bmajt saradnice ¢;2 b; (( = ,2,...,n+ 1),
potom sdradnice ich sudtu (4 + B) st

’

X; = l&w,@n + Qmwh + Q»@m. AQV

Pod sittom dvoch mnozin bodov 9k, a M, budeme rozumiet mnoZinu suctov
vietkych bodov mnoZiny 9%, so vietkymi bodmi mnoziny Ik, (ak pre takéto dvojice
bodov je sudet definovany).

Pre jednoduchost vyjadrovania budeme body nadroviny ® nazyvaf nevlastnymi
bodmi; vietky ostatné body budeme nazyval vlastnymi.

V tejto praci sa budeme zaoberaf siétami bodov dvoch linearnych podpriestorov
priestoru B.

Veta 1. Sucty vlastného bodu A s bodmi X priestoru % vyplnia cely priestor %.
Geometrickd pribuznost medzi bodmi X a ich siuctami (A + X) s bodom A ¢ w je eldcia,
kde samodruznou je scitacia nadrovina @ a stredom eldcie je nevlastny bod A — prie-
secnik spojnice [0A] s nadrovinou w.

Dokaz. Nech bod 4 ma siradnice a(i=1,2,...,n+ 1) a bod X stradnice Xx;.
Swradnice x; ich st&tu (4 + X) podla (o) st x; = x(—ag + a) + arX;. Z tvaru
rovnic pre siradnicu bodu- (A + X) vyplyva, Z¢ medzi bodmi X a (4 + X) je ko-

linearny vzfah. Determinant matice tejto kolineacie ma tvar



a;, 0, 0, 0,... |
~a, +a, a 0 0,... ‘
—a, +as, 0, a4 0,...

0, 0, a... é
.

a jeho hodnota je a1t % 0, pretoze bod 4 nelesi v-riadrovine w. Uvedena kolineacia

je preto regularna a nadrovina w je v tejto kolineécii samodruZna. Spojnica kaZdého
bodu X s bodom (A4 + X) pretina nadrovinu @ v prieseCniku A o stradniciach
©, —a, + az, ..., —a1 + a,+,). PretoZe bod 4 je pevne zvoleny, stiradnice bodu 4
su tieZ konstantné, ak X ¢ o. (Ak X € », potom X = (4 + X)). Vypoltom zistime,
7e bod N je priesednik spojnice {0A4] s nadrovinou w. KedZe spojnice vietkych dvojic
bodov X, (4 + X) prechadzaji spoloénym bodom, ktory le#i v samodruZnej nad-
rovine, je uvedend kolinedcia élaciou.

mo;wsww. >w bod A je nevlastny, sudty vietkych vlastnych bodov X sa s nim
stoto¥nia; v tomto pripade pema zmysel hovorit o sadtoch bodu A4 s bodmi X € .

Ak je bod A totoZny so stredom s&itania O, jeho sudet s Jubovolnym bodom X je ten
sty bod (pozri [1}, str. 131) a pribuznost je identita.

Déstedok. Stitom vlastného bodu A a linearneho podpriestoru A priestoru P
je linearny podpriestor (4 + ) tej istej dimenzie; ?Roa podpriestory A a (4 + A)
si odpovedaju v elécii, opisanej vo vete 1. Jednoduch4 konstrukcia linearneho pod-
priestoru (4 + ), pricom A ¢ o je tato: Stali najst sidet (4 + X) bodu 4's jednym
vlastnym bodom X e . Spojenie bodu (4 + X) s nevlastnymi bodmi linearneho.
podpriestoru %A je uZ podpriestor (4 + %N). ’

Zaoberajme sa podrobnejie si&tom bodu a priamky. Scitavame vlastny bod A4
s priamkou p (obr. 1 pre n = 3), ktorej nevlastny bod ozna&me P. Bod A je nevlastny
bod spojnice [04]. Ak na priamke p neleZi ani jeden z bodov 4, O, A, sudet je priamka
(4 + p), ktora prechddza bodom P. Priamky p a (4 + p) leZia s bodom A v spoloénej
rovine, ktorej cnwommmswouw.ﬂm.smmﬂo/\wuoc w je spojnica [PA). Ak priamka p prechadza
bodom A (body A, O na nej elezia), t. J. P = A (obr. 2 pre n = 3), vtedy priamka p
sa stoto¥ni s priamkou (4 ¥ p). Medzi bodmi Xepa stistami (4 + X) je parabolicka
projektivita so samodruznym bodom A. Stoto¥nenie priamky p a siltu (4 + )
nastane aj v tom pripade, ak priamka p prechadza bodmi A a O. Vtedy prechadza
totiZ aj bodom A. Specislne ak A = O, vzfah medzi bodmi X a (4 + X) je identita.
Ked na priamke p leZi bod 4 (body A a O nie sa jej bodmi), jej sicet s vlastnym bo-
dom A je priamka (4 + p), $tvrta harmonické k spojnici [OP] vzhladom na priamky
p= [PA] a p (obr. 3 pre n = 3). Totiz sudet bodu A so sebou je podla [1] bod S,
pre ktory plati (4A0S) = —1. Ak z bodov 0, A, A patri priamke p len bod O

(obr. 4 pre n = 3), jej stet (A + p) s vlastnym bodom 4 je spojnica [PA].
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Veta 2. Nech nevlastné body PaN priamok p a n si od seba rozne. Potom sucty
kazdého bodu priamky p s priamkou n lezia v rovine o, WB& ide bodmi P a N. Séitanim
dostaneme vietky vlastné body roviny ¢ a body P a N. :

Obr. 1. Obr. 2. Qbr. 3.

V dalfom kvoli jednoduchosti pod rovinou ¢ c:@.nanlawm:& vidy rovinu, Z wao_d.w
vynechame nevlastné body, okrem dvoch bodov P a N. .

Obr. 4. Obr. 6.

Um:SN.. a) Nech body .N, B, P a N nele¥ia na jednej priamke (obr. 5 pre n = 3).
Zvolme na priamke n dva rozne vlastné body 4 a w..mm&m vety 1 stdet bodu 4
a priamky p je priamka (4 + p), ktora prechadza bodom P a le#i v rovine «, uréenej

.

priamkou p a bodom A (nevlastnym bodom spojnice [0 4)). mamoﬁ, bodu B a priamky p
je @awaw» (B + p), rozna od priamky (4 + p), pretoZe leZi v rovine B * o, ktord
prechadza priamkou p a bodom B, ktory podla predpokladu je od bodu A rdzny.
Jednoduchym -vypottom zistime, %e sudet Tubovolného bodu M = piA + poB
s priamkou p je priamka m ="p,(A + p) + p(B+Dp)Z toho vyplyva, Ze vietky
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suéty bodov priamky n's priamkou p leZia v rovine a, ktora prechadza bodmi PaN.
Dalsie body jej priesetnice § s nadrovinou w nemoZno vzhladom na definiciu s¢itania
dostat ako suéty. Medzi bodovym radom na priamke n a zvizkom priamok m je
projektivita, pretoZe bod M na priamke [48]a priamka m vo zvizku (A + p)(B + P
maji rovnaké projektivne stradnice.

b) Ak body Nwmv m a N st bodmi jednej priamky Qq £ P A% mv, potom primka z,
bod O a spojnica [PN]lezia v jednej rovine (obr. 6 pre n = 3). Zvolme si na v%::xn n

Obr. 7. Obr. 8.

dalé bod C tak, aby leZal na spojnici [PO)}. Sugtova priamka (C + p) je totoina
s priamkou p. Sictom bodu 4 £ C priamky p je priamka (4 + p) * P, lebo zodpoveda
priamke p v elacii o strede A. Su&tom priamok 7 a p je teda opif rovina o, ktora
v tomto Specidlnom pripade prechadza priamkou p.

¢) Ak nastane 4 = B, priamka n prechadza bodom O (obr. 7 pre n = 3). Sicet
TubovoIného viastného bodu Xep s priamkou n je spojnica [XA] (pretoZe sultom
bodov O a X je bod X). Z toho vyplyva, Ze sicty vietkych viastnych bodov priamky p
s priamkou n tvoria zviizok priamok o strede v bode A (s vynimkou spojnice [AP)).
Stéty bodov priamok p a n vyplnia opif rovinu o, prechadzajucu priamkou p.

Veta 3. Nech priamky p a n majii spoloény nevlastny bod P. Potom ich suctom
& . z i Ry ”
je priamka, prechddzajiica. tymto badom.

Dokaz. Scitajme vlastny bod A priamky n s bodom X priamky p (obr. 8 pre
n = 3), &im dostaneme bod (4 + X). Ak stitame bod A s celou priamkou p, sudet
je priamka (4 + p), ktora prechidza bodom P a bodom (4 + X). Podobne stcet
bodu B % A priamky ns priamkou p je priamka (B + p), prechadzajica tieZ bodmi P

a (B + X). PretoZe véak stdet bodu X € p s priamkou 7 musi byt priamka, na ktorej
lezia aj sadty jej bodov 4 a B s bodom X, priamky (4 + p) a (B + p) splynu.

Poznamka: Ak rovina w-je nevlastna rovina n-rozmerného euklidovského -prie-
storu, zodpoveda stitanie dvoch bodov stitaniu dvoch vektorov so spoloénym potiat-
kom v bode O a koncovymi bodmi v bodoch 4, B. Suétom je koncovy bod vektora
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ich stidtu (jeho pociatok je opif v bode 0). Vo vete 2 a 3 ide potom o suéty dvoch
stistav terminokolinearnych vektorov. Vietky sactové vektory sa podla viet 2 2 3
terminokomplanarne (rovina, v ktorej lezia ich koncové body, je rovnobeZna s priam-
kami, na ktorych leZia koncové body vektorov dvoch séitavanych sistav), okrem toho
pripady, ak priamky, na ktorych leZia koncové body s¢itavanych terminokolinearnych
stistav, su rovnobeZné. Vtedy aj stdtové vektory st terminokolinearne.

Veta 4. Nech linedrny podpriestor W & w md dimenziu a, linedrny podpriestor
B & w dimenziu b a linedrny podpriestor G = AN B n wmddimenziu c. Potom sucet
podpriestorov 9, B je podpriestor A+ B) G vynimkou vsetkych neviastnych bodov,
ktoré nepatria do Ziadneho z podpriestorov % a B), ktory md dimenziu d = a + b—
—c— L

Doékaz: Z Emaorwag.aooro je zrejmé, Ze veta plati pre a = b = 1. Predpokia-
dajme, Ze plati aj pre dva podpriestory A a ¥ 0 dimenziach a a b. Dokazeme, Ze plati
aj pre podpriestory o’ (dimenzie a + 1) a B. Prienik % = % N © ma dimenziua — 1
a prienik B =Bno dimenziu b — 1. Sugtovy podpriestor (A + B) ma podla
predpokladu dimenziu d =a+b—c—1 2 pretoze neleZi cely v nadrovine @
(obsahuje z nej sacty takych dvojic bodov Aea Be DB, e vidy jeden s¢itavany bod

je nevlastny), ma jeho prienik (% + B) s nadrovinou w dimenziu a + b—-c—2.

Podpriestor (A + %B) je zrejme spojenim podpriestorov A a B. Pretoze podpriestor

(Y + %) poznime, stadi na urdenie podpriestoru (U + 9B) najst jeho jeden vlastny
bod ako stget dvoch Tubovolnych bodov podpriestorov 9 a B. Vezmime jeden vlastny
bod A podpriestoru A a jeden vlastny bod A’, ktory neprislicha podpriestoru .
Potom spojenim priamky m = [AA'] a podpriestoru 9( vznikne podpriestor %’ di-
menzie a + 1. Podpriestor 2’ mbzeme vytvorif aj ako sthrm podpriestorov *¥, ktoré

vznikni spojenim bodov X priamky m s podpriestorom . Sahrn podpriestorov
(B + *U) je suctom podpriestorov B a %' Vietky tieto podpriestory dostaneme tak,
e s¢itame vlastny bod B podpriestoru B s priamkou m. Sictom je priamka (B + n).
Zjednotenim priamky (B + m) a podpriestoru (A + ®B) dostavame podpriestor
o + B) vynimkou nevlastnych bodov, neprislichajicich 2 a B). Tento ma

dimenziu a + b — ¢, ak priamka (B + m) nema's podpriestorom (% + B) nijaky
spoloény bod, alebo dimenziu a + b + ¢ — 1, ak priamka (B + m) a podpriestor

@ + B) maju spolo¢ny bod. V prvom pripade musia mat podpriestory %, A,
prienik dimenzie ¢, v druhom pripade mé ich prienik dimenziu ¢ + 1.
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UBER DIE SUMME VON. ZWEI LINEAREN UNTERRAUMEN

Tatiana Medekova

Zusammenfassung

In einem projektiven n-dimensionalen Raume B ist mittels eines Anfangspunktes O und einer
Hyperebene o eine Addition der Punktepaare eingefuhrt. Diese Addition ist eine Verallgemeinerung
der Vektoraddition im euklidischen Raume [

In dieser Arbeit untersucht man zuerst die Summe cines Punktes 4 und des Raumes %. Es zeigt
sich, daB zwischen den Punkien des Raumes % und den Summen seiner Punkte mit dem Punkte A
eine Homologie ist. Dann beschiftigt man sich mit der Summe zweier Geraden. Zuletzt beweist
dieser Satz; Wenn ein linearer Unterraum 9 die Dimension a, ein linearer Unterraum B die
Dimension b und ein linearer Unterraum G =% N B O o die Dimension c hat, dann ist die Summe
der Unterrdume %, B ein Unterraum mit der Dimension a + b—c—1.

O CYMME ABVX MUHEWHBIX MOAIIPOCTPAHCTB

Tarpasa Menekosa

,mvnm:OZm

B 0pOEKTUBHOM :-Zaum%m‘ ipocTpascTse f ompeneneHo HOCPEACTBOM GMKCHPOBAHHOR TOMKH o
M THIEPIUIOCKOCTH @ CIIOXEHHe, TOUCK, KOTOpOE ABJIAETCH 0GOOIIEHHEM CIIOXEHUSA BEKTOPOB
B €BKJIMIOBOM IIPOCTPAHCTBE (em. [1D. )

B Hacrosiue#l CTaThe nvnﬁnn, BCEro paccMaTpUBACTCH CyMMa omEOM TOuYkH A ¥ OpOCTPAHCTBA B
ITokaseBacTCd, 9TO MEXAY TOYKaMU ppocrpatcrea P ¥ BX CymMMamu ¢ TOYKOM A CYyIeCTBYET
ompeneNicHHast CBA3b — ocobast rOMOJNOTHS. 3aTeM HM3ydaeTes cymma fByX npampix. Hakomenl
JOKA3BIBRETCS CHENYIOmAs TeopeMa:

Ilycrs nuueiiHOe IOANPQOCTPAHCTBO 9 uMeeT pa3MEPHOCTh &, JIHHCHHOE BOADPOCTPAHCTBO B
pa3MepHOCTb b K nameitnoe monnpoctpascreo € = 9 NB N w pasmepHOCTH ¢. IoToM CymMma
nonnpoctpascts A 1 % sBNseTCA NOANPOCTPAHCTEOM Pa3MEPHOCTH & +b—c—1

62 %




