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B-POLOGRUPY

JURAJ BOSAK, Bratislava

V préci sa Studuju také pologrupy, v ktorych zjednotenim Tubovolnych dvoch
Ciastonych pologrip je opit pologrupa. Zvlasf sa vySetrujii niecktoré Specilne
pripady: pripad cyklickej pologrupy a pripad grupy.

1. Uvod*

Pod pologrupou rozumieme mnoZinu (priazdnu alebo neprazdnu), na ktorej je
definovana bindrna asociativna operacia. Pre zjednodusenie oznafovania nebudeme
rozliSovaf medzi touto mno¥inou a prislu¥nou pologrupou. Pod Ciastognou polo-
grupou pologrupy S rozumieme takd podmnoZinu mnoZiny §, ktora vzhladom na
operdciu v S tvori tie¥ pologrupu. Pologrupa sa nazyva komutativna, ak prislus$ni
operécia je komutativna, v opafnom pripade sa nazyva nekomutativna. V Tubovolnej
pologrupe S zavidzame obvyklym spésobom prirodzenti mocninu 4" prvku ae S,
pri¢om platia pravidla 4" . 4" = " @Y =d™ av komutativnej pologrupe
(@b)" = d"b" (ae S, bes, m, n su prirodzené &sla). Prvok x e S, pre ktory x* = x,
nazyvame idempotentom. MnoZinu tych prvkov xe S, ktoré sa v postupnosti

"}l (@€ S) vyskytuji prive raz, nazgvame predperiédou prvku a. Kardinaine
&islo predperiédy nazyvame dizkou predperidédy a oznadujeme 9(a). Mnozinu tych
prvkov x € S, ktoré sa v postupnosti {a"},2, (a € S) vyskytuji aspofi dva razy (a teda
nekone¢ne mnohokrat), nazyvame periédou prvku a. Kardinélne &islo periédy na-
zyvame dizkou periédy a oznadujeme r(a); ak je rézna od nuly, nazyvame ho raidom
prvku a a hovoriméT3¢ prvok a ma konetny rad; v opagnom pripade hovorime,
Ze prvok a ma nekoneény. rad.

Nechae S, m + n. Potom a™ = 4" plati prive vtedy, ked plati stCasne: m > 9(a),
n > g(a), m = n(mod r@). Ak r(@) + 0, v postupnosti {a"};%; existuje prave jeden
idempotent. Vtedy hovorime, e prvok a patri k tomuto idempotentu. Mno%inu
vietkych prvkov pologrupy S, ktoré patria k idempotentu ee S, oznalujeme K,
a nazyvame K-triedou, prisluinou k idempotentu e. Vlastnosti K-tried sa skq-

* Okrem niektorych nazvov, ktoré si tu poufité po prvy raz (pozri definiciu 1 a% 4), pouzivam
mnohé terminy, be¥ne sa vyskytujice v literatiire (porovnaj napr. [1], [3]); vzhladom na ist¢ mengie
vyznamové rozdiely a v zdujme prehladnosti price uvidzam strucne aj definicie niektorych znimych
pojmov,
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<§&5mf.oa Tubovolnej pologrupy S a od jei podmnoziny M (t. ] M < 8).
Ozna¢me M prienik vietkych pologrup T takych, s M c T §. Zrejme M je —

Ziny S, ktora pri uvedenej opericii tvori pologrupu.* Pritom zrejme pre TubovolIné
A <SS, Bc S plati: ,

) Ac A4,
2 AIWHVNMW‘

€) b =9,

@ S=s5,

©) A4=4,

© ' A4=B=>4cB
A7) am\MDm_

®) AUB2A4UB.

. Zrejme podmienka, ¥e A Jje &iasto&nou pologrupou pologrupy S, méze sa pri
naSom ozna&en{ vyjadrif takto: A4 = A(4 < S). Dalej pre Tubovolné ae § je @{w
zhodné s mno¥inon vietkych &lenov postupnosti- {a"},%. ; tito mnoZinu budeme
oznalovat {a" [n 2 1}. Pologrupu, ktort mozno pisat v takomto tvare (ako moc-
niny istého jej prvku), nazveme cyklickou.

My ’ sa budeme zaoberat otazkou, kedy uvedens undrna operacia (1. j. priradenie

M - M) je distributivna, tak¥e tvori operaciu uziveru, t. j. kedy plati

) AUB=A4uUB

V tomto pripade, ako je zname, tato opericia v § definuje topolégiu. Lahko do-
kéZeme, %e podmienka (9) je ekvivalentna podmienke .

(10) 4 = 4, B=B=AUB=40uB,

t. j. poZiadavke, aby zjednotenie TubovoInych dvoch Ciasto&nych pologriip polo-
grupy § bola pologrupa, a teda Ciastoéna pologrupa pologrupy S. Tieto uvahy nés
vedt k tejto definicii: ‘

* Prirodzene, priradenie M — M mo#no zaviest pre Tubovolné grupoidy; pre nase t€ely ho viak
budeme vyuzivaf len v -asociativnych grupoidcen, t. j. pologrupach.

3 Em"mgmnowolmwmmw&n% ¢as, XI, 1 ..ww



Uamimm» L. B-pologrupou budeme nazyvar takuy pologrupu, v ktorej zjednotenie
lubovolnych Siastocnych pologrip je pologrupa.

m.l_,a.mm u.. Jednoduchym prikladom B-pologrupy Jje mnoZina &isel {-1,0 1}
§ operaciou nasobenia. Dalgje priklady uvedieme neskér. ,

2. Vlastnosti B-pologriip

Priamo z definicie 1 vyplyvajt tieto dosledky:
Désledok 1. Kazdg Ciastolnd Dpologrupa B-pologrupy je B-pologrupa.

b@mmﬁmow 2. Pologrupa S Je B-pologrupou prave vtedy, ked zZjednotenim lubovolného
m.\aaxmaxmmc alebo nekonecného) poctu Ciastocnych pologrip pologrupy S je opdaf
clastocnd pologrupa pologrupy S.

Veta n Nevyhnutnd q postacujiica podmienka na to, aby pologrupa S bola B-polo-
grupou, je, aby pre lubovolné dva prky x, y pologrupy S platila podmienka
(A) existuje prirodzené Cislo n tak, %e bud xy = x", alebo xy =3y"

) Doékaz. 1. Postadujica podmienka: Nech 4 = 4 ES,B=Bc S xeduB
y M \A< % B. Nech n je prirodzené &slo. Ak x €4,3x"e 4, ak xe B, aj _k.. € B; :&mv
Vv kazdom pripade x"e 4 U B, Podo " i yplyva, %
xy €A v B, & bolo treba dokézat. meyedvnz R ) P, ge

. 2. Nevyhnutna podmienka: Nech § je B-pologrupa, nech x e S, ye S. Kedse x
aj » patria do pologrupy {x, ¥} 4 xyelx, VI =0Fu 07 = Flnz1}u
v {)"n =1}, z &oho vyplyva (A). -

Désledok 3. Mnozing idempotentoy lubovolnej B-pologrupy tvori opdt B-pologrupy.

Désledok 4. Pologrupa S, ktorej kady prvok je idempotent, Je B-pologrupou prdve
viedy, ked pre lubovolné x e S, y€ S plati bud Xy = x, alebo xy =y,

Poznimka 1. Specidlne désledok 4 plati pre polozvizy, t. j. komutativne polo-
m.n:@v\, ktorych kazdy Prvok je idempotent. Ak tu zavedieme obvyklym spbsobom
Clastoné usporiadanie (a Zbab= a), plati: polozviz je B-pologrupou prive
vtedy, ked je refazcom (Gplne usporiadanou mnoZinou).

Priklad 2. Cubovolna mnoZina s opericiou x © Y = x tvori B-pologrupu (ne-
WOE:QES.E. ak ma aspofi dva rézne prvky). Tento priklad ukazuje, Ze existuja
nekomutativne B-pologrupy Iubovolne;j mohutnosti, va&ej ako 1,

Priklad 3. Lubovolng usporiadand mnoZina s opericiou x ® y = Max {x,»}
tvori komutativau B-pologrupu. Kedye existuji usporiadané mnoZiny ?cogm:&.
mohutnosti (dokonca s najmensim prvkom), existuji komutativne B-pologrupy
Tubovolnej mohutnosti (dokonca s Jjednetkovym prvkom),
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Poznamka 2. Veta 1 &asto umoZiluje rozhodnif o tom, & je dana pologrupa
B-pologrupou. V niektorych pripadoch Je v3ak fazsie pouZitelna; pomerne faZko sa
pomocou nej riedi napr. uloha najst vietky maximélne B-pologrupy, obsiahnuté
v danej pologrupe S (ktord sama nie Jje B-pologrupou), t. j. také &astoiné B-polo-
grupy pologrupy S, ktoré nie st okrem seba samych obsiahnuté u v Ziadnej inej
B-pologrupe. Pri riegeni podobnych otizok mézu byt uZitodné tieto vety:

Veta 2. Nech pologrupa S je B-pologrupou. Potom S je periodickou pologrupou
a pre kaZdy prvok ae S plati: ’

(B) 9(a) < 5,

(C) r(a) je celd nezdpornd mocnina prvocisia.

Ddkaz. Nech S je B-pologrupa, a€ S. Prvok a° = a%¢? podla vety 1 sa musi
rovnat nicktorému z &isel a®* alebo o*" (kde 7 je vhodne zvolené prirodzené cislo)
takZe patri do periédy prvku a. Preto S Jje periodickou pologrupou a plati g(a) <5
takZe plati (B). Nech prvok be § nespliiuje podmienku (C). Kedze — podla prvej
Casti dékazu — g(b) < 5, je r(b) + 0, tak¥e r(b) mozno pisaf v tvare st, kde s, 7 st
nesidelitelné prirodzené &isla, vi&sie ako 1. Prvok b°*' = 5% sa da podla vety 1
pisat v tvare 5™ alebo 5", tak¥e aspofi jedna z kongruencii

sn = s + t(mod s1),
= s+ t(mod st)

ma za rieSenie nejaké prirodzené &slo n. To Jje viak nemo?né, Iebo s, ¢ st nesi-

2o wwe

delitelné prirodzené &isla, vii&ie ako 1.

Pozndmka 3. Vznika otdzka, & rad Tubovolného prvku danej B-pologrupy musi
byt mocninou toho istého prvodisla. Toto tvrdenie vieobecne neplati, ako ukazuje
priklad B-pologrupy, danej multiplikativnou tabulkou
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ktord ma prvok a radu 2 a prvok ¢ radu 3. V 4. odseku zostrojime dokonca priklad
B-pologrupy, ktora ma prvky lubovolného rédu, pripustného podla podmienky (C).
Plati v§ak nasledujtica veta.

Veta 3. Vsetky prvky B-pologrupy, patriace k tomu istému idempotentu, maji rddy
rovné celej nezdpornej mocnine toho istého prvodisla.
K dokazu pouzijeme dve zname lemmy:




Lemma 1. \uﬁ.S,&.n»a. pologrupa je 8rupou viedy a len viedy, ked mg Jeding idem -
potent a ked kazdy jej pPrvok md prizdnu periodu.
Dékaz. Pozri [1], str. 15,

Lemma 2. Zigdng grupa nie je zjed Z i "
jeanotenim svojich dvoch viastnpch podery
Dokaz. Pozri [7], str. 492, Y pockrt.

anmN vety 3. Ak vietky prvky B-pologrupy S, patriace k idempotenty ¢ e hY

m:.%vu ktorych rad (= poget prvkov) je rovny radom (= dlzkam periddy) zodpove-
dajlcich prvkov g, b. Kedze S je B-pologrupa, A UB = J U B. Pologrupa 4 U B
je periodicka, ma Jjediny idempotent e; kazdy prvok pologrupy 4 U B ma prazdnu
ﬁm:.mac. Preto podla lemmy 1 tvori 4 B grupu. Z lemmy 2 vyplyva, 7¢ A, B ne-
moéZu byt stiéasne vlastnymi podgrupami grupy 4 u B. Preto bud 4 < w, alebo
B < A. Podla vety 2 rady prvkov g, b, a teda aj rady grip A4, B si Boo,i:mam
istych prvodisel. Kedse viak, ako je zname, pre koneéné grupy rad podgrupy je
delitelom radu grupy, musi existovat prvoéislo P tak, Ze rady obidvoch prvkov
a, w(ms mocninami prvoéisla p. Vzhladom na to, Ze r(a) > 1, je toto prvocislo jedno-
Ns.mozm ur€ené (nezavisi od volby prvku b). Teda vietky prvky pologrupy S, patriace’
k idempotentu e, maji rdd rovny mocnine toho istého prvogisla P, €o dokazuje vety,

Veta 4. Nevyhnuinou podmienkou na to, aby pologrupa S bolg B-pologrupou, je
aby vietky jej K-triedy boli B-pologrupy. o

Uowm.u. Vzhladom na désledok I sta&i dokazat, ze TubovoIna K-trieda K, B-polo-
mn:vv\ .w je woﬂomz%m. Nech xe K,, ye K,. Potom zrejme pre Tubovolné prirodzené
Cislo n je x"e K, Y € K., takZe podla vety | aj xy e K, & sme mali dokazat,

Poznamka 4. Podmienka uvedens Vo vete 4 nestati na to, aby S bola B-polo-
grupou, a to ani vtedy, ked jej idempotenty splriuja podmienky z désledkov 34
(bud xy = x, alebo xy = E. Priklad: Pologrupa dana tabulkou
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nie je B-pologrupou, hoci obidve j&j K-triedy X, = {aq, b}, K, = {c,d, e} st B-polo-
grupy.

36

3. Niektor¢ $pecilne pripady

V tomto odseku najdeme — odhliadntic od izomorfizmu — vietky B-pologrupy vo
dvoch 3pecialnych pripadoch: ak dana pologrupa je cyklické (veta 5) a ak dana polo-
grupa je grupou (veta 6). Najprv viak dokaZeme tuto lemmu:

Lemma 3. Nech vsetky prvky pologrupy S spliiuji podmienky (B), (C) z very 2.
Podmienkou postacujicou na to, aby pre prvky xe€ S, ye S platila podmienka (A)
z vety 1, je, &d\ pre tieto prvky platilo:

(D) existuje prvok a € S a prirodzené cisla m, n tak, se a" = X, a =y

Dékaz. Nech pre prvky x, ye S je splnena podmienka (D). Oznagme* g%™™™ = p,

m_ mo mo_ " C o L mw
&TP:V I§,|||&A§.=v = n'. Potom b" = x, b" =y, d(m', n’) = 1, xy=2b ;

Ak m', resp. n’ je rovné 1, je b rovné x alebo y, tak¥e podmienka (A) je splnena.
Ak m’ =n', (A) opit plati. Preto sa stadi zaoberaf pripadom m' 2 2, ' > 2,
m' #+ n'. Vtedy bude m’ + n' = 5 > q(b), takZe vzhladom na podmienku (B) prvok
xy = p"t" patri do periédy prvka b. Dalej podla (C) existuje prvocislo p a celé
nezaporné Cislo ¢ tak, Ze r(b) = p°. Vzhladom na to, Ze d(m', n') = 1, aspoii jedno
z &isel d(r(b), m'), d(r(b), n’) sa rovna 1. Preto aspoii jedna z kongruencii

'm'z = n' (mod r(b)),
n'z = m' (mod r(b))

ma rieSenie z (dokonca nekoneéne mnoho). Nech Jje to napr. prva z nich. Zvolme
. b

rieSenie z tak, aby z > QIA\N — 1 (zrejme je to moZné volif). Potom bude mz + 1) >
m

> g(b). Z prvej kongruencie vyplyva ajm’ + n' = m'(z + 1) (mod r(h)). Vzhladom

na uvedené vzfahy je xy = b™*" = p"CED = ¥t &4 sme mali dokdzaf. Ak je

nmmw:.n?m len druhd z uvedenych kongruencii, podobne vyjde xy = y**?, Tym je

lemma 3 dokazana.

Poznédmka 5. Z podmienky (D) vyplyva, e prvky a, x, y patria k tomu istému
idempotentu (do tej istej K-triedy). Podmienka (D) v3ak nie je nevyhnutna na to,
aby platilo (A), ani vtedy, ked pre vietky prvky plati (B), (C) a ked prvky x, y patria
k tomu istému idempotentu, ako ukazuje priklad B-pologrupy, danej tabulkou

IS TR T S T I Y
> 8 O o
SRR ST A

a
b
¢ a
be = b', ale neexistuje prvok pologrupy, ktorého mocninou by bolo b &‘m.

* Znak d(u, v) znadi najviilicho spolo¢ného delitela &isel u, v.
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Veta 5. Cyklickd pologrupa, vytvorend mocninami a, o, a, ... svojho prvku a je
B-pologrupou prdive viedy, ked prvok q spliuje podmienky (B), © zvey 2, 1. j. ked
q(a) < 5, rla) = p°, kde P je prvocislo, ¢ celé nezdporné Cislo.,

.U@WNN. Ak cyklicka pologrupa je B-pologrupou, podla vety 2 uvedené pod-
mienky st splnené. Obritene, ak tieto podmienky platia, je pre ka7dé prirodzené n
g(@") £ 9(a) < 5, @) | @) = p°, takze pre vietky prvky pologrupy plati (B) ©).
KedZe pre lubovolné dva prvky plati zrejme aj (D), podla lemmy 3 plati (A) ‘S_Amo
podla vety 1 je dana pologrupa B-pologrupou. “

wo.Ncm::_nm m Pripomertime, Ze pre Tubovolné celé &isla 0=20,R>1 existuje
(odhliadniic od 1zomorfizmu) prave jedna cyklicka pologrupa {a"|n > 1} taka, Ze
9(a) = Q, r(@) = R. Preto veta 5 dava vietky neizomorfné cyklické w-caomncvw.

Definicia 2. B-pologrupu, kiorg Je sucasne grupou, budeme nazpvat B-grupa.

Poznamka 7. Z désledky 1, z vety 2 a lemmy 1 vyplyva, e kazdd ciastocng
pologrupa B-grupy je grupa. Preto méseme B-grupu definovar aj ako taki grupu
v ktorej zjednotenie lubovolnych dvoch (resp. Iubovolného poctu) podgrip je w:%au
Vidiet, e podmienka (A) v pripade grip sa moéZe nahradir podmienkou

(A) existuje prirodzené éislo m tak, e bud /

y=x" alebo  x = y™
Z toho Iahko odvodime, Ye kasdg B-grupa je komutativna, 7 lemmy 2 vyplyva, ze
grupa je B-grupou prdve vtedy, ked jej podgrupy tvoria retazec v zmysle mnoZinovej
S\A.Eﬁm. Z vety 3 vyplyva, e kaZdd B-grupa je primdrnou grupoy (t. j. vietky jej prvky
maju ri4d rovny mocnine toho istého prvodisla). Kedze existuji nekomutativne

primarne grupy (napr. 8prvkova grupa kvaterniénov +1, +i, +j, +k), obratené
tvrdenie neplati. -

Poznamka 8. H. Priifer zaviedol r. 1921 tzv. grupy typu p® (p je pevné prvo-
Cislo), ktoré maji sihrnny nizoy quasicyklické grupy. Ako dokézal L. Rédei (porov
[4], str. 24), grupu typu p* mo¥no charakterizovat vlastnostou, Ze obsahuje mwo.
.?.uamnc@% cyklické grup¥tadu P" pre Tubovolné prirodzené &slo n, priCom Ziadna
Jej vlastna podgrupa uZ nema tito vlastnost. Tito charakterizaciu Je pre nase tdely
<M:.ca=m upravif takto: grupa G je grupou typu p® vtedy a len vtedy, ked sa di
pisat v tvare zjednotenia

L]
G= v G, *
| ¢
kde G, st cyklické grupy radu p°.

<mwb 6. Konecnd grupa \.,m B-grupou vtedy a len viedy, ked je cyklickou grupou,
ktorej rdd je celou nezdpornou mocninou prvodisia, Nekonecnd grupa je B-grupou
viedy a len vtedy, ked Je quasicyklickou grupou.
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Dékaz. Ako je zname (pozri napr. [4], str. 24), podgrupy Tubovolnej cyklickej
grupy, ktorej rad je mocninou prvodisla, a taktie? podgrupy Iubovolnej quasicyklickej
grupy, tvoria refazec v zmysle mnoZinovej inklizie, takze podla poznamky 7 st
tieto grupy B-grupami. Obrétene, nech je dand B-grupa G. Ak je G kone&n4, z pod-
mienky (A’) z poznamky 7 mozno indukciou Iahko dokézaf existenciu prvku ae G
tak, Ze G = {a"|n 2 1}. Je teda G cyklickou grupou a stlasne cyklickou polo-
grupou. Podla vety S rid prvku 4, a teda aj rad grupy G je mocninou prvodisla, &o
sme mali dokazaft.

Predpokladajme teraz, e G je nekonetna grupa. Podla poznamky 8 stadi dokazat,
Ze sa da pisat v tvare (*). Podla vety 3 existuje prvodislo p také, e rady vietkych
prvkov grupy G si mocninami p. Oznaéme G, mnoZinu vietkych prvkov z G, ktorych
rdd je men3i alebo rovny p°. Zrejme plati rovnica (*). Indukciou vzhladom na ¢
dokaZeme, Ze G, je cyklickou grupou radu P°. Pre ¢ = 0 toto tvrdenie zrejme platj.
Nech plati pre ¢ = k. Ked?e G, ma len konecny pocet prvkov, je G — G, + 0.
Nech a € G — G,; potom plati r(a) = p™, kde m > k; polozme b = a”"*""| potom
bude r(b) = p***. Dokazeme, 7 G, = {b}. Zrejme {b} < G, ,. Aby sme dokézali
opaénu inkliziu, zvolme d e Gy+1. KedZe podgrupy grupy G podla poznamky 7
tvoria refazec, G, a Preto ak 1(d) £ p*, je de G, a teda n_mg. Ak Hd) =
= p*t g je, podobne ako r@w. cyklickou grupou radu p***. Ked%e obidve ticto
grupy maji rovnaky __pocet m?woﬁ z @Bmmsww A) z UONs.wJHmww 7 vyplyva
{6} = {d}. Preto de {b}, a teda Gy, = {b}. Preto plati G, = {b}. Gy, je teda
cyklicka grupa radu p***, &im je druhy krok indukcie a sucasne cely dékaz ukondeny.

Poznamka 9. Z vety 6 moZeme odvodif niektoré zaujimavé dosledky. Ako je
zname ([4], str. 23 a 24), vietky cyklické grupy rovnakého radu st navzajom izo-
morfné; aj vietky grupy typu p® pri tom istom p sG navzijom izomorfné. Ako
priklad grupy typu p™ méze slazit multiplikativna grupa C, vietkych komplexnych
korefiov z jednotky stupiia p", kde n prebicha mnozinou vietkych prirodzenych
Cisel. Vsetkymi vlastnymi podgrupami grupy C, st cyklické podgrupy radu p°,
pri¢om kaZdému celému nezipornému ¢ odpoveda préave jedna podgrupa grupy C i
radu p°. Z toho vyplyva, ze grupa je B-grupou prave vtedy, ked je izomorfna s nie-
ktorou podgrupou niektorej z grip C,. KaZdi B-grupu mézeme teda ,,izomorfne
reprezentovat* v multiplikativnej pologrupe komplexnych Cisel.

KedZe kazda quasicyklickd grupa ma vidy spofetny polet prvkov, vzhladom na
vetu 6 B-grupa md bud konecny pocet prvkov (rovny mocnine prvodisia), alebo spo-
Cetny pocet prvkov. Teda tym, Ze sme na B-pologrupu, ktora mohla mat (ako vidno
z prikladov 2, 3) Tubovolny koneiny, spoletny, alebo nespodetny potet prvkov,
kladli dalsie poziadavky algebraického razu (platnost vietkych axiémov grupy),
podstatne sme obmedzili tato [ubovolnost.
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4. Vyzna&né priklady B-pologrip

. <. tomto odseku zostrojime pologrupu, o ktorej sa hovorilo v poznamke 3 (veta 7)
dalej najdeme vietky maximalne multiplikativne B-pologrupy komplexnych mmmom
(veta 8) a vySetrime, pri akom module multiplikativna pologrupa tiplného systému
zvySkovych tried tvori B-pologrupu. 7 novych pojmov zavedieme usporiadany stdet
pologrup (definicia 3) a maximalny B-pologrupu (definicia 4).

Umm.En:.— 3. Nech si dané pologrupy S, kde w prebieha istii mnoginy indexov Ww.
Usporiadajme mnoziny w lubovolnym, ale urcitym spésobom (znak usporiadania: <)
Utvorme mnosinu S vietkych dvojic tvaru W, x), kde we W, xe S.. Zavedme na
mnoZine S bindrnu operdciu takto: Ak w<w,(w,x)o w, X)=@w,x) o w, x) =
= ?‘S x); ak w = :uw v, x) o (w, XY = (w, xx'). Potom mnoZina S s touto operdciou
tvori pologrupu, ktori nazyvame usporiadanym siiétom pologrip S, prislusnym k uspo-

- . AAV w
riadaniu <, a ktory oznacujeme M AY
weW

Pozndmka 10. Cahko sa dokéZe: pri pevnom we W mnoZina vietkych dvojic
tvaru .A:,, x), x€ S,, tvori pologrupu, izomorfng pologrupe S,. Z toho vyplyva, e
usporiadany sudet pologrip S, sa d4 pisat v tvare zjednotenia disjunktnych pologrip

(tzv. zloZiek suétu), izomorfnych jednotlivym pologrupam S, . Preto sa rovnaji -

napr. aj .EM_Q predperiody a periédy odpovedajticich si prvkov.

Usporiadany sitiget pologrip mozno s vyhodou pouzit na vytviranie novych
pologrip. Tymto spdsobom méZeme zostrojit aj priklad z pozndmky 3, v ktorom
pologrupa {a, b, ¢, d, e} je usporiadanym sdétom grip {a, b}, {c, d, e}. ,

<Ho===» 4. Usporiadany sicer pologrip S, je B-pologrupou viedy a len viedy, ked
vietky S, sii B-pologrupy.
(<)

Dékaz. Ak § HeMﬂ%e je B-pologrupa, potom vietky jej zloZky R,,, a teda aj

_n. nim mNoBﬁ.i.sm pologrupy S, s B-pologrupy. Obritene, nech vietky S, a teda
aj odpovedajiice zlozky R,, st B-pologrupy. Potom z vety 1 bezprostredne vyplyva,

Ze aj S je B-pologrupou.
T

. Veta 7. Existuje w.h&em#:.ma. S tejto viastnosti: k lubovolnym celym nezdpornym
Cislam p, ¢, Q takym, %e P je prvocisio, O < 5, existuje prvok a e § taky, e g(a) = o
\-Aav - ﬁ 0. » x . b

Um.:nmw. Usporiadany sudet vietkych neizomorfnych cyklickych B-pologrip
@wuz vetu 5 a poznamku 6) pri lubovolnom usporiadani m4 podla lemmy 4 a po-
znamky 10 poZadovani vlastnost.

B Uom(:m,om» 4. Pod maximdlnoy B-pologrupou danej pologrupy S rozumieme taku
Clastocnu B-pologrupu pologrupy S, ktord nie Je obsiahnutd v Ziadnej inej Ciastocnej
B-pologrupe pologrupy S.
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Lemma 5. KaZdd ciastocnd B-pologrupa pologrupy S je obsiahnutd v niektorej
maximdinej B-pologrupe pologrupy S.

Dokaz. Nech S’ je Ciastotna B-pologrupa pologrupy S. Systém vietkych &ias-
tocnych B-pologriip pologrupy S, obsahujicich S, tvori (vzhladom na mnoZinova
inkliziu) ¢iasto&ne usporiadantt mnoZinu, v ktorej kaZdy refazec ma horné ohrani-
Cenie (a to zjednotenie vietkych pologriip tohto retazca; toto zjiednotenie je polo-
grupou; je dokonca B-pologrupou, ako vyplyva z vety 1). Preto podla znimej
Zornovej lemmy o &iastocne usporiadanych mnozZinich (pozri napr. [4], str. 31)
existuje maximalny prvok &iastoSne usporiadanej mnoZiny, ktorym je v naSom
pripade maximdlna B-pologrupa, obsahujiica S’

Veta 8. KaZzdd maximdina B-pologrupa multiplikativnej pologrupy komplexnjch

2ni £

Cisel md tvar S, = {0} U C,, kde C, je mnoZina vietkych Cisel tvaru e 7, kde pJje
pevné prvocislo, ¢, d prebichajii mnoZinou vietkych celych nezdpornych &isel.

Dékaz. Oznaéme jednu z tychto maximalnych B-pologrip znakom S. Z vety 2
vyplyva, Ze pre ka7dé a e S je bud a = 0, alebo la| = 1, prifom v druhom pripade
a je rieSenim nejakej binomickej rovnice x* = 1, kde n je mocninou prvodisla.
Z vety 3 vyplyva,.Ze toto prvodislo musi byt spolo¢né pre vietky prvky S, rdzne
od nuly. Oznagme toto prvoéislo p. Potom S < {0} u C,, kde C, ma ten isty vyznam
ako v zneni vety 8 alebo v vomszWn 9. Lahko sa presved&ime, e uz S,={0}uC,
je maximélnou B-pologrupou. Nech x, y€S,. Ak xy = 0, podmienka (A) z vety 1
zrejme plati. Ak xy + 0, potom [x|=|y|=1a existuju celé nezdporné &sla
¢ c',d, d tak, Ze

’

. C . 1€
X = exp NEIu 5 Y = exp N:T% .
V4 4

Oznaéme
2ni
d+d’

p

Zrejme a € S, a® = x, a7 = y, takZe plati podmienka (D) a podia lemmy 3
aj podmienka (A), takZe podla vety 1 S, je B-pologrupa, a teda maximilna B-polo-
grupa.

a = exp

Poznamka 11. KedZe §, st maximalne B-pologrupy, ka#dd B-pologrupa, ktord
Je Ciastocnou pologrupou multiplikativnej pologrupy komplexnych éisel, je podla
lemmy 5 a vety 8 diastocnou pologrupou niektorej z pologrip S,, S,, Ss, Sy,
Sity s Sp, ... a opacne, vietky takéto pologrupy sii podla désledku 1 B-pologrupami.
Ciastotné pologrupy pologrip S, moZno uréit uZ bez fazkosti.

Veta 9. Multiplikativna pologrupa Z, vipiného systému zvyskovych tried 0, 1, 2, ...,
n — 1 modulo # je B-pologrupou viedy a len viedy, ked n < 4 alebo ked n je prvoéisio
tvaru 2°° + 1, kde s je prirodzené Eislo.
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Dékaz. Kedze pripady n < 4 méZeme bezprostredne c:wé:n, predpokladajme,
Ze n > 4. Nech Z, je B-pologrupou. Nech n = p§ip%* ... P* je kanonicky rozklad

Cisla n. Keby bolo ¢ > I, pre triedy u, v, reprezentované Cislami u = p¢',
m»” pip3 < Py by platilo uv = 0, Zrejme viak pre Fadne prirodzené k neplati
u" =0 ani v* = 0, & Je spor, lebo nie je splnend podmienka (A) z vety 1. Preto

t = 1. Keby cm_o ¢ > 1, py =2, triedy 2,3 by nespliiovali (A). Keby ¢; > 1,

Py > 2, Eomwlw. By by nespliiovali (A). Preto ¢ = 1, tak¥e n je prvodislo. Vtedy
viak triedy 1 2, ..., n — 1 tvoria grupu a kedZe Z, je B-pologrupa, B-grupu. Podla

s ’

vety 6 musi byt rad tejto grupy (t. j. &islo n — 1) rovny mocnine nejakého prvodisla

’
¥ » . v

ktoré oznaéme p’. Kedze » Je prvodislo, vi&sie ako 4, musi byt n neparne. Preto )4
musi byt parne prvolislo, t. j. p’ = 2. Teda n Jje tvaru 2" 4 { kde m je celé &islo
(vidciie ako 1, ked¥e n > 4). Ako je znime (pozri [2], str. 144), &islo uvedeného
tvaru moéZe byt prvoéislom len vtedy, ak m = 2%, kde s je vhodne zvolené prirodzené
Cislo. Tym je prva cast vety dokazana,

Obratene, nech n je prvocislo tvaru 2%° + |, Triedy 1, 2, ey W — 1 tvoria grupu.
Ako je zname (pozri napr. [2], str. 90), prvky tejto grupy mozno vytvorif pomocou
istého jej prvku (tzv. primitivneho korefia). Je to teda cyklickd grupa a kedse jej
rad je mocninou dvojky, je to (podla vety 6) B-grupa. Kedse pre xy = 0 je pod-
mienka (A) vidy splnens (n je prvogislo!), z predoslého vyplyva, e pre Tubovolné
xXeZ,, yeZ, plati (A), takse podla vety 1 je Z, B-pologrupa.

Pozniamka 12. Prvodisla tvaru 2%° 4 1 sa nazyvaji Fermatove prvodisla. Uve-
deny vyraz, ako je zname (napr. [2], str. 144), dava prvodisla pre s = 1, 2, 3,4.
Ci existuju iné prvodisla uvedeného tvaru, nie je znime; je viak dokazané, Ze pre
niektoré s (napr. s = 5)je 2% + 1 zlozené &islo. PodlIa toho pologrupy Z, sti B-polo-
grupami pre n = 1,2, 3, 4, 5, 17,257 a 65 537. Otazka existencie B-pologrip Z,
pri inych moduloch je teda ekvivalentn otazke existencie dalich Fermatovych
prvocisel {pre s > 4),

LITERATURA

[1] Schwarz §., Tesria pologrip, Sbornik pric Prirodovedeckej fakulty Slovenskej univerzity
v Bratislave, Bratislava 1943, 1—64.

[2] Rychlik K., Uvod do lmsg‘ma.wi Ciselné theorie, Ptirodovédecké nakladatelstvi, Praha 1950
(2. vyd.). ‘ :

Emnrim:m;% .noonss:ou:on:monx:x monyrpymn, Yexocnopaikui MaTemaruyeckmii xKyp-
Han 3 (78), (1953) 7—21. :

[4] Fuchs L., dbelian groups, Publishing House of the Hungarian Academy of Sciences, Budapest
1958.

Eﬂo:crﬂoﬁm w;Q\SSEn:EQg ha:.an.?»\mi_we\e%\:hng. Zmanaw:,nwo.mﬁ:ﬁ&:w Casopis
VI (1958), 127—135. - ‘ e ' ’ :

aﬂﬂo:vmmno<ww..0 &.E.Sm:w »QS:ESS.,\QN ﬁmla&.&%&bc\owgﬁaﬁ». Matematicko-fyzikalny
Casopis IX (1959), 160—172. : » . .

42

{71 Haber S., Rosenfeld A., Groups as unions of proper subgroups, American mathemratical
Monthly 66 (1959), 491—494. :

Doslo 19. 4. 1960. Kabinet matematiky
Slovenskej akadémie vied
v Bratislave

B-MTOJYIPVIIIIEI

¥Opaii Bocak

Pesome

B-nonyrpymmoit nassisaetcs Taxas HOMYTPYINOa, B KOTOPOR TEOPETHKO-MHOXECTBEHROE obbpenn-
HCHHE IMPOU3BOJILHEIX ABYX €€ MACTHYHEIX TOJIYTPYII SIBIAETCH NOJMYTPYIIoit. B-rpynmoit Hazer-
BAacTCA Ipynna, KOTOPad ORHOBDEMEHHO SIBIIAETCS B-nonyrpynmoit. Ilon mnuuoit Npeanepuona
(cooTs. mHHOK NEepHONa) BNIEMEHTa X JaHHOK OOTYTPYIIbl MBI HOHUMAECM MOLIHOCTE MHOKECTBA
BCEX TAKHX PR3IMYHBIX EMEHTOB 1OCIEAOBATENBHOCTH {x"}2 1» KOTODBIE B 3TOM NNocnenoBaTenn-
HOCTH COACPXATCA TOYHO OOUH pas (coots. 60onee yeM onwH pas). ITox K-xinaccom HNEePUOANYECKO
OOMYTPYIMIEI .S (IPHHANTEKHIIUM K HOEMIIOTCHTY € € S) HOHEMAeTCs MHOXECTBO BCEX IJIEMEHTOB
X € S, HEKOTOPOH CTENEHbIO KOTOpsIX sBIIsieTcs e. PaboTa cocrour m3 YETBIPEX pa3nesios.

B mepBom pasnene seoguTcs COOTBeTCTBHE M — M, npun KOTOPOM KaXAOMy NOAMHOXECTBY M
TONYTPYIITEL S CONOCTABIAETCS Mepecedenne M Beex HOJYTpynI, KOTOPKIE COAEPXKAT MHOKECTBO M
B Kauectse HoaMHO®ecrsa. IIpd 5ToM BommommsoTcs npasuna (1)—@8). B pa6ore paccMartpu-

ABJACTCH Omepauueil 3aMuIkanus. VIMeHHO Takue HOMYrpymisl  ABNAROTCH B-nonyrpynnamm.

Bo sropom paspmene noxasamer TEOPeMBI:

Heo6xonuMEIM B 1OCTATOMHBIM YCIIOBHEM JULSL TOTO, YTOGBI HOMyrpynna semsacs B-nonyrpyn-
IO}, SIBIACTCA BLITONHEHVE NTst TIPOU3BONBHBIX X, v YCNOBHA (A): xy sBAseTcs Jmbo CTENCHBIO X
60 Crenensio y (Teopema 1).

Heobxonumsie ycmosus mst TOTro, 4T0GHI NoNyrpynma S 6sn1a B-monyrpynnoit, Takossr: -

1. S smasercs UEPHOANIECKOR MONyrpynmoit; .

2. Uit IPOM3BOJIBHOTO X € § umMeeT MecTo (B): nauna TPpEANEPHOAA IEMEHTA X MEHbILE YeM 5 :

3. A OpOMIBOIEHOTO 3MeMenTa X € S Bemoundeno (C): nauea neproza (= nopsaok) sieMenTa
X ABNAETCH (Ueoi HEOTPANATENBHOR) CTENEHBIO MPOCTOrO YuCia (reopema 2);

4. 3TO mMpOCTOE YMCHAO OAMHAKOBO AR BCEX IMEMEHTOB U3 OJHOIO M TOro xe K-kiacca (Teo-
peMa 3);

5. Bce K-knmaccal ssasioTes noayrpynnaMu (teopema 4).

B tpersem pasmene maitnens: nce uxnuyeckne B-momyrpynmer: 3to Taxme LUHKIMYECKHE HOIMY-
Tpynmel, oSpasyomuii aneMenT KOTOphIX yNOBIETBOPSET ycrosusm (B), (C) (reopema 5). 3mecs
Halfinens! u Bce B-rpynnst: aTo UHKITHYECKAE IPYIUIbL, NOPAXOK KOTOPBIX SBASCTCS nenoif HeoTpu-
LaTeNEHONR CTEHEHBIO OPOCTOro MO, M BCe KBAZMUMKIIMYECKME IPYNTIBI (Teopema 6).

B uerBepToM paznene nocTpoera B-nonyrpynna, koropas CONCPXUT IIEMEHTEHI C IIPOM3BONBHOM
ANMHOH MpejmepHona u leprona, orpasHyenHsie ycnosusavu (B), (C) (reopema 7). Hanee HalaeHbt
BCS MAaKCHMANBHBIE MYITHILIUKATHBHBIE B-TIONYrpyNnbl KOMILIEKCHBIX 4uce: OHHM COCTOAT M3
Hyd H BCCX KOMIUIEKCHBIX KODHEH u3 COUHMIBL CTENEHH p", The p — duxcupoBanmoe nmpocroe
YHCIIO; 1 NPo6eracT MHEOKECTBO BCex HATYPAIBHBIX YuCEN (Teopema 8).

Iance uccnenyercs, nas xaxux HATYPaNbHBIX YHCET 7 MYNTHIUTUKATHBHAS MONYTPYNOa KIACcoB
BBICTOB IO MOAYIO 1 o6pasyer B-nonmyrpymiy: ato ecskoe n < 4 u BCAKOE n paBHOE MPOCTOMY

uucny depma (Teopema 9).
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B-SEMIGROUPS

Juraj Bosdak

Summary

A semigroup, in which set-theoretical union of any two subsemigroups is semigroup, is cailed
B-semigroup. A group, which is also B-semigroup, is called B-group. By the length of preperiod
(respectively by length of period) of element x of given semigroup we mean the cardinal number
of the set of all such (different) elements of the sequence mk: .N_. which occur in this sequence
just one time (respectively more than one time). By K-class of torsion semigroup § (belonging to
idempotent e e §) we mean a set of all elements x g S, some power of which is equal e. This paper
is divided into four parts.

B-semigroup is that for any x € S, y € S holds the condition (A): xy is either power of x or power
of y (theorem 1), Necessary conditions for a semigroup S to be w.maammnocu are: 1. S is torsion
semigroup; 2. for any element x € $ holds (B): the length of preperiod of element x is smaller than 5;

s

(by non-negative integer) (theorem 2); 4. this prime is common mo._. all elements of the same K-class

(theorem 3); 5. all K-classes are semigroups (theorem 4).
In the third part there are found all cyclic B-semigroups: these are such cyclic semigroups, a gene-
ich satisfies conditions (B), (C) (theorem 5). There are found also all B-groups: these

(theorem 6).
In the fourth part there s constructed B-semigroup, which has elements with any length of preperiod
and period, determinate by (B), (C) (theorem 7). Further there are found all maximal multiplicative

B-semigroups of complex numbers: they consist of a zero and of all p"-th complex roots of unity,

where p is fixed prime, n is running over the set of all natural integers (theorem 8). Further it is
researched, for which natural numbers 7 the multiplicative semigroup of complet system of residue
classes modulo 7 is B-semigroup: it is each n < 4 and each » which is Fermat prime (theorem 9),




