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POZNAMKA o £-ROZMERNEJ MIERE vV [,

BELOSIL AV RIECAN, Bratislava

V poznamke Jje podany elementirny dékaz tvrdenia, %e k-rozmerna Hausdorffova
na jej plosnému obsahu.

miera NE.ONEQ:Q plochy sa rov
V celom &lanky E, znamenj n-rozmerny euklidovsky priestor, 6(A) priemer mno-

Najprv zavedieme definicie dvoch doleZitych pojmov, ktoré budeme pouzivar.

my(p, B) = inf > %A\#va,.
=1

kde infimum je utvorené ¢ez &2_@ bostupnosti {4,}72, n-rozmernych gul také, e

d) <pprei=1,23 . , U 4; > B. Polo¥me
i=1

::Qwv = Ve sup EAP mv.

>0

kde V, je obsan k-rozmernej gule priemeru 1. Cislo m(B) nazveme k-rozmernou
mierou mnoZiny B,

Definicia 2. Mnoginy B < E, nazveme k-rozmernoy plochou, ak existuje zobra-
Zenie ¢ tychto vlastnosti: @ je prosté zobrazenie definované v okolj G borelovske;j
mnoZiny 7 < E, do E, také, Je m4 na G spojité prvé parcidlne derivacie, prisluina
funkcionalna matica m4 hodnost % a B = ¢(Z). Cislo

.SAMA n % Ab A.M,.Ué,. D(ej, ..., ﬁ.bﬂvw dL,

D(uy, ..., u,)

nazveme \ﬂ-HONEoE%B plodnym obsahom B.
MnoZinova funkcia ny definovani na vietkych podmnoZinich E, je vlastne von-
kajsia miera, ktors indukuje na m-meratelnych mnoZinach jsty miery, ktori budeme
znadit tym istym znakom. Pokial viak vyslovne nepovieme, e ide ¢ mieru, budeme
pod m, rozumiet vonkaj§iu miery, .
Cislo P(B), ktoré je definované pomocou zobrazenia ¢, nezavisi od vol by zobra-
zenia @, &o vyplyva napr, z vety uvedenej v tomto Clanku
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Tvrdenie nasledujicej vety je zname.* Tu uvedeny dokaz je viak elementarny,
vyuZivajici jednoduché a znime vlastnosti uvaZovanych pojmov.

Veta. Nech B < E, je k-rozmerng Plocha, B = o(Z), Z otvorend mnoZina. Potom
m(B) = p,(B). 6]

Dékaz. 1. Nech B Je k-rozmerny simplex. Potom .ec.mnE.a takd k-rozmerna nad-
rovina, e B je Jjej Sasfou. v tejto nadrovine viak plati ([1] 163)

m(B) = L(B) a LyB) = P B). ¥)]

Teda vztah (1) je splneny pre vietky k-rozmerné simplexy. Dalej nech B je k-rozmerna

simplexova siet, t. J- kone¢ny systém k-rozmernych simplexov, ktoré sa budto ne-

pretinajd, alebo sa pretinaji v simplexoch nanajvy§ (k — 1)-ho radu. ,Omsmon

B=uUB. Definujme 2(B) = y pb). Z L,-meratelnosti k-rozmernych simplexov
bed L

a z prvej formule v (2) vyplyva ich m,-merateInost. Pretoye (k — 1)-rozmern4 miera

(X — 1)-rozmerného simplexu je konena, k-rozmerna miera (k — C,...nowSoero
simplexu je 0 (pozri [2] 141). Z aditivnosti my, na S»-Boaﬁ&iow BnoN,EwoF Z po-
sledne povedaného a z platnesti (1) pre k-rozmerné simplexy vyplyva platnost
vzfahu (1) pre stdet Tubovolnej simplexovej siete. .
2. Nech B = o(Z) je k-rozmerna EOormwN sucet koneéného pottu kompaktnych

intervalov. Nech Z Je simplexova siet, U Z = 7. Ku kazdej E.BEMM%W@._. sieti de-

m::.woaocoaoﬁ, Nocnmmon_.m%:mN takto: nech w m ~NmNv t Hmwwb&: t, =0,
k+1

Yt=1, X; 84 vrcholy simplexu z.** Potom () = ML,_ t,0(x;).

£=1 - oy —~ - T

_ Nech AMNW.Mn Jje postupnost simplexovych sieti, U Z; = Z, mcbwo_c._\\ w:ml_:mw?
jucu sieti Z; ozna&me ;. Poloime M, = y(Z), M, = y(2). Zostrojme {Z}2,,
resp. Aab.ﬁ~ tak, aby platili tieto podmienky:

lim max é(z) = 0, €))

i~o0 m.«M;.
pre teZ je lim (Y1) — o(1)) = 0, )]
lim (M) = py(5) ++ ®

* Pozri umun. [4] odst. 3. Pre n = 2,k=1lapren=3ak=2 podal jednoduchy dékaz v
Hausdorff ([1] 164—165).

** Uvedomme si, e takéto vyjadrenie je jednoznaéné.

*+* Konstrukcia takejto postupnosti je uveden4 napr. v [31.
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Nech sy t | ¢ G
ot eraz b >0,e>0 Tubovolné ¢isla. Z vlastnostj infima vyplyva existencia
pocetného systémy #-rozmernych gyl {Bi}21 tej vlastnosti, e

) S.HMU_ a(B)" < Vimy(p, B) + Ve, )

Z konstrukcie Zobrazenia ¥: a z (3) Iahko &.Ucr\mw Ze lim y (1) = @) na Z rovno-

fire — £ e £ xeq
rne. Existuje teds také prirodzeng Cislo i, e pre vietky j > i je

M, cy B,. @)
p=1
Zo (6) a ) vyplyva, e
Vemdp, M) < Vim(p, B) +. 4. ®

wnnoroaos k suprému dostaneme = - .

(M) < myB) + Ve )
Podla prvej Casti dékazy plati
my(M,) = M)
Podra 9 a (10) je o ) P v a0
PAM) < my(B) + v (1
pre vietky i > ;. Odtial vyplyva, ze
.~WE PQS..V = S»QWV. (12)
Spojenim (12) a (5) dostaneme
P(B) < my(B) (13)

::»Q&..v - E»Aw: < e (19)

Z rovnosti (4), ktora ako Z i
. L s $me uz spomenuli, plati rovnomerne na Z, j
nikovej nerovnosti Tahko vyplyva, se % ool

Le(e(®), o0e1)) — oy, Vith)| <6 (15)

< 1 .2 i = =
WMMMMMMM%M&, "€z vietky z < Z,,i > uf&.aomﬂmﬁomco velké, kde p(x, y) znameng
e .m . <oo:.como< vVE,. Nech m e M i J¢ Iubovolny simplex, ; pevné, i> j, =
m.%EEMH FMWN N MW %NESE@ HoB.N m do mwom&zmro systému -rozmernych gl (v rovine
: \Zisi=1 80 stredmi x, g priemermi §(4,) = r, < p, ktorych k-rozmerné
objemy splitujy podmienky , . v , o

WM p(4) =, W% < p(m) + ¢, (16)

i=1
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kde p je vopred dané kladné &islo. Pretoze m Je kompaktna mnoZina, existuje
koneény systém gil z {4,}72,, oznaéme ho {A:}ice taky, ze {A}ia = {42,
a2 U A4; © m. Pritom

iea M ﬁaA\A_v IM.. Mn%aAlb Amﬂv

Utvorme teraz systém :-SN.BQE%% gil {B,};.. so stredmi v Yi= o~ _Oﬂ..vv a prie-
mermi §(B)) = r;, + 2¢. Podla (15) pokryva {B;};., mno¥inu b = oY~ '(m)). Teda
podla (16) a (17) plati

Vimi(p + 26,b) <V, 3 8(B)* = ¥, 2 (ri+ 28 =

=V, Y ri+ Fr,e) < pm) + & + F(p, £), (18)
iea
kde F(p, ¢) je polyném dvoch premennych p,ea  lim  Fp,e) = 0. 2 (18) vyplyva
(p. £)(0,0)
Vemp + 26, B) < p(M)) + ¢ + F(p, ¢). 19)
Zo (14) a (19) vyplyva
Vemyp + 2¢, B) < p,(B) + 2¢ + F(p, ¢). (20)

Limitnym prechodom pri p 50, £ -0 v (20) dostavame
my(B) < py(B). . @)

Z (21) a (13) vyplyva (1) pre vietky k-rozmerné plochy B = ¢(Z), kde Z je sudtom
kone&ného poitu kompaktnych intervalov.

4. Nech je teraz Z < E, TubovoIni otvorena mnoZina, B = ¢(Z) k-rozmerni
plocha. Potom je Z séidtom neklesajlicej postupnosti sudtov kompaktnych inter-
valov {Z;}iZ,. Pretoe potom tie¥ {o(Z)}21 je nekiesajiica o(Z) = U ¢(Z), plati

i=1

NS»SANV = .:5 :\:ﬁA%AN..VV = .:E SASANNVV = SASANVV“
&m je nasa veta dokizana,
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