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0 GRUPE AUTOMORFNIicH KOLINEACIH
PROSTOROVE KVARTIKY HARMONICKE

VLADIM H,ww BRUTHANS, Liberec

V prvni dasti této prace jsou studovany kolineace, kterymi se reprodukuje
prostorové kvartika prvniho druhu bez inguldrniho bodu v p¥pads, kdy jde
o tzv. kvartiku harmonickou. P¥itom se vychazi ze znidmého parametrického
vyjadieni kvartiky pomoci Weierstrassovych o-funkei.

Ve druhé édsti je uzito viastnosti uvedenych kolineaci k ziskani nékterych
vlastnost! harmonické kvartiky, které — jak se ukézalo — jsou pro tuto
kvartiku charakteristické.

Uvod

Kvartikou rozumime v tomto ¢éldnku prostorovou kvartiku prvniho druhu
bez-singularniho bodu. Uvedeme nejdifve nékteré znamé pojmy a vlastnosti
této ktivky, jichZ v dalgim upotiebime.!

Kvartika je basi svazku kvadrik, v ném# jsou &tyfi kvadratické kuzele.
Vrcholy téchto kugeld jsou vrcholy tzv. polérniho Styfsténu kvartiky, ktery
je spoleénym poldrnim Styfsténem viech kvadrik svazku.

Body, v nich# rovina maze mit s kvartikou Styfnisobny prisesik, se na-
zyvaji body superoskulaéni. Je jich na kvartice 16 a lez{ po &tyfech ve sténach
poldrntho &ty¥sténu kvartiky. Body, v nichs regulirni kvadrika mtie mit
s kvartikou osmindsobny prisedik, se nazyvaji body osmitedné; téchto bodt
je na kvartice 48, ;
V projektivnich wmwmm&iomor Ize kvartiku vyjadrit Parametricky rovnicemis

(1) T = cw?&. Ty = 0y(u), T3 = o4(u), zy = ofu),
kde ¢, o, (k=1,2, 3) jsou znimé Weierstrassovy funkce a parametr
probihd v roving komplexnich &isel rovnob&znik period, jehoz vrcholy budtez
hody-0, 4w 4w + 4w’, 400’3

Z kvadratickych vztahi mezj ¢-funkcemi* plynou rovnice

@ =t (e, — ) 2t = 0,
2~ 2+ (o — &) 2t = 0,

! Tyto pojmy a vlastnosti jsou podrobng vyloZeny v knize akademika B. Bydsov-
ského [1], kap. XIX a v préci [2] tého¥ autora. :
‘? Viz. Killing, Der Fliachenbiischel 2.0. Berlin 1872, 11.
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(€2 — €3) 27 + (e — e) 25 + (& — ey) x5 = 0;

jsou to rovnice kuseld, obsahujicich kvartiku. Oznadime tyto kuiele K,, K,
Ky, K, v poradi uréeném potadim rovnic (2).
Parametry superskulaénich bodd jsou charakterisovany kongruenci?

4u = 0 (mod 4w, 40'),
parametry osmite¢nych bodd vztahy

8y = 0, 4u == 0 (mod 4w, 40').

Superskulaéni bod odpovidajici hodnoté parametru w — Mw + ne’ oznadu-
LY A 4 v H ’
jeme W, a osmitetny bod odpovidajici hodnoté parametru 1 — 5 (ho + kw')

oznadujeme V,,.
Kvartika (1) se reprodukuje 32 kolineacemi, které jsou ddny vztahems

U = ey + mo 4 ne’ (mod 4w, 40",
kde e = +1 am, n= 0, 1,2, 3. Tyto kolineace nazyvame kolineacemi z4-
kladnimi, a to pro e = 1 kladnymi a proe = — | zdpornymi. Kladné zékladni
kolineace oznadujeme x(m, n), zéporné x[m, n]. ’
Klasifikace zdkladnich kolineact je zndma.” Kladné kolineace pro m i n sudé
jsou o0sové involuce, jejichy osy jsou vidy dvé protilehlé hrany polérniho &tyx-
sténu kvartiky. Zbyvajict kladné kolineace jsou cyklické 4. stupng a prisluseji
po &tyfech vidy k jedné (kladné) involuci, kters vznikne jejich opakovanim,
Zsporné kolineace pro m i n sudé jsou st¥edové involuce, jejich st¥edy jsou
vrcholy poldrniho &ty¥sténu kvartiky a roviny samodruznych bodd jsou stény
tohoto &tyisténu. Zbyvajict zdporné kolineace jsou osové involuce, jejich% osy
protinaji vidy dvé& protilehlé hrany polarniho &ty¥stdnu kvartiky a jsou p¥Hm-
kami tzv. Vossovych kvadrik.®

3 2w 2w’ jsou zékladni periody prisluiné Weierstrassovy funkce £ (u), kterd s uvede-

. 2 -

nymi o-funkeemi souvisi zndmymi vztahy _,‘ MMMVV g =fpu) —e, i =123 (viz [3],
str. 365).

4 Viz [3], str. 387.

¢ O wufiti eliptickych funkef ke studiu prostorové kvartiky viz napi. [4], str. 47 a nésl.

8 Viz [4], str. 81.

7 Viz [2], str. 4. .

8 Té&hto kvadrik je Sest a jsou rozd&leny na tti dvojice tak, e osy, které jsou piimkam i
téZe dvojice, protinaji tyté% dvé protilehls hrany polérntho étyfsténu kvartiky. Viz [4].
str. 74. . .
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Zéakladni kolineace tvori grupu Gy,. Podrobné studium této grupy a bodo-

tzv. kvartiky harmonické Ize viak grupu Gy, rozsitit o dalsi automorfnf kolj-
neace na grupu Gg,. VySetiime vlastnosti téchto automorfnich kolineaci har-
monické kvartiky a jejich ugitim odvodime nékteré charakteristické vlastnosti
této kiivky.

Harmonické kolineace

Jsou-li @, = 0, Q, = 0 rovnice dvou kvadrik svazku, m4 libovolns, kvadrika,
tohoto svazku rovnici tvaru 20, + uQ, = 0, v niz (4, 1) mizeme poklidat za,
projektivni sou¥adnice pEisludné kvadriky. Tim je ve svazku zavedena jedno-
rozmérnd projektivni soustava soutadnic a lze proto mluvit o dvojpoméru
¢ty kvadrik svazku. Utzijeme tohoto pojmu, ktery ziejmé nezdvisi na volbg
zédkladnich kvadrik svazku, k definici harmonické kvartiky.

Harmonickou kvartikou nazyvime kvartiku, kterd je basi svazku kvadrik,
jehoZ &tyfi kuzele tvori harmonickou &tvefici.

K tomu, aby rovnice (1) vyjadtovaly kvartiku harmonickou, stadi polozit
o' = iw, Potom totiz plati®

“4) ¢+ e =0 a e, = 0,

takZe dvojpomér Styt kuzelt v potadi K,, K,, K,, K, je roven—1. Kugele K,,
K, jsou tedy v tomto piipadé harmonicky sdruZeny vzhledem ke kugeltim K,
K, a obricens. . .

Je-li kvartika (1) harmonicks, reprodukuje se — kromé& 32 kolineacemi
zékladnimi — také kolineaci

(8) u = fu A.Bom 4w, 4a').

Z rovnic (4) totiZ plyne

ﬁ q%.iﬂl = % 0Oy(u) ﬂ opeu) | oy(u) T?
o) | | e(u) | ﬁ.&%; o ﬁ o(u) g ’
ﬁe.w?.ﬁv P oy(u) J?
%.gL T TEV _ ’
takZe vztah o3(u) — o3(u) + (e, — ¢5) o*(u) = 0 piejde ve vztah o3(u)— o? () +
+ (e2 — €;) 6*(u) = 0 a obricens. To znamend, Ze ve vySetfované kolineaci

se kuZele K, a K, navzijem vymsni a kvartika, v ni# se protinaji, je samo-
druzni.

? Uiivame vztaha ) =— pu) a € +e +e=0.
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SloZenim kolineace (5) se viemi kolineacemi (3) dostaneme 32 kolineaci
tvaru

(6) u' = eiu + mo + no’ (mod 4w, 4w'),

kdee= flam,n = 0,1, 2, 3. Tyto kolineace nazyvime kolineacemi harmonic-
kymi, a to bud kladnymi (je-li ¢ = 1) nebo zdpornymi (je-li e = — 1). Kladné
harmonické kolineace znadime p(m, n), zadporné B[m, n]. Snadno dokiZeme
vétu:

Véta 1. Viechny harmonické kolineace jsou cyklické Etvrtého stupné.

Dikaz. Ze vztahu (6) je zfejmé, Z%c opakovénim libovolné harmonické
kolineace dostaneme vidy nékterou ze zékladnich kolineaci zépornych, které —
jak vime — jsou viechny involutorni. Opakujeme-li tedy libovolnou harmo-
nickou kolineaci &tytikrit, dostaneme identitu. Tim je véta dokdzdna.

Kazdd harmonicka kolineace vytvari tedy cyklickou grupu &tvrtého fadu,
v niZ je spolu s kolineaci f(m, n) obsaZena 63 kolineace Bl—n, m]. Tyto dve
harmonické kolineace, z nich# jedna je kladnd a drubd ziporns, jsou navza-
jem inversni, jednu dostaneme, kdyz tiikrat opakujeme druhou.

Zkoumejme nyni na harmonické kvartice dtvefice bodi, které tvoii cykly
v jednotlivych harmonickych kolineacich. Cyklus tvoieny éty¥mi body lei-
cimi v téZe roving nazveme struénd cyklem rovinnym. Plati véta:

Véta 2. Mezi harmonickymi kolineacems je 16 kolineact, které na harmonické
kvartice vytvdieji cylly rovinné; zbyvagicich 16 harmonickijch kolineact vytvdFi
na harmowické kvartice cykly, kieré nejsou rovinné (s vyjimkou konedného poltu
cykls, které nejsou tvofeny Styimi vedjemné riengmi body .

Dikaz. Vzhledem k tomu, %e zdporné harmonické kolineace vytvareji
tytéZ cykly jako k nim inversni kladné harmonické kolineace, stadf, omezime-li
se v dlikazu na harmonické kolineace kladné. Opakujeme-li kolineaci f(m, n),
dostaneme involuci a[m — n, m -+ n], kterd je stiedova, kdy? m = n (mod 2},
kdeZto pro m %= n (mod 2) je osova. Ctyki body cyklu lezi tedy v prvnim p¥i-
padé na dvou riiznobdskich, ve druhém pfipadé na dvou mimob&zkich, které
jsou navzajem riizné, nebot p¥imka protind kvartiku nejvyse ve dvou bodech.
Cykld tvotenych méng ne# dtyimi body je na kvartice koneény podet, nebot
kazdy takovy cyklus obsahuje aspon jeden bod samodruiny v piisluiné
involuci a téchto bodt je na kvartice kone&ny potet. Tim je véta dokizéna.

Harmonické kolineace, které na harmonické kvartice vytvafeji cykly ro-
vinné, nazyvidme harmonickymi kolineacemi prvniho druhu, zbyvajicf pak
harmonickymi kolineacemi druhého druhu.

Uréime na harmonické kvartice body, které jsou v jednotlivych harmonic-
kych kolineacich samodru¥né, a dvojice bodti, které v t&chto W&Eom&or tvori
involutorni pary. Pro argumenty bodd, kterd jsou samodruZné v kolineaci
B(m, n), plati kongruence

% = 1% + mw + no’ (mod 4w, 40°),

225




jejimz fesenim dostdvame

m — % m -+ n
Ui 7= gt o Sl " g Uy = Uy 4 20 - 2.

dva body jsou oviem samodruzné i v kolineaci afm —n, m 4 n], kterou
dostaneme, opakujeme-li kolineaci B(m, n); zbyvajici dva samodruzné body
této zakladni kolineace, tj. body odpovidajici argumentiim

Us=1U + 20 a wuy =y 4 20,

tvofi v kolineaci f(m, n) involutorni par.

V kazdé harmonické kolineaci existuji téZ samodruzné body lezici mimo
kvartiku. Vygettime nejdifve harmonickou kolineac; prvniho druhu. Spojnice
samodruZnych superoskuladnich bodi je samodruzni piimka. Protneme-}i ji
rovinou, kterd obsahuje n&ktery cyklus a je proto samodru#n4, dostanemo na
ni dalsi samodruzny bod. Odtud plyne, Ze viechny body této ptimky jsou
samodruZné. Samodruzng je dile préseénice superoskulaénich rovin v samo-
druZnych superoskuladnich bodech, ktera je s piimkou samodruznych bodq

v s

mimob&ind a je proto osou svazku samodruZnych rovin. Samodruzné body
lezic na této piimcee jsou jeji prisediky se samodruZnymi rovinami svazku,
jehoZ osou je pimka samodruZnych bodd. Tyto roviny protinaji kvartiku bud
jen v samodruZnych bodech nebo jesté ve dvou bodech, kterd tvoy involutorni
par. Jsou tedy samodruznymi rovinami tohoto svazku dvojndsob tedns rovina
kiivky dotykajici se ji v obou samodruznych bodech a rovina polarniho &tyi-
sténu, v ni¥ tyto samodrusné body lezi. Odtud plyne, Ze kroms pHmky samo-
druznych bod# jsou v harmonické kolineaci prvniho druhu jedts dva samo-
druzné body, lezici na ose svazku samodru#nych rovin. Jiné samodruzné body
ani samodruné roviny v této kolineaci nejsou. .

Pro argumenty osmiteénych bodd, samodruZnych v harmonické kolineaci
druhého druhu, plati., .

3u; + uf= 0, %+ 34, = 0 (mod 40, dw’).

To znamend, e oskulagni roviny v samodruZnych osmiteénych bodech se
protinaji v p¥mce, kters Je spojnici téchto dvou bodi. Tyto oskulasnt roviny,

¥ v s ‘ ar e

a tedy i konedny podet samodruznych bodt, nejsou dalsi samodruZné body
kromg dtyt uvedenych.,

Ctyii samodruzné body harmonické kolineace druhého druhu jsou vrcholy
étyfsténu, jehoz dve stény jsou oskulaéni roviny v samodru#nych osmiteénych
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bodech, zbyvajici dvé stény jsou roviny obsahujiei involutorn{ par osmited-
nych bodd a po jednom ze samodruZnych osmitenych bodd, ve kterych se
kvartiky dotykaji. SamodruZnymi body lezicimi mimo kvartiku prochézeji
tedy tedny v samodruznych bodech leZicich na kvartice.

Oznadme nyni vreholy soutadnicového Styfsténu 0,, 0,, 0,, 0,,%9 stény
tohoto &tytsténu o,, w,, @y, w, (w; lezi proti 0,) a jeho hrany o,; (tj. spojnice
vrehold O;, 0,).

V kolineaci §(0, 0) jsou samodruzné superoskulaéni body W,, a W,,. Jejich
spojnice, jez je pimkou samodruznych bodi, prochézi bodem 0,. Timto
bodem prochazi také spojnice bodid W,,, 02, které ve vySetiované kolineaci
tvolf involutorni pir. Kolineace £(0, 0) indukuje tedy na piimee W,, Wo,
involuci, jejim# jednim samodruznym bodem je bod 0,. Druhy samodruzny
bod této involuce, ktery je oviem samodruzny i v kolineaci $(0,0), je s bodem O,
harmonicky sdruzen vzhledem k dvojici bod& W,,, W a je to tedy bod na
08¢ 0yg; 0znaéme ho Py,. Zbyvajici samodruzny bod kolineace $(0,0) lezi mimo
rovinu w,. To viak musj byt bod O,, nebot opakovinim vysetiované kolineace
dostaneme stfedovou involuci «[0,0], v ni# je tento bod jedinym samodrus-
nym bodem leficim mimo roviny ;. Osou svazku samodruZnych rovin je
proto pfimka O,P,,. :

Podobng se zjisti, %e osou svazku rovin samodru#nych v kolineaci £(2,2)
je piimka O,P,,, kde P,, je prisedik spojnice Wy, W,, s osou 053. Osy obou svazk#
prochézeji tedy vrcholem O,, leZi v roving w, a protinaji spojnice superosku-
laénich bodd lezicich v roving w,, které prochdzeji bodem 0,.

Analogické vysledky plati i pro zbyvajici t¥i dvojice harmonickych kolineaci
prvaiho druhu g(m, n), Blm + 2, n + 2).

Abychom se mohli strudng vyjadfovat, budeme nazyvat dva vrcholy O,
05 nebo 0,, 0,, piisluiné harmonicky sdruZenym dvojicim kuZelt, navzijem
sdruZenymi a toté% budeme ¥ikat o sténach k nim protilehlych. Sdruzenymi
budeme také nazyvat dva, body superoskuladni, které lex{ v téze sténé polar-
ntho &tyfsténu a jejichZ spojnice prochazi vreholem protilehlym ke st&ng
sdruZené. V této terminologii méizeme piedchozi vysledky vyjadiit vétou:

Véta 3. Osy svazks samodruZngch rovin harmonickgjch kolineact druhého druhuy
prochdzeji po dvou vrcholy poldrniho Etytstény kvartiky a let v jeho sténdch,
Dvé osy, které prochdzeji tsjm# vrcholem, le$i ve sténé protilehlé k vreholu sdruse-
nému a protinaji spojnice sdrufenjch superoskuladnich boda leci ve stind
sdrufené.

Plochy nejnizstho stupng, které obsahuji Stytbodové cykly harmonickych
kolineaci druhého druhu, jsou kvadriky. Nalezneme kvadriky, které jsou v téch-
to kolineacich samodrusng.

Zkoumejme kolineaci B(1,0), jejiz samodruzné body jsou jednak dva osmi-

12 0, je vrehol kuzslu K (i=1,23,4).
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te¢né body ¥V, a V,;, jednak dva body legici mimo kvartiku, které oznadime Si
a 8y;. NapiSeme-li rovnice této kolineace ve tvaru

— Dt s y .
1 = ﬁ\wﬁmv Ty = x3, T3 = W\M.ﬂmu Xy = s&_\u

zjistime jednoduchym vypodtem, ¥e samodrung kvadriky této kolineace tvoi
dva svazky

(7), (8) Alat F (14 6) af + iz = (1 — i) 23] -
+ al(l —4) zyz, + _\w|&~§ F <wl§§ + {144 mr]=0
& dvé& linedrni soustavy dvojrozmérné

(9), (10) M2 F (1 —d)ad —iaz 4 (1 + 1) 2f] +
T Q) 22, F |ome, F foryz, + (1 — i) ae] 4
+ vz F (1 —9) %7,] = 0.
Vi&imn&me si predeviim, e dva svazky (7) a (8) a také dvs linearni soustavy
(9) a (10} si navzijem odpovidaji v kolineaci

(11) Zy = 17, Ty = @y, X3 = —ixy, T, = —x,.
Kvartice (1) odpovids v této kolineaci kvartika
(12) x; = tay(u), Zy = — oy{u), Ty = —igy(u), %y = olu).

Tato novd kvartika se reprodukuje tymiz 64 kolineacemi, jako kvartika (1);
pro tuto vlastnost ji nazyvime kvartikou kovariantni s danou kvartikou ( :“
ku.ogmo se obé tyto kvartiky navzijem neprotinaji, lez{ na kvartice kova-
riantni ty samodru¥né body harmonickych kolineaci druhého druhu, kterd
nelezi na kvartice dané. Odtud plyne véta:

 V&ta 4. K harmonické kvartice existuje privé jedna kvartika s ni kovariantns.

Druhé zikladnt kvadrika m4 s kvadrikou @ spoleéné dvs spojnice samodruz-
nych bodt V,, V.., SuS;; a tedny v bodech Vi, Vs, které — jak vime — pro-
chizeji body S, 8Ss5. Basisvazku (7) tvoi tedy (zborceny) Stytstran V,, V.88

jehoZ vreholy jsou samodrugné body zkoumané kolineace. Viechny qu.mwwwww
tohoto svazku protinaji kvartiku (1) trojndsob v samodruznych bodech Va
Vs a jednodude v bodech Vi, Vi, které tvord involutorni pér. Hmoﬁimbgm

o  To plyne z toho, %e na kvartice neexistuje skupina 8 boda, kters by byla pro &morz.%
Jjeji automorfni kolineace invariantn{ {srovnej [2], 2. B4st, str. 3).

w HM u‘,uao Usporu mista jsou zde vynechény zdlouhavé vypobty, které si Stenét sm snadno
doplni,
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kvartiku (12) protinaji tyto kvadriky v samodruZnych bodech S, S,,, déle
ve dvou bodech, lezicich na pitmee V,, V.5 a kromé& toho ve &tveticich bodd,
které tvoii cykly.

Vlastnosti svazku (8) dostaneme z vlastnosti svazku (7) uzitim kolineace (11).
Jeho basi tvoi{ &ty¥stran, jeho strany jsou op&t spojnicemi samodruznych
bodd, aviak v pofadi 8,8V, V.. Kvadriky tohoto svazku protinaji danou
kvartiku v pevné &tvetici Vi, Vs, Vi, Vis a kromé toho ve Stvericich, které
tvofi cykly. Vyjadiime tento vysledek vétou:

Véta 5. Ctyfstran tvofeny témi spojnicemi samodrufngjch bodi, harmonické
kolineace druhého druhu, které nejsow lebnami kvartiky, je bast svazku kvadrik
vylinajicich na harmonické kvartice Stvetice bodi, Ikteré v této kolineaci tvors.
cykly.

V linedrni soustavé (9) je jednou zakladni kvadrikou Vossova kvadrika,
kterou oznaéme @’'. Druhs zékladni kvadrika se sklid4 ze dvou rovin, které se
protinaji v piimce V,,V; a obsahuji body Vg, Vo, a Vo, Vs, . Treti zakladni
kvadrika se dotyk4 kvartiky v bodech Vs Viss Vs, Vis. Primik prvni a tietf
zékladni kvadriky je &éty¥stran VaVaVssVyis. Roviny uréend body Vy, Vi

2 vZdy jednim z bodii Vy,, V,; jsou spoledné teéné roviny vSech kvadrik této

soustavy. Kvadriky je protinaji ve dvojicich p¥imek harmonicky sdruzenych
vzhledem ke spojnicim p¥islusného dotykového bodu s body V;, a Vy;. Viechny
kvadriky této soustavy protinaji kvartiku dvojndsob v samodruznjch bo-
dech Vy, V,; a krom& toho ve &tveficich, které tvori cykly. Tenty? eyklus
vytinaji na kvartice viechny kvadriky svazku, jeho# basi je dvojice kuZelo-
sedek protinajicich se v bodech V,, a Vis-

Kvadriky soustavy (10) maji spoletné body S, a S, le#ici na kvartice
kovariantni a protinaji danou kvartiku vidy ve dvou cyklech (které oviem
mohou splynout).

Kvadriky @, @', které jsou samodruzné ve viech harmonickych kolineacich
drubého druhu,’® nazyvéme hlavnimi kvadrikami harmonické kvartiky.

Harmonické kolineace spolu se zdkladnimi kolineacemi tvoif grupu G,
kterd oviem obsahuje grupu G,, (tvofenou kolineacemi zakladnimi) jako pod-

grupu. Uvedeme v piehledu ty podgrupy grupy G,,, které obsahuij aspoti jednu

kolineaci harmonickou. Zbyvajici podgrupy této grupy jsou totiZ zaroveit
podgrupami grupy Gy, a jsou tedy zndmy z citované price B. BydZovského.14

a) Podgrupy g, (tj. podgrupy grupy @, $tvrtého tadu) jsou cyklické grupy
vytvofené vidy jednou harmonickou kolineaci. Obsahuji dvé harmonické
kolineace navzdjem inversni a jednu zdpornou involuci.®® Tato involuce je

13 Tyto kvadriky tvofi jednu ze tii dvojic uvedenych v pozndmee 8 a jsou samodru¥né
v 16 zékladnich kolineacich, které sloZeny s kolineaci £(1,0) ddvaji pravs viechny harmo-
nické kolineace druhého druhu.
- M Viz [2], str. 10—11.
1* KaZdé podgrupa obsshuje ovem té% identitu, co¥ vyslovné neuvadime.
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bud' stfedovd, nebo osovs podle toho, jsou-li prisludné harmonické kolineace
prvniho nebo druhého druhy. Podgrup g, je 16.

b) Podgrupy gs Jsou vytvofeny dvéma kolineacemi Bim, n) a f(m 2,

dvé zdporné involuce stfedové (se sdruZenymi stfedy) nebo osové (s osami
obsaZenymi na tée hlavni kvadrice) a jednu kladnou involuci, jejiz osy jsou
spojnice sdruenych vrehold. Téchto podgrup je 8.

¢) Podgrupy 16 jsou vytvoteny dvéma kolineacemi Bm, n) a p(umi + 2, n)
nebo f(m, n 4 2). Obsahuji osm harmonickych kolineaci pisludnych ke dvéma,
zépornym involucim obsaZenym v tése podgrupé g, &ty¥i zdporné involuce
stfedové (tj. vSechny) nebo osové (s osami leficimi na hlavnich kvadrikich)
a viechny involuce kladné. Tyto podgrupy jsou 4.

d) Podgrupy g,, jsou vytvoreny dvéma kolineacemi B(m,n) a fm’, n’),
kde mzm a 5 =y (mod 2). Obsahuji Sestnsct harmonickych kolineact
téhoi druhu, osu zapornych involuci obsaZenych v podgrupich g,,, Styii za-
kladni kolineace cyklické ptisluné k téze kladné involuci, jejiz osy jsou spojni-
cemi sdruZenych vrcholg g viechny involuce kladnsg.

Snadno se zjisti, e podgrupa obsahujici dv& harmonické kolineace rtizného
druhu je totozn4 s celou grupou G, .

Harmonieka kvartika

Z vlastnosti harmonickych kolineaci prvntho druhu plyne véta:

Véta 6. Superoskulaéni roviny ve dvou sdrutengjch superoskulaénich bodeck,
harmonické kvartiky o dvojndsob tednd roving dotgkagjici se této kvartiky ve 2byjva-
jicich dvou superoskuladnich, bodech leZicich v tése stene jejtho poldrniko Clyfsténu,
PatFi do tého¥ svazky (jehoz osa leZi ve sdrusené sténs poldrniho étytsténu ). V tomto
svazku rovin jsou obsaZeny té% t¥ roviny, kieré kvartiky protinaji ve étveficich
superoskulaénich bods. a dvandet rovin, kterd kvartiky protinaji ve étveticich bods,
osmitedngich. . ,

Ukédzeme, e tato vzdjemns poloha superoskuladnich a osmiteénych bodu
je pro harmonickou kvartiku charakteristicks, VySetime nejdtive vlastnosti
tykajici se hoda superoskuladnich. ,
Véta 7. Jestlize w dané kvartity superoskulaéng roviny ve dvow g dvojndsob
End rovina ve zbyvajicich dvou superoskulaénich bodech lesicich o téZe sténg
poldrniho Eytsténu pat# do téhof svazku, je tato kvartika harmonickd.

tak, aby prvni dva ze superoskuladnich bodg uvedenych ve vt byly body
We (1, 1, 1, 0) & Wa(1, —1, 1, 0); druhé dva jsou pak body Wa(—1, 1, 1,0)
2 We(1,1, —1,0). Kvadratické kuzele obsahujici kvartiku maji p¥i této volbs
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soufadnicového systému rovnice (2) a dvojpomér téchto eyt kuzeld v poradi

. QNF o ] r %
K, K,, K,, K, je roven ml.s Superoskulaéni roviny v bodech 00 & W,
23

. ‘o . - .
které jsou zaroveni tenymi rovinami kuzele K, v téchto bodech, maji rovnice

(13) €3y £ €% + ey = 0.

Jejich priseénici, kters ztejmé leZi v roving w,, Ize vyjadtit jednoduseji rovni-
cemi

(14) a3y 1~ €173 =0, %y = 0.

Dvojnisob tedni rovina dotykajici se kvartiky v bodech Wy & W, prochazi
vrcholem kuele K, a je tedy témito tfemi body uréena; jeji rovnice je

(15) x + 23 = 0.

Protoze tato rovina podle predpokladu véty prochazi pfimkou (14), musi byt

. €y
€y = €y, t]. — = —1,

€23

a kvartika je tedy harmonicka. Tim je véta dokazina. 3

Osou o,, Ize ke kvartice vésti 4 dvojnasob tetné roviny, které se jf dotykaji
ve dvojicich superoskuladnich bod# Woo, Wag; Wag, Woys Wi Was; Wa, Wi
Je-li kvartika harmonicks a jsou-li vrehly 0,, 0, navzéjem sdruZené, jsou na-
vzajem sdruzené také superoskuladni body kazdé této m<£.~.ow. A% Womwgmmﬁ.ﬂw
£(0,0) jsou body Wy, W, samodruzné, body Wy, Wy, se navzajem a\d:wumsé(_
a zbyvajici 4 body tvori cyklus Wy — Wy — Wo— Wis. To znamens, Nn<mww
dvojndsob tedné roviny jsou samodruzné a zbyvajici dvé se navzajem vymstuji.
Odtud plyne véta:

To znamens, Fe dvojpomar (K. K;KK) = —1

Véta 8. Cty#i dvojndsob tedné roviny vedené k harmonicks kvartice spojnici dvou
sdrufenyjch vrcholds jejtho poldrniho Styrsténu tvori harmonickou Ctuefici, a SWQ\P
Ze dvé roviny s dotykovymi body leficimi v tése sténs jsou harmonicky sdruteny
vehledem ke zbguvajicim dvéma rovindm, fejich’ dotykové body le#i ve sdrufené
sténé. .

Dokézeme také obrdcenou vétu: )

Véta 9. JestliZe dvojndsob teéné roviny vedené ke kvartice spojnict dvou ewaw.@o?.w
twoit v pofadi uréeném ve véts 8 harmonickou wetici, je tato kvartika harmonickd
a prislusné dva vrcholy jsou sdrusend.

Dikaz. Rovnice dvojnasob teénych rovin vedenych ke kvartice (1) osou o,,
jsou

(16) % =0, _\muu».&H + ﬁ\mw&.w = 0.

6V této kapitole pifeme pro struénost e,; misto ¢, — e, .
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Jsou-li tyto roviny v uréeném potadi harmonicky sdruZeny, plati vztah -
Vea — Ve . Veu + Ve
= — ! —— — = —1,
ﬁ\aﬁ + _\mum _\mﬁ = _\m»u .
jehoz tpravou dostaneme €3 1 ey = 0. To znamens, e e (KKK K) = — 1
a tim je véta dokézana.

stén poldrniho &tyisténu existuji éty¥i takové dvojice a jejich osy leZi po
dvou ve zbyvajicich dvou sténdch polarntho Sty¥sténu. Je Ii kvartika harmo-
nicks a jsou-li dané dve stény poldrniho &ty¥sténu navzijem sdrueng, mwd\wﬂ&m
tyto osy s osami dvojic superoskuladnich rovin ve sdruZenych superoskulaénich
bodech le¥icich ve zbyvajicich dvou sténdch polérniho &tyisténu. Ukizeme
Ze i tato vlastnost je pro harmonickou kvartiku charakteristicks,

.y .o . v

Ctytsténu, je tato kvartika harmonickd.

Dikaz. Vhodnym o&islovénim vreholii soufadnicového Styisténul? doss-
hneme toho, %e dané superoskulaéni body le#f v rovinich @ & wg. Osy dvojic
rovin poloZenych t&mito body le#i pak v rovinich @y & w,. Uréime rovnice
téch dvou os, které le#i v roving @y. Jedna z nich je présednice rovin, které
obsahuji étvetice Wio—Wag— Wo,— Wy a Wag— Wy Wy— Wy, a majf rovnice

Vet & Veu, + Ve = o.
Roviny druh¢ dvojice obsahujf dtvefice Wio—Wao—Woa— Wy & Wiy Wy
— Wo— Wes a jejich rovnice jsou
_\mwwau + _\mﬂ.&m - ﬁ\mﬂﬁw = 0.
Zkoumané osy lze tedy vyjad¥it rovnicemi
T .
(17) g\mwu.&p i ﬁ\ €13%3 = 0, Z, =0,

kdezto prise¢nice superoskulaénich rovin v bodech Wy, W,, a W, 200 Woe maji
rovnice

(18) €1 - eyx5 = 0, %y = 0.
JestliZe obg tyto dvojice p¥imek splyvaji; must byt splnén vztah €y — €, =0
z néhoz vyplyvs, ¥e plisludné kvartika je harmonicks. T4z podminka plati
" 1 pro splynuti os lezicich v roviné @, 8 prasednicemi superoskuladnich rovin,
v bodech Wy, Wy a W, Wi. Tim je véta dokdzéna,

¥ Za soufadnicovy 8tyTstdn volime opst polérni &tyistén kvartiky.
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Porovname-li rovnice (17) s prvinimi dv&ma rovnicemi (16), shleddme, e
zkoumané osy le¥i i v téchto rovinich dvojndsob tednych jenom v piipads
kvartiky harmonicks.

Roviny obsahujic{ superoskulaéni body leiici ve dvou sténdch polarniho
Styfsténu lze charakterisovat 6% jinak. VySetiime nejd¥ive rovinu, kterd ob-
sahuje body Wy, Wy, Wy, W, letici ve sténdch @, & wy. Tatorovina prochdzi
zfejmé bodem O,. Protoye soudty argumentt dvojic bodi Wi, Wes a Wy, W,
jsou 3w + 30’ a w + o', jsou spojnice téchto bodd piimkami riznych soustav
Vossovy kvadriky @ charakterisované témito hodnotami® a rovina, kters tyto
piimky obsahuje, je tednou rovinou této kvadriky. Rozdélime-li dané super-
oskulaéni body na dvojice tak, %o jednu dvojici tvoii body Wy, Wy, a druhou
body Wy, W, dostaneme séitanim jejich argumentt hodnoty 3w - o’
a o + 3w, jimiZ je charakterisovéna Vossova kvadrika @‘. To Znamend, Ze
vySetfovand rovina je spoletns teéna rovina kvadrik @, @ vedend k nim
bodem 0,. Zbyvajici t¥i roviny obsahuji &tvetice W,,— Wig— Wes— Wy, Wag—
—We—Wa—Wy 8 Wyy— Wo— Wy — W, odpovidaji prvni roving v jednotli-
vych kladnych involucich. ProtoZe v téchto involuecich jsou vSechny kvadriky
obsahujici kvartiku samodruZné, jsou tyto roviny zbyvajiei t¥i spoletné te&né
roviny kvadrik @, @’ vedené bodem 0,. v .

Jeoli (KKK K,) = — 1, wmoz kvadriky Q, Q' hlavnimi kvadrikami harmo-
nické kvartiky,!® tak¥e posledni charakteristickou vlastnost této kvartiky lze
vyslovit téZ takto: , :

Véta 11. Spoleéné teéné roviny hlavnich kvadrik harmonické kvartiky vedené

k nim dangm vrcholem jejiho poldrnitho Styfsténu patii do svazkn rovin uréengjch
dvojicemi superoskulaénich rovin ve sdruZensjch superoskuloénich bodech leficich
ve sténé protilehlé k danému vrcholu.

Ptistoupime nyni ke studiu skupin bodi osmitednych, pridems se omezime
na 16 bodd, které tvoii jednu ze skupin invariantnich vigi grupé G;,.20 Pii
vhodné volbé soufadnicového systému jsou to v naem oznadeni body W,,.,
jejich% oba indexy jsou liché.

Ctvetice osmitednych bodi

A:& ﬁ\ﬁ ¥V Vg - ﬁ\:, ﬂ\mm T Vas T ﬁ\uu — Va3
ﬂ\ﬂ - ﬁ\un - ﬂ\uq — V57 ﬁ\mm - ﬁ\qm - q\qu - w\E

lezi ve &tyfech rovinich prochizejicich bodem 0,. Protoge tyto roviny tvofi
v kaZdé ze ti{ kladnych involuci dva involutorni péry, jsou jejich pruseénice

¥ Viz [4], str. 74.

1% Charakterisujeme-li totiz tyto kvadriky uvedenym zptisobem, zjistime snadno, ¥e
jsou ve vlech harmonickych kolineacich druhého druhu samodruZné.

20 Viz [2], str. 14. - i ‘
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obsaZzeny ve sténich polirniho &ty¥sténu kvartiky. Toté plati o rovinich

poloZenych &tveficemi osmitednych boda

ANOV w\E T Vs — ﬂ\qq - ﬁ\muv w\mm - ﬁ\.: - ﬁ\uu -
ﬁ\ﬂ - w\nm _ ﬂ\uq _

17>

135 w\; T Ve Vg — ~\.ﬂ.

Rozdélime viechny tyto roviny na dvojice tak, aby osy téchto dvojic leZely
v roviné w,; jejich rovnice maji (pro libovolnou kvartiku) tvar

G a{lr +ew ~Vr =) £ @1 — i) Yoy — (5 o — Jr=e) =0
22) a(lr Few — Jr—em) F w1 — 4) Vew + & (fr Fem — Jr—az) =0
®3) allr + e+ Ir =) F vt — i) Yo — 2y (Jr e 4 Jr—am) =,
E%ﬂmigv?:i.vﬁi;f+ v\ﬁui

kde jsme pro prehlednost poloili [ege, — 1.

Ctyri primky vyjidtend dvojicemi rovnic (21)—(24) nemusi byt vSechny
navzijem rizné; vydettime vSechny ptipady, které zde mohou nastat.

Predeviim snadno usoudime, %e piimky (21) a (23) jsou vidy navzijem
riizné, nebot to jsou osy dvou dvojic rovin obsahujicich tytés osmitedns body,
aviak v jiném seskupeni. Toté plati o piimkéch (22) a (24). Také ptimky (en
a (22) jsou vidy navzijem riizné, nebot jsou harmonicky sdrufeny vzhledem
k osdm o,,, 0,,, s nimiz nesplyvaji. Totéz plati o piimkich (23) a (24).

Zbyvaji tedy dvojice pFimek (21) a (24) nebo (22) a (23); podminka totos-
nosti je pro obé tyto dvojice vyjidiena touy rovnicf

(W ea—Vr=e)(r Tem+ Vi) +
+ (¥ em+ Jr=a) (Ve Tam — Jr =) — o

neboli
(25) ~\\\.+amw_\ﬁ|:.+wm,5f~\ﬁlnm§~\ﬁ.ln§”ow

odtud po snadné Uprave dostaneme €1 + €y = 0. To znamen4, e zkoumané
ptimky mohou splyvat jen u kvartiky harmonické.

V ptipads harmonické kvartiky tvo¥{ prvni dvé tvetice (19) a druhé dvs (20)
cykly v kolineaci £(0,0), zbyvajict Ctyfi &tvetice cykly v kolineaci £(2,2),
takZe roviny jimi poloZené skuteéng po ¢tyfech prochizeji tou piimkou leziei
V roviné w,. . .

Podobné jako roviny, které obsahuji superoskulaéni body, jsou také roviny
obsahujici &tvefice (19) a (20) spoledné tedné roviny vidy dvou Vossovych
kvadrik, vedené k nim vreholem polérniho Styfsténu. O tom se opét piesvéd-
¢ime sdftdnim argumentd prisluinych bodi. Roviny polozené &tvericemi (19)
se dotykaji kvadrik R a § charakterisovanych hodnotamij @ (nebo 3 w) a w'
(nebo 3w, roviny poloené &tveticemi (20) se dotykaji kvadrik R’ a &'
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Vygetfujme je§té spoledné tedné roviny vedené bodem O, ke dvojicim R, 8’
a R’, 8. Jsou to roviny, které obsahuji &tvetice

—\.E - ﬁ\uu - ﬂ\ﬂ - ﬂ\ﬂu ﬂ\.“a - ﬂ\...m - w\uu - ﬁ\av
Vs — Voo — Vi — 175 Vis — 35— Vog — Vs,
ﬁ\ﬁ - ﬁ\qm - ﬁ\“u — Via» ﬂ\mm — Va — ﬁ\uu - ﬁ\uf
Ve — Vs — Var — Vsss Vis — Vo — Vs — Vi

Jejich rovnice (sefazené opét do dvojic) jsou:

(26) m(lr+ e — Vr = @) &+ (1 + 4) Yooy — (i T, + Jr=eu) =0,
@) a(lfr + e — Vr —e) F w1 + 4) Yoo + 2(Jr T + fr="ex) =0,
28) m(fr + e + Vr = 20) F (1 + 4) Voqr — )i T ey — Jr="e.) =0,
@9 alr e+ Vr —e) £ w1+ 0) You + o T, — Jr—es) =o.

Osy t&chto dvojic rovin le#f v roving @, & jsou navzéjem rizné, Kdyby totiz
splynuly piimky (26) a (29) nebo (27) a (28), bylo by

Vr 4 em — Vr —ea)(Vr T em — Vr =) +
il + Q\my + T.A — anux_\». + ey + <»w|!a5v =0

(30) #\.‘.+m§<w+m5+~\ﬁ|@wu<ﬁlmm_”o.

odkud dpravou dostaneme e + €3 = 0. To znameng, Ze by tato kvartika.
byla harmonicki. Aviak pro harmonickou kvartiku, u niz splyvaji osy dvojic
rovin poloZenych étveficemi (19) & (20), plati rovnice (25), kters — jak se snadno
piesvédéime — je s rovnici (30) ve sporu. Jiné dv& p¥mky rovnss nesplyvaji,
nebot p¥isluiné dvojice rovin, jichZ osami tyto pfimky jsou, majf bud nékteré
z osmitednych bodd spoleéné anebo se dotykaji tych% dvou kvadrik. Podobng
Ize ukdzat, Ze jsou rizné i priise&nice zkoumanych rovin, obsaZené v rovinich
; & wy. Tyto vysledky shrneme ve véts: ; .

- Véta 12. Cty#i spoleéné tetné roviny vedené vrcholem poldrniho Gtyrsténu ke
dvéma Vossovim kvadrikdm, které patti do rizngch dvojic,2* protinaji kvartiku
ve skupiné 16 osmiteéngjch boda. Prisednice téchto rovin le&l po dvou ve sténdch
poldrniho Etyrfsténu a jsou navzdjem rdzné; splynow-li tylo priseénice v nékteré
sténé s praseénicems spoleénijch teéngjch rovin zbyjvagicich dvow Vossovijch kvadrik,
které s uvedengimi dvéma pattt do tych# dvou dvojic, je kvartika harmonickd P~
slusny wvrchol poldrniho Ctyfsténu je sdrufen s vrcholem protilehlym ke sténé,
v niZ tyto praseénice splyvaji.

21 Jde o dvojice uvedené v poznamce &:
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UBER EINE GRUPPE AUTOMORPHER
KOLLINEATIONEN DER m»»WE.OZH.,QOHZ
RAUMKURVE VIERTER ORDNUNG

VLADIMIR BRUTHANS

N:mmsgmwmmmmcsm

Als harmonische Raumkurve vierter Ordnung _Qm:mbwe@b‘ wir ?.&mmmn Arbeit eine
Raumkurve vierter Ordnung erster Species ohne Uowm_o_ﬁcbgw welche eine Basiskurve
eines Quadrikenbiischels darstellt, dessen vier Kegel ein harmonisches Quadrupel bilden.

.Eine harmonische Raumkurve vierter Ordnung reproduziert sich —. wie jede Raum-
kurve vierter Ordnung erster Species ohne Doppelpunkt —— durch 32 sog. Grundkollinea-
tionen, auBerdem sber auch durch anders 39 No:mmmmﬁo:oF die man harmonische Kollj-
neationen nennt. Alleldiese harmonischen Kollineationen sind zyklisch 4. O&bg@m wir
unterscheiden zwei Arten. Bei den einen werden die Zylden durch vier Punkte, die in

viertér Ordnung schneiden, welche mit der gegebenen kovariant {(dh. durch dieselben
64 Kollineationen reproduzierbar) ist. Es gibt keine andere Raumkurve vierter Ordnung,
die mit der gegebenen kovariant wire. - . -

Aus den Eigenschaften der harmonischen Kollineationen geht hervor, daB bei einer
harmonischen Raumkurve vierter Ordnung zwei aavmzawvmnmrag%mcmbms in zwei sog,
konjugierten W endeberihrungspunkten und die Uow%m_nmummwﬂiu_owmzp welche™ die
Kurve in den iibrigen zwei — mit den bereits angefiihrten in derselben Ebene des Polar-
tetraeders liegenden — sodmmvmwggbm%:cwnm: beriihrt, zu demselben Biischel ge-

Reihenfolge sin harmonisches Quadrupel! bilden.




