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MERATEENOST NIEKTORYCH FUNKCIE
NA KARTEZSKYCH SUCINOCH

TIBOR NEUBRUNN, Bratislava

Je zname, Ze ak funkecia f(z, y) definovanid na kartézskom sidine (X XY,
S X T) (pojmy a oznadenia pozri v &asti 1) priestorov (X, S)a (Y, T) je meratelns,
potom sd meratelné jej xz-rezy aj jej y-rezy. Meratelnost wx-rezov aj y-rezov
vBak nestadi na meratelnost funkcie (=, y). Bolo dokdzané v [4], Ze funkcia
dvoch premennych definovand na &iselnej rovine, lebesguovsky meratelnd
vzhladom na jednu premennd a spojité vzhladom na druhid premenn, je
lebesguovsky meratelnd na d&iselnej rovine. VSeobecnejfia veta je dokdzani
v [1] pre meratelnost transformécie f(x, y) definovanej na (X xY, §XT) do
niektorych topologickych priestorov. Vo vete dokdzanej v tej prici sa pred~
pokladi, %e v priestore (X, §) je X &iselny interval S systém vietkych borelov-
skych mno%in na tom intervale. .

V tejto poznamke ukiZeme, Ze o prvej slozke kartézskeho sadinu stadi pred-
pokladaf, Ze je to separabilny metricky priestor; potom funkeia f(x, y), ktorej
y-rezy s spojité na tom priestore a z-rezy meratelné na priestore (¥, T), je
meratelnd na (X x Y, § x T).

Dokaz, ktory budeme robif pre funkcie, d4 sa takmer tak isto urobif pre:

transformécie do takych topologickych priestorov, v ktorych postupnost me-
ratelnych transformécii konverguje k meratelnej ogbmm.opra: O takych
priestoroch sa hovori v [1].

1

e oo ™

V tejto tasti uvedieme pojmy a oznadenia, ktoré budeme pouZivat. Ak X je
nejakd mnoZina a § je taky systém podmnoZin mnoziny X, Ze pre lubovolné
dve mnoZiny #, F ¢S je E-F ¢S a pre lubovolné mnoziny ¥,€S8(n=1,2,...)

je U E, c$ (teda S je g-okruh, pozri napr. [2], str. 24.) a okrem toho plati, Ze
n=1

mnoZinovy stdet vietkych mnoZin patriacich do § déva celd mnoZinu X,
hovorime, Ze je dany meratelny priestor (X, S). V dalfom budeme uvaZovaf.
len o takych priestoroch, pre ktoré X € §.

Pod funkeiou f(x) budeme rozumiet funkeciu definovand na X s hodnotami
v (— oo, o0).

Ak (X, o) je metricky priestor, potom mno#inu B C X nazyvame borelovskou,
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ak patri do najmensieho o-okruhu nad systémom vietkych otvorenych mnozin
toho priestoru {pozri napr. {3], str. 202).

Ak f(x) je funkcia definovand na X, E je podmnoZina intervalu (— oo, 0o},
znakom f-Y(E) oznadujeme mnozinu vietkych tych prvkov, pre ktoré f(x)
patri do Z.

Ak (X, §) je meratelny priestor, f(z) je funkecia definovani na X, budeme
funkeiu f(z) nazyvat meratelnou vahladom na (X, §), ak pre kazdi borelovsku
mnoZinu B C(— oo, oo) je f-YB)€S.

Nech (X, §), (¥, T) st dva meratelné priestory. Znakom (X X ¥, 8§ X T)
budeme oznatovat kartézsky sidin tych priestorov — to znamen3 taky mera-
telny priestor, v ktorom X X Y je kartézsky sadin mno#in X a ¥ a $ X T je naj-
mensi o-okruh nad systémom mno#in 4 X B, kde A €8S, Bel.

Ak (X, S) je meratelny priestor a na X x X je dana metrika g, hovorime
o metrickom meratelnom priestore. Ak (X, p) je separabilny metricky priestor,
hovorime o separabilnom metrickom meratelnom priestore.

Ked f(z, y) je funkecia dand na kartézskom sddine (X xY,S8 xT) dvoch
meratelnych priestorov, oznadujeme znakom f(y) pre xeX funkein premennej y
definovand na Y takto: f,(y) = f(x, ¥). Funkeciu f,(y) nazyvame z-rezom
funkeie /. Analogicky definujeme y-rez. :

2

V dalsom budeme potrebovat tito lemmu:

Lemma. Nech (X,8), (Y, T) st dva meratelné priestory. Nech {E 3.1,
E. S je postupnost disjunkingjch mnoZin a {p,(y)}w-1 postupnost funkeit defino-
vangch na Y a meratelnych na (Y, T). Potom funkcia f(z, y) = ¢, (y) pre x€ K,
je meratelnd na (X X ¥, 8§ x T).

Do6kaz: Nech BC(— oo, oo) je borelovska mnoZina.

fYB)= U E, x ¢7(B), teda fXB)eS xT.
n=1

3

Predpokladajme v dalfom, Ze (X, S, ¢) je separabilny metricky meratelny
priestor taky, Ze § obsahuje vietky otvorené mnoziny z (X, g). Priestor (¥, J
nech je 5@53?% priestor.. Funkeia f(x, y) na (X x ¥, § x T)ynech je taks, e
ka?dy jej x-rez je meratelnd funkeia na (Y, T).

. K funkeii f(z, y) skonstruujeme najprv ista @Oma:w:og funkcif a potom si
viimneme niektoré vlastnosti tej postupnosti.

Priestor (X,p) je separabilny, existuje teda spolitatelnd mnoZina H =
= {®, &, ... &;. ...} hustd v fiom.
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K danému &islu ¢ kladnému utvorme mnoziny 2, = Q(z,, &) = {x : Eaﬁ z)<
< et pren=12 ... Zrejme Emﬁ C 2, =
Pomocou tychto mnoZin E.ioqu _BBONE%.

Q1=0, — {z,, %5, ...},
hMmHH h& — {%, 2y, ...},
bh. = bz - m.&.:.*.u. Totey - - w

Muoziny 2,, n =1, 2, ... maji tieto viastnosti:
1° Pren — 1,2, ... a:mbn:
Lol w
v, =ul,=
n=1 n=1

3° 84 to meratelné mnoZiny.

Vlastnosti 1° a 2° sa lahko dokdZu. Meratelnost mnozin vyplyva z meratel-
nosti otvorenych mnoiin a z toho, ¥e jednobodové mnofiny st meratelné.
(Meratelnost jednobodovych mno#in vyplyva toti% z toho, %e ich mo#no dostat

ako prenik otvorenych mno%in typu Q A.e. Wv )

Utvorme teraz mnoZiny:
2] = 01,
" ) :
bN = bm - bwg

n—1
Q=9 — 0.
i=1

MnoZiny £, s disjunktné a meratelné. Pre n =1, 2, ... je z, € 2. Dis-
junktnosf a meratelnost vyplyva priamo z konstrukeie SSW mnoZin. UkéZeme,
Zepren=1,2, ... je x, € 2. Pre ka¥dé n je z,€ 2. Aviak pre m < n plati

’ I k- g v ’ o
€, ¢ £,,, ako to vidief..definicie mnoZiny ;. Teda =, € 2, -G Q= Q.
=1

Takto sme Emwm& Emucbwﬁ:% systém mnozin, ktoré maji okrem toho ti

vlastnost, e U Q= X

n=1
Je zrejmé. z konStrukeie, ¢ mnoZiny 2, moéfeme mWosmS.:ce.mn tak, md%
mali priemer mendf ako dané &slo 4.
V dalsich ivahich budeme vynechdvat kvéli jednoduchosti znak *, budeme

viak mat na mysli mnoiny b‘ Hgouo sme mwgmeu:oﬁ& vysiie :domoz%ﬁ §po-
sobom.

.wsl
HmwOmncHEOmS A MV méZeme . mwobmﬁdgi woﬁ:%boﬁ m%m&Bg {282,
k=1

k=1,2,... s tymito vlastnostami:
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1°Prek=1,2,... ufi=

n=1
2° Prek = 1,2, ... Qsd disjunktné mnofiny, t.j. 28 n Q8= g ak p # ¢.
3° z,€ Q! pre n = f 2, ... pri kaidom £.

4° (%) < W pren = 1,2, ..., pritom d(£2F) znadi priemer mnoziny Qf.

Nech k je prirodzené &islo. Definujme funkcie f,(z, y) na X X Y takto:

Nech (z, y) € X X Y. Pretoze z € X existuje prirodzené ¢islo nf = n tak, Ze
x € 2%, MnoZina 2F obsahuje prvok =z, € H. PoloZime f(x, ¥) = Hx,, ¥).

Plati tito veta: Pre kasdé k=1,2,3, ... je funkcia [, y) meratelnd
na (X X Y,8 xT).

Tvrdenie tejto vety vyplyva z lemmy dokdzanej v 2. fasti. Stati za mnoZiny
E_ brat mnoziny Q% a za funkcie ¢, funkcie f(z,, y).

4

Predpokladajme teraz okrem meratelnosti xz-rezov funkeie f(x, y) aj spoji-
tost jej y- rezov na metrickom priestore (X, g).

Potom mozZno vyslovif tito vetu:

Veta. Postupnost funkcit {f(z, ¥)}e—1 konverguje k funkcis f(z, y).

Dékaz. Nech (z, y) € X X Y. Zvolme ¢ > 0. PretoZe kazdy y-rez funkcie
H=, y) je m@&.m& funkcia na (X, g), existuje § > 0 tak, Ze pre vietky z; € X,
pre Waow@ olzy, 2) < 6, je | f(x, y) — Hz1, y) | < &. Zvolme k, tak, aby pla-

tilo INnI < 6. Preka¥dé k = k, existuje prirodzené &islo n tak, %e x € Q% a d(£2f) <
¢

1
AMA.N_
x, €02, je o(x, &vAumeom@

| {(z, 9) — filz, S_I [f (=, SI}&ES_Am

Teraz moéZeme 4%&03& vetu:

Veta. Nech (X x Y, § X T) je kartézsky suéin meratelngch priestorov, pricom.
(X, S, o) nech je um%as@&s@ meratelng metricky priestor, v ktorom S obsahuje
vietlky otvorené mno¥iny. Nech f(z, y) je funkcia definovand na X X Y takd, Ze
jej x-rezy su meratelné vzhladom na (Y, T) @ jej y-rezy si spojité na metrickom
priestore (X, o). Potom funkcia f(z, y) je meratelnd na (X X Y, SxT).

Doékaz. Funkeia f(z, y) je limitou postupnosti meratelnych funkeii (podla
viet z dasti 3 a 4) a teda je meratelnd.

Poznimka. D4 sa Tahko nahliadnut, Ze aj transformiciu do meratelného
topologického priestoru mo#no napisat vyssie uvedenou metédou ako limitu

< 8. Podla definicie je fu(=, ) = f(x,, y), pritom =z, € Q. Pretoze
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postupnosti meratelnych transformacii (ak, pravda, zachovame predpoklady
o meratelnosti jej x-rezov a spojitosti jej y-rezov). Za postupnost tych mera-
telnych transformécii k danej transformaécii f(z, y) stadi zobrat postupnost
{fi(z, y)}¥=1 definovanu tak ako v dasti 3. Limita takejto postupnosti meratel-
nych transformécii je meratelnou transformaéciou, ak ide o transforméacie do
takych topologickych priestorov, v ktorych si spinené tieto podmienky:

1° Systém vSetkych meratelnych mnoZin je najmenSou c-algebrou nad
systémom otvorenych mnoZin toho priestoru.

2° Pre kazdi otvorenti meratelnt mnozinu U existuje spojits funkeia f(x)
takd, Ze f(x) # O vtedy a len vtedy, ak zeU ([1], str. 28). .

V [1] je tieZ dokdzana veta o meratelnosti transformdei priestoru (X X Y,
$ x T) do priestorov, ktoré maju vy§sie uvedené vlastnosti, za toho predpo-
kladu, Ze X je interval <0, 1> a § systém borelovskych mnozin na intervale
<0, 1). Veta je tam dokédzand za predpokladu, Ze y-rezy st spojité sprava
na intervale <0, 1> a x-rezy st meratelné funkcie na (Y, T).

5

Vysledky ziskané pre meratelnost funkcie f(z, y) na priestore (X X 7,
§ X T) sa daji prirodzene preniest na funkecie n premennych definované na
n-rozmernom euklidovskom priestore E,. Dostdvame tak tito vetu:

Veta. Nech f(xy, @, ..., x,) je funkcia definovand na euklidovskom n-rozmer-
nom priestore B,,. Nech 1 < k < n a pre katdd skupinu Eisiel (29,29, ..., a})
je funkcia f(2%, ..., 22, ®yq, ..., %,) lebesquovsky meratelnd ako funkcia n—Fk
premenngch. Nech pre kadd skupinu n-k fisiel (2}, ..., 23) je funkcia f(z,
coey Xy Xpa, - .. D) spojitd funkcia k premennych v k rozmernom euklidovskom
priestore. Potom funkcia f(z,, ..., x,) je lebesquovsky meratelnd v E,,.

Dékaz. Priestor £, moZno povaZovat za kartézsky sidin priestorov B, X
X H,_,. Pritom robime zvyéajni dohodu, Ze nerozlifujeme prvky (=, ...,
&sv a MA&T &vagﬂuu ..Jﬁmsv H_ !

Na priestore E, uvaZujeme o systéme vietkych lebesguovsky meratelnych
mno#in Sk, . Na priestore E,_, zase o systéme vietkych lebesguovsky meratel-
nych mnozin Sg,_,. Podla vety zo 4. 8asti je funkcia f(x,, ..., z,) meratelna
na priestore (£, X E,_;, Sp, X Sg,,). Systém Sz, X Sg,_, je viak podsysté-
mom systému § vietkych lebesguovsky merateInych mnozin v E,. Teda
funkcia f meratelns vzhiadom na podsystém je tym skor meratelnd vzhladom
na systém S.
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HU3MEPHMOCTHb HEKOTOPBIX OVHKUUI B IEKAPTOBBIX
MPOU3BEJEHUNAX

TUBOP HEUBPYHH
BuBoxm

B 570f cTaThH HOKASKBAETCA (IEXYIOMAA Teopema (0603HAYCHUA KAK B [2])-

IIyers X — cenapaGesibHOe METPIIECKO® MPOCTPAHCTBO B S — G-airefpa HOIMHOMKECTB
MAOMeCTBa X COfeps/Kamas BCe OTKPEITHIC MHOMECTBA B X. IIyers Y — aGcrpaxtHOe MHO-
mectB0 B T — o-anrebpa mommMHOecTB MHOKecTBa Y. Ilycrs f(x, y) me#icTBHTENLHAH
$ymrnmEs onpegenennan Ha X X Y Takasm, 9T0 A BCAKOTO QuKcHmoBaHHOrO y € Y QyHK-
nua f(x) = f(x, y) nenpepsieua va X m nuia guxcuposannoro » € X PyrxmEa fly) = f(z, y)
uamepuMa B npoctpasctse (Y, T).

Horom Qynxmma f(x, y) WaMepmMa B HEKAPTOBOM NPOM3BELCHHH (XxY, SXT).

MEASURABILITY OF CERTAIN FUNCTIONS
ON CARTESIAN PRODUCTS

TIBOR NEUBRUNN

Summary

In this paper the following theorem is proved (used notations according to [2]):

Let X be separable metric space and § ¢-algebra of subsets of X containing all open
sets in X Let ¥ be abstract set and T ¢-algebra of subsets of Y. Let f(z, y) be real function
defined on X X Y such that for every fixed y € ¥ the function f*(z) = f(z, ¥) is continuous
on X and for fixed z € X the function f,(y) = f(z, ¥) is measurable in (¥, T)..

Hbmz the function f(x, y) is measurable in the space (X x ¥, § X T). .

221



