MATEMATICKO -FYZIKALNY CASOPIS
ROCNIK X CISLO 4

Z TEORIE XKONECNYCH GRAFOV S LINEARNYM
FAKTOROM III

ANTON KOTZIG, Bratislava
b. Q-grafy a nasjtené 0Q-grafy

Nech @ je lubovolny graf s linedrnym faktorom, U nech je mnoZina jeho
uziov. O grafe @ budeme hovorit, %e je 2-grafom, ak Iubovolné dva jeho uzly
st v reldeii 2, t. j. ak plati U2 = {U}. Z dasti I a 1T tejto prace Jje zrejmé toto:
ak z grafu @ obsahujiceho aspoii jeden linedrny faktor odstranime vietky také
hrany a len také hrany, ktoré spojuji uzly z réznych tried rozkladu Uy,
. vznikne tak isty graf (prijali ste prefi oznagenie @), v ktorom Tubovolnd kom-
| ponenta je Q-grafom; ak G je nasyteny graf, potom Iubovolnd komponenta, z ¢
' je nasyteny Q-graf. Zatial éo v predodlych &astiach venovali sme pozornost
| kondtrukeii grafov s linedrnym faktorom s konstrukeii grafov nasytenych, pri
ktorej sa vychddza z daného grafu @, teraz sa budeme zaoberat vlastnostami
komponent grafu @ (t. J- vlastnostami Q-grafov), pomocou ktorych (ako sa
ukézalo v predoflych dastiach) mo¥no skonStruovat Tubovolny graf s line4r-
nym faktorom, ktory m4 isté pozadované vlastnosti. Ukd¥eme najmi, %e po
uréitych redukecisch zmeni sa lubovolny Q-graf na graf, ktorého kazdy &len
_ je nasytené jadro.
Prv v8ak odvodme si niektoré pomocné vety potrebné pre daliie skimanie.

% Lemma 7. V Q-grafe, ktory md viac nes dva uzly, neexistuje takd hrana, ktord
_ by patrila do katdého linedrneho faktora tohto grafu.
! Dokaz. Ak v grafe @ existuje hrana &, ktors je hranou kazdého linedrneho
| faktora @, potom o uzloch u, v, ktoré tdto hrana spojuje, nevyhnutne plati uQv
‘a Tubovolny uzol w z G (kde u + w = v) nie je v reldcii Q s uzlom «. Potom
- viak bud @ obsahuje prive dva uzly (a to uzly u, v), alebo ak obsahuje viac
| neZ dva uzly, nie je Q-grafom. To dokazuje lemmu.

Lemma 8. Graf, ktory je Q-grafom, neobsahuje Ziodnu artikuldciu.

Dékaz. Nech @ je Iubovolny Q-graf, u fubovolny uzol, I, Iubovolny . li-
nedrny faktor grafu @, .

Predpokladajme oproti tvrdeniu lemmy, Ze u je artikulcia grafu G. Oznaéme
znakom A t4 hranu z L,, ktors je incidentnd s uzlom u. Nech g je Tubovolns
hrana incidentnd s uzlom u a patriaca do iného &lena ne¥ hrana k. Nech v
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(resp. w) je druhy koncovy uzol hrany & (resp. hrany g). Plati zrejme: lubovolns
cesta v (F spojujiica uzly v, w obsahuje uzol % a hrana incidentna s uzlom «
z tej dasti takejto cesty, ktord spojuje uzol w s uzlom w, patri do toho istého
¢lena grafu @ ako hrana g. PretoZe G je Q2-graf, existuje v @ cesta C spojujica
uzly v, w, ktord m4 tito vlastnost: lubovoln4 z jej hrén patri asponi do jedného
linedrneho faktora grafu G. Nech f je t4 hrana z C, ktor4 je incidentns s uzlom «
a patri do toho istého ¢lena grafu G ako hrana g. Oznadme znakom L, lubovolny
linedrny faktor grafu G obsahujici hranu g. Kompozicia L, X L, obsahuje
zrejme takd «-kruZnicu vzhladom na L,, ktord obsahuje aj hranu %, aj hranu f.
CiZe: hrany h, f patria do toho istého &lena grafu G a aj hrany %, g patria do
toho istého &lena grafu & — spor s predpokladom. Predpoklad existencie
artikulacie v £-grafe vedie ku sporu. Preto Q-graf nemdze obsahovat artiku-
laciu. Dékaz je vykonany.

Nech @ je lubovolny & ¥y, ..., U,} nech je lubovolna trieda
rozkladu U¢ a nech L je Iubovolny pevne zvoleny linedrny faktor grafu G.
Definujeme si mnoziny V;, Vs, ..., V, uzlov grafu ¢ takto: uzol % z @ patri do

mnoziny V, prive vtedy, ked v grafe @ existuje také x-cesta vzhladom na L,
ktora spojuje uzol u s uzlom v, a okrem uzla v :oowmsrﬁ.o u? Ziadny iny uzolzV,.

Priamo z definicie mnoZin ¥y, V,, ...,V, vyplyva toto: Ziadny uzol z ¥,
nepatri do Ziadnej mnoZiny z mnoZin m%mggz V ={Vy, Vs, ..., V,} a Ziadna
z mnoin systému ¥ nie je prazdna (ak toti h; je t4 hrana z L, ktors je inci-
dentné s uzlom v;, potom druhy koncovy uzol tejto hrany zrejme patri do V,
z V). Doké¥me si tieto dalfie pomocné vety:

Lemma 9. Lubovolnyg uzol z G nepatriaci do V, patri aspos do jednej mnoZiny
systému V. .

Dokaz. Nech u je Iubovolny uzol z @ nepatriaci do V. Uzol % nie je v re-
lacii A 8 uzlom v, (indé by patril do V,). Preto existuje x-cesta vzhladom na L
spojujiica uzol u s uzlom v;. Nech O = uy, by 5, U, . . ., Uopy1, Bope1 3 s Yo (kde
Uy = U Uy, = V33 U; sU uzly, b, ., s@ hrany a hrana k; ., spojuje v grafe @
uzly ; # %;y,) je Tubgyolnd takito cesta. Co L patria zrejme tieto hrany
cesty C: hy g, By gy -+ ., Bopy s 9. Ak cesta C okrem uzla v, = u,, neobsahuje
u? Ziadny iny uzol z V,, potom uzol  patri do V; a platnost lemmy je zrejma.
Predpokladajme, Ze ¢ obsahuje okrem uzla v, eSte aspori jeden uzol z V,. Nech
% jenajmentgie také disloz {2, 3, . .., 2m}, o ktorom plati: uzol u,€ C patrido V,.
Je zrejmé, 7e x nemdbZe byt neparne ¢&islo (lebo indd by dast cesty C spojujtica
uzly u,, 4,,, bola «-cestou vehladom na L, ktorad spojuje dva uzly z V,, a to
nie je moZné — uzly z ¥, s totiZ v reldcii 4). Teda x je parne &islo a je u, —
= v,€V,. Ciastodnd cesta cesty C spojujica uzol u, = u s uzlom %, = v; je
viak takou x-cestou vzhladom na L, ktors okrem uzla v; neobsahuje u% Ziadny
my uzol z V,. Preto uzol « patri do V; z V. To dokazuje lemmu.

Lemma 10. Lubovolny uzol grafu G nepatriaci do V, patrt prdve do jednej mno-
Ziny systému V.
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Dokaz. Vzhladom na platnost lemmy 9 stadi dokdzat toto: fubovolny uzol
z @ nepatriaci do V, patrf najviac do jednej z mno#in systému V. Predpokla-
dajme oproti tvrdeniu lemmy, Ze sty uzol » z G nepatriaci do V, patri naj-
menej do dvoch mnoZin systému V. Nech V;,V; su takéto dve mnotiny z V,
Podla definicie systému V existuji «-cesty C;, C; (vzhladom na L) také, 7e
C; spojuje uzol u s uzlom v; a C; spojuje uzol u s =NHOB v; a Ziadny vndtorny
uzol tychto ciest nepatri do V,. Je zrejmé, ¥e cesty C;, C; maja spolodny
nielen uzol u, ale aj aspori jednu hranu. Tak napr. hrana z L incidentnd s uzlom
patri do oboch ciest. Plati zrejme aj toto: Ak isty uzol je spolofnym uzlom
oboch ciest, potom aj hrana z L incidentn4 s tymto uzlom patri do oboch ciest.

Postupujme po ceste C; vychddzajic z uzla » a ndjdime posledny uzol na
tejto ceste, ktory patri aj do C; (tento uzol oznadme znakom w). Preto¥e hrana,
z L incidentnd s uzlom w (oznadme ju znakom g) patri nevyhnutne do oboch
ciest, poslednd hrana z C; patriaca tiez do C; patri nevyhnutne do L. Nech w
je druhy koncovy uzol hrany g. Pri opisanom postupe po ceste C; prideme
zrejme prv do w’ a aZ potom do w.

A. Tvrdim: ak postupujeme po ceste C; z uzla u do uzla v;, prideme prv
do uzla %’ a a% potom (po hrane g) do =N5 w. DokéZme to. Hmod% sme prish
po ceste C; postupujic smerom z uzla u do uzla v; najprv do uzla w a a% potom
po hrane g do uzla w', znamenalo by to, Ze dast cesty C; od uzla w’ po uzol v;
spolu s ¢astou cesty 0, a to od uzla w’ po uzol v;, by tvorili x-cestu vzhladom
na L, ktord by spojovala uzly v;,v;,. To odporuje predpokladu, %e v, v;
patria do tej istej] triedy V, HONEME: Ug. To mowwmsum pravdivost tvrdenia.

B. Tvrdim: Uzol w' mé tieto vlastnosti: (1) w’ patri do V,; (2) w' patri
do V;; (3) existuji «-cesty C;, C; (vzhladom na L) tak, %e cesta C; spojuje
uzly w’, v;, cesta C; spojuje uzly w', v;, pridom cesty C;, C; majt spoloéni
jedint hranu (hranu ¢) a %iadny vnitorny uzol ciest C;, C; nepatri do ¥,. Do-
kdZme to. Oznadme znakom C; (resp. C}) ti dast cesty C; (resp. C;), ktora spo-
juje uzol w' s uzlom v; (resp. v,). Cesta C; (resp. C;) je zrejme x-cestou vzhladom
na L, ktord m4 tito vlastnost: Ziadny jej vnttorny uzol nepatri do V. Z toho
ihned vyplyva platnost uvedeného tvrdenia.

Pretoze podla predoslého cesta ] ovsahuje uzol w, nemée uzol w patrit
do mnotziny V,. Preto uzol w nie je v relcii A s uzlom v, a existuje taks «-cesta
vzhladom na L({oznadme ju C;), ktord spojuje uzol w s uzlom ;.

C. Tvrdim: cesty O], 0} maji okrem uzlov w, w'-ete aspoii jeden uzol spo-
loény. Dékaz: ak by cesty C;, C; nemali okrem uzlov w, w' a hrany g u# %iadny
iny prvok spolodny, potom prvky oboch tychto ciest by tvorili «x-cestu
vzhladom na L spojujtcu uzly v;, v;, a to nie je mo#né.

Nech G je podgraf grafu G, ktory obsahuje vietky prvky ciest C;, C;, C;
a ktory obsahuje len takéto prvky z G. Oznadme znakom H mno#inu hrin
tohto podgrafu. Definujme rozklad B = {H,, H,, H s Hy, H, mﬂ.w mno¥iny H
na triedy hran takto: H, obsahuje jedint hranu g; do triedy H, (vesp. H,) za-
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radme tie hrany z C} iné neZ g, ktoré patria do C; (resp. C}); do triedy H, za-
radme hrany z C nepatriace ani do C; ani do O] a E%o_mo: do e:mm? H,
(resp. H ;) zaradme tie hrany z €] (resp. C}), wnoam nepatria do C;. Ze R je
rozklad, t.]. Ze Ziadna z mnozin H,, H,, H, H, H, m nie je prazdna a %e
Ziadne dve z nich nemaju spoloény vwdow je zrejmé. Huoa_@ rozkladu R roz-
del'me graf @ na tseky takto: pod tsekom budeme rozumiet lubovolnid kompo-
nentu takého podgrafu grafu &, ktory obsahuje ' vletky hrany a len hrany jednej
z tried rozkladu R a okrem toho u len uzly 7 G s tymito hranami incidentné.
Priamo z definfcie rozkladu R je zrejmé, ze Iubovolny tdsek v @ je cestou. Je
tieZ zrejmé, Ze Usek obsahujtci hranu g € H, je x-cestou vzhladom na L, ktors
spojuje uzly w, w’ a dalej: lubovolny taky tsek z G, ktory obsahuje hrany z H.
{resp. hrany z H,) je x-cestou vzhladom na I v grafe G (lebo dve n-cesty vzhia-
dom na L s kazdym spoloénym uzlom maji spoloént aj ta hranu z L, ktord
je s tymto uzlom incidentn4).

Nech z je ten uzol z C;, ktory patri aj do O} (pozri tvrdenie C) a je svojim
poradim poslednym takymto uzlom, ak postupujeme po ceste C; z uzla ' do
uzla v;. Plati toto: bud je z = v;, alebo tisek (0znadme ho C,) spojujici uzly
2, v; (a obsahujici nevyhnutne len hrany z H,) ma tito vlastnost: hrana z C,
incidentna s uzlom z nepatri do L, zatial &o hrana z C, Eﬁ%sgm s v, patri
do L. Ostatné useky grafu @ oznadme znakmi Cy, C,, .. ., C,. Lubovolny taky
Usek (iny ne# Cy), ktory obsahuje hrany a len hrany patriace do jednej z tychto
tried: mt H, e H ¥» Ma tito vlastnost: hrany patriace a nepatriace do L sa
striedaji a prvé a posledné hrana tiseku nepatri do L.

Dopliime mgm G o dalSie dve hrany, a to o hranu ¢’ spojujiicu uzly v .
a o hranu ¢” spojujicu uzly ( w', v;. Graf, ktory takto vznikne, oznadme zna-
kom &. Definujme si cesty C, ?. =0,1,...,p 4 1) v grafe @ takto: pre r =

=142 ...,pjeC, = C,; C, obsahuje oWSB uzlov v;, v; jedine hranu ¢’
v wdvmmm ze z = v; a C obsahuje tsek C, a okrem toho u# _ms hranu ¢ a uzol v,
akjez #v;;C, +1 obsahuje hranu ¢~ a uzly s fiou incidentné.

Platf toto: (a) Iubgvolny uzol z @ j je bud uzlom druhého stupila, alebo je
uzlom tretieho stupiia v grafe @; (b) Tubovolny uzol z G je incidentny préve
s jednou hranou z L; gi%e: mnozina 5@: z L patriacich do @ j _o mnozinou hran
istého linedrneho faktora [ grafu @; (c) Iubovolnd z ciest C,.(r = 0,1, .. .,
P + 1) obsahuje nepirny podet hrén; (d) koncovy uzol Tubovolnej cesty C, je
uzlom tretieho stupiia v grafe 7; (e) hrany patriace do L a nepatriace do h“

v lubovolnej z ciest striedaji

D. Tvrdim: V grafe @ mﬁmefm v-kruznica vzhladom na I, ktors, obsahuje
hranu ¢". DokédZzme to. Utvorme graf F takto: nech F obsahuje vietky tie uzly
a len tie uzly z @, ktoré si uzlami tretieho stupiia a nech F mé4 tieto hrany:
fos frs oo o5 fpins pridom hrana f, spojuje tie uzly v F, ktoré st koncovymi
uzlami cesty C, v grafe Q. Graf F j je potom pravidelnym grafom tretieho stupha
a zrejme neobsahuje most. Nech H, je mnozina tych hrédn z F, ktoré v zmysle
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vysSie uvedenom zodpovedaju tym cestdm z ”O by uw 11,3 ktoré su
v-cestami vzhladom na L v grafe G. Mnotina H, je mno¥inou hran istého
linedrneho faktora L, grafu F. Je zndme, %e o _:cc<o_:oB pravidelnom grafe
tretieho stupiia, ktory neobsahuje most, plati: Tubovoln4 hrana, grafu je hranou
aspoii jednej v-kruinice vzhladom na dany linedrny faktor grafu. Teda f, je
hranou istej x-kruznice vzhladom na L, v grafe F. Nech for fis figs -+ s o 8U
tie hrany z F, ktoré patria do tejto wﬁ:NEow Z toho, ako bol konstruovany
graf F, vyplyva ihned toto: prvky grafu G, ktoré sa vyskytuja @mﬁos v jednej
z ciest Cy, Cy, ... , Ci, tvoria istd x-kruZnicu % (vzhladom na L) v grafe G.
Kru#nita K ocm&:ao prvky cesty C, a teda aj hranu ¢'. To dokazuje nase
tvrdenie.

E. Tvrdim: Kruznica K z Ew@o&mbo tvrdenia neobsshuje hranu g”. Dékaz:
kruznica K obsahuje hranu ¢’ incidentnit s uzlom v;. Pretoie K je x-kruznicou
vzhladom na L a g’ nepatri do L (lebo ¢’ nepatri ani do G a teda ani do L),
musi druhé hrana z K incidentn4 s uzlom v; patrit do H Touto druhou hranou
nemdZe byt hrana g”, lebo hrana g” taktie E%mn:; do L. Cize g" nepatri do K.
Dékaz je vykonany.

Ak z kruZnice K odstrénime hranu ¢, vznikne tak istd x-cesta vzhladom

a I, ktord spojuje uzly o, v;. Podla predosiého tdto x-cesta neobsahuje
Em:z g” a teda celd patri do mwm? G a tym aj do grafu @. T4to cesta je potom
zrejme «-cestou vzhladom na L v grafe @, ktora spojuje uzly v;, v;. To j je spor
s predpokladom, Ze uzly v;, v; (patriace do V,) st v grafe @ v Sﬁom A.

Predpoklad existencie takého uzla u z @ nepatriaceho do ¥, ktory by patril
najmenej do dvoch mnoZin systému ¥, viedol ku sporu. Preto nemdéze v grafe G
existovat uzol, ktory by patril do viac ne# jednej mnoziny systému V. To
dokazuje platnost lemmy.

Utvorme z grafu G graf G, takto: odstranme z grafu G vietky tie hrany, ktoré
sl incidentné aspoil s jednym uzlom z Vy = {v;,v,, ..., v,} a okrem toho
odstréfime z G vietky uzly patriace do V,. O podgrafe G, grafu & plati:

Lemma 11. Graf G\ md prdve n komponent a dva w2ly z G, patria do tej istej
komponenty prdve vtedy, ked patria do tej istej mnofiny systému V = {Vy,
Vs oo, V1

Dékaz. Nech s # ¢ st lubovoIné dva uzly z V, e V. Z definicie mnoziny ¥V,
vyplyva, %e v G existuji také dve x-cesty vzhladom na L (ozna¢me ich C,,
C)), Ze C, spojuje uzly v;, s; C, spojuje uzly v;, t a Ziadna z nich okrem uzla F.
neobsahuje uZ iny uzol z V,. Obe cesty C,, C, obsahuji ti hranu k, z L, ktora
je incidentnd s uzlom v; (pretoZe s to x-cesty vzhladom na L). Nech w; je
druhy koncovy uzol hrany ;. Uzol w; patri aj do cesty C, aj do cesty C,. Ak
preto odstranime z oboch ciest prvky nepatriace do @\ (sd to tieto prvky:
uzol v; a hrana &;), vznikne tak z cesty C, (resp. z cesty C,) cesta C, (resp. cesta
C;), ktora spojuje uzol w; s uzlom s (resp. s uzlom ¢). Obe cesty C;, C; patria
do G, a teda uzol w; stvisi v grafe (4 aj s uzlom s aj s uzlom ¢. Z aoro vyplyva,
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Ze uzly 8, t stvisia v grafe Gy. Cize: lubovolné dva uzly z tej istej mnoZiny
systému ¥V patria do tej istej komponenty grafu G.

DokdZme teraz (aby sme dokondili dokaz lemmy) toto: Ak uzol s patri do
V.eV a uzol t patri do V,eV (kde a + b), potom uzly s, ¢ patria do réznych
komponent grafu G4. Stadi zrejme dokézat toto: v grafe G, neexistuje taks,
hrana, ktord by spojovala dva uzly patriace do réznych mno#in systému V.
Predpokladajme naopak, Ze v G, existuje istd hrana kb spojujica uzly U U
pridom w; patri do V;, u, patri do V,, a je s = 731, 9€{1, 2, ..., n}.

Podla predpokladu existuje v & a-cesta vzhladom na L, ktora spojuje
uzol u; s uzlom v, (oznaéme ju C,) a tie# x-cesta vzhladom na’'L, ktord spojuje
uzol u; s uzlom v, (oznaéme ju C;), pri¢om cesta C; (resp. C;) neobsahuje Ziadny
uzol z Vy iny ne’ v; (vesp. iny nes v;). Cesty C;, C; musia maf isté hrany spo-
lo¢né (lebo indg prvky tychto ciest a hrana h by tvorili x-cestu vzhfadom na I,
spojujicu v G uzly v,, v; a to nie je mo#né).

Nech C; = 2, 9,4, %, ..., Pom—1,2m> Tom (Kde 2 = v;; 2, = u;; %, sd uzly,
i, 15+1 80 hrany; hrana g, .., spojuje wzly z,, a, +1) @ nech z, je poradim
prvy uzol cesty O, patriaci tiez do C;, na ktory narazime pri postupe po ceste C;,
ak vychidzame z uzla v; smerom k uzlu %;. Keby p bolo &slo parne, potom by
dast cesty C;, a to od uzla v; po uzol z,, spolu s tastou cesty C; od uzla v po
uzol z, tvorili «-cestu vzhladom na L, ktors by spojovala uzly v;, v; (spor
8 predpokladom, Ze je v;/1v;). Preto p je neparne &islo a hrana g, p+1 Patri do L.
Z toho viak vyplyva nevyhnutne toto: éast cesty C; (od uzla v; po uzol z,,,)
je x-cestou vzhladom na L, a to takou cestou, ktord neobsahuje okrem uzla v,
Ziadny iny uzol z V,. Podobne &ast cesty C; (od uzla v; po uzol z,.,) je a-cestou
vzhladom na L, ktord spojuje uzly vj, &,,, & okrem uzla v; neobsahuje uz
Ziadny iny uzol z ¥,. Teda uzol Z,11 patri do mnoZiny V;€ V a patri tiez do
mnoziny V; € V. To je spor s lemmou 10. Preto v ( neexistuje hrana spojujica
uzly z réznych mno#in systému V. Pretoze G, je podgraf grafu G, neméze ani
v Gy existovat hrana spojujtica uzly z réznych mnozin systému V. a plati:
Vi, Vo, ..., V, st mnoziny uzlov jednotlivych komponent grafu @y, o bolo
treba dokézaft. ;

Lemma 12. Neck G je lubovolny Q-grof, Vo= {v, v, ...,v,} Tubovolnd
trieda z U% . Rozklad ﬁﬂ§§em§,¢\ uzlov 2 G nepatriacich do Vy na triedy V, » Va,
V. nie je zdvisl j (okrem oznadenia jednotlivijch tried) od volby linedrneho fak-
tora L.

Dékaz. Lemma 12 je désledkom lemmy 11.

Nech ¢ je Iubovolny graf a'nech U je Tubovolna podmnoZina mnoZiny U,
vSetkych uzlov grafu G. Utvorme z grafu G graf @ takto: (1) graf @ obsahuje
vietky uzly z U,—U a okrem toho obsahuje dalsi uzol %; (2) graf G obsahuje
vietky hrany z @ s vynimkou tych hran, ktoré v @ spojuji dva uzly z U;
(3) hrana z & incidentns v grafe @ s uzlom (s jedinym uzlom) mnoziny U je
v grafe @ incidentn4. s uzlom % a incidencia ostatnych prvkov z G patriacich
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do G zostéva v grafe G zachovana. Budeme hovorit, 7e graf @ vznikne z grafu &
splynutiin uzlov mnoziny U do uzla %, ak graf & vznikne z grafu G vyssie
opisanym spbsobom.

Plati tato veta:

Veta 31. Neck G je Lubovolny Q-graf, L Tubovolnyj jeho linedrny faktor. Nech
Vo == {0y, v, ..., 0,} fe istd trieda rozkladu Ug, V = {V,, V,, ..., V,} tejto
triede prislichajici rozklad mno%iny wuzlov z G nepairiacich do Vy na triedy uzlov.
Nech graf G venikne z grafu @ splynutim uzlov mno¥iny V, do uzla w,. Plati:
(1) graf G md prdve n élenov; (2) uzol u, patri do vietkijchn lenov grafu G (t. §.
o je airtikuldciou, ak n > 1); (3) lubovolny élen grafu G obsahuje okrem uzla u,
uZ len také uzly a vdetky také uzly, ktoré patria do jednej z tried rozkladu V;
(4) Lubovolny Elen grafu G je Q-graf.

Dékaz. Nech G4 je graf, ktory vznikne z grafu @, ked z neho odstrénime
vietky uzly mnoZiny V, a odstrdnime tieZ vetky tie hrany, ktoré st incidentné
v G aspoil s jednym uzlom z V. Podla lemmy 11 m4 graf G, prave n komponent
amnoziny Vy, Vs, ..., V, s4 mnoZiny uzlov jednotlivych komponent grafu @, .
Graf G ma oproti grafu G4 navidc uzol %, a isté hrany, vietky incidentné
8 uzlom u,. Z uvedeného je zrejmé, e uzly patriace do réznych tried rozkladu
patria do réznych &lenov grafu G.

Nech g;, k; st lubovoIné dve hrany z @, ktoré st incidentné asposi s jednym
uzlom mnoziny V,€ V. Pretofe G je Q-graf, @ neobsahuje Ziadnu artikulaciu
(pozri lemmu 8) a mnoZina V; je mnoZinou uzlov istej komponenty grafu Gy,
existuje nevyhnutne v f cesta C; obsahujtca obe hrany g,, b, ktord m4 tieto
vlastnosti: jej koncové uzly patria do V, a vietky vnitorné uzly patria do V..
Prvky tejto cesty spolu s uzlom u, tvoria kruinicu v @, ktoré obsahuje hrany g;;-
h. Z toho vyplyva: vietky hrany z G incidentné aspoii s jednym uzlom z V,
patria do toho istého ¢lena grafu (. Z uvedeného je zrejma platnost tvrdeni (1),
(2), (3) nafej vety. Dokaime platnost tvrdenia (4): nech @; (i = 1,2,"..., n)
je ten &len grafu @, ktory okrem uzla w, obsahuje uZ len uzly mnofiny V,.

A. Tvrdim: mnoZina tych hran z L, ktoré patria do G, je mnoZinou hrin
istého linedrneho faktora I, grafu G,. Doké?me to. Pretoze uzly z V; sd
v grafe  incidentné s tymi istymi hranami ako v grafe @, plati toto: Iubovolny
uzol z V;je incidentnny prave s jednou hranou z L. Zostiva u¥ len dokézat,
e uzol u, je incidentny prave s jednou hranou z L,. To viak je zrejmé, lebo
druhy koncovy uzol hrany z L spojujticej v grafe G uzol v, s uzlom z V., patri
do @, a Ziadny iny uzol z G, nemdze byt v grafe G, spojeny hranou patriacou
do L s uzlom u,. To dokazuje nage tvrdenie.

B. Tvrdim: Iubovolnd takd hrana z G;, ktord v grafe G patri aspoii do jed-
ného linedrneho faktora grafu @;, patri aspoti do jedného linedrneho faktora
grafu G;. Dokaz: toto tvrdenie vyplyva z lemmy 12, z tvrdenia A a zo skutod-
nosti, Ze graf G ma oproti grafu @ viac len o tie hrany, ktoré spojuji dva
uzly z V,, teda o hrany nepatriace do Ziadneho linedrneho faktora grafu G.
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Z uvedenych tvrdeni vyplyva toto: Iubovolné dva uzly grafu G, st v relcii Q
tize: G; je Q-graf. Tym je dokézané aj posledné tvrdenie vety. . ’ _
Veta 32. Neck @ je lubovolny Q-graf s viac nez dvoma wzlami. Ak rozklad U3
neobsahuje taki triedu, kiord by mala viac nef jeden uzol, potom G je 38.&%@@”

jadro.

Dékaz. Nech @ je Q-graf s viac nez dvoma uzlami. Podla lemmy 7 neexistuje
v G hrana, ktord by patrila do kazdého linedrneho faktora grafu @. Ak roz-
klad U# neobsahuje triedu s viac nes jednym uzlom, potom v & nemée existo-
vat hrana, ktord by nepatrila do #iadneho linedrneho faktora grafu @. Z toho
a z predoflého vyplyva: @ = G a pretoze Ziadne dva uzly nemdzu byt v rels-
cii /1, ak U# neobsahuje triedu s viac nes jednym uzlom, plati v tomto ww#xao“
G je nasytené jadro. Dékaz je vykonany. .

Veta 33. Neck G je lubovolné nasytené jadro, potom G je Q-graf a Tubovolnd
trieda z U¥ obsahuje prdve jeden uzol z G. .

Dékaz je zrejmy.

.<o§ 34. Nech G jelubovolny Q-graf, v ktorom rozklad U obsahuje aspoti jednu
triedu Vo= {v;,v,, ...,0,} s viac ned jedngm uzlom a nech L je Tubovolng
linedrny faktor grafu G. Nech V — {Vi, Vo, ..., V,} je triede V, odpovedajici
rozklad mnoZiny uzlov 2 G nepatriacich do V,. Nech dalej G - je graf, ktorg venikne
2 G splynutim uzlov mnoZiny V, do nového uzla e @ nech G; je ten &len grafu @,
ktory cv%@@.a uzly mnoZing V, (i =1, 2, .. -, n). O lubovolnej dvojici wzlov
8 # 4 5, teq; plati toto: w2y s, t si v grafe Q; v reldcii A prave viedy, ked st
v reldcit A v grafe 2 G; uzol wy mie je v reldeis A so Ziadnym ingm uzlom grafu G,.

Dékaz. N lech (hﬁ je linedrny faktor grafu @, obsahujici hrany a len hrany z L
patriace do G. Ze uzol u, nie je v reldcii 4 so Ziadnym inym uzlom z G, je
zrejmé z toho, Ze k Tubovolnému uzlu w €@; (inému ne¥ %) patriacemu zrejme
mmo Vexistuje v @ takd n-cesta vzhladom na L, ktord spojuje uzly v, wa vietky
Jej vniitorné uzly patria do V, (a tiez do G,).

Nech teraz s # ¢ (s %y # t) st Tubovolné dva uzly z G,.

A. Tvrdim: ak existuje v G takd x-cesta vzhladom na L, ktors spojuje
uzly s, ¢, potom existie tiez v @, x-cesta vzhladom na L, ktors, spojuje uzly
8, t. Dokdime to. Nech (' je Tubovolnd x-cesta vzhladom na L, ktors v
grafe Gj spojuje] uzly; s, t. Ak cesta ¢ neobsahtuje Ziadny uzol z ﬁ\,? alebo ak
obsahuje jediny uzol z V, (tymto uzlom musi byt potom nevyhnutne uzol v,
z V), je platnost tvrdenia Zrejmai. ..

Predpokladajme, se C obsahuje viac ne# jeden uzol z Vy. Ak postupujeme po
ceste C' vychidzajic z uzla s smerom do uzls ¢, musi poradim prvy a tie% po-
radim posledny taky uzol z C, ktory nepatri do &, patrit do V, (lebo Ziadna

hrana z @ nespojuje dva uzly patriace do réznych tried rozkladu V). Nech z, je
Prvy a z, posledny takyto uzol. Zrejme x, 5 z,. Z oboch &asti ¢" a " cesty C,
kde ¢’ spojuje uzol s s uzlom =z, a C" uzol ¢ s uzlom z,, prave jedna je &-cestou
vzhladom na L. Keby obe boli «-cestami, bolo by v, = z, = #,, & je spor.
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Keby Ziadna nebola x-cestou, potom zvysujuca ast cesty C medzi x, a x, by
bola x-cestou, &o odporuje x.Ax,. Po splynuti uzlov z V, do uzla u, vznikne
zrejme z ciest €', C” jedind cesta, ktord je x-cestou vzhladom na L, a spojuje
v & uzly s, t. To dokazuje nade tvrdenie. B

B. Tvrdim: ak v grafe G; existuje x-cesta vzhladom na L., ktord spojuje
uzly s, t, potom v G existuje x-cesta vzhladom na L, ktora spojuje tieto dva
uzly. Dékaz tvrdenia: nech C je x-cesta vzhladom na L, spojujtca v grafe G,
uzly s, t. Ak cesta C neobsahuje uzol u,, ‘alebo ak C obsahuje tento uzol a obe
hrany z C s nim incidentné st v grafe @ incidentné s uzlom v;, je platnost
tvrdenia zrejma. Predpokladajme, ¥e v G, existuje len takd x-cesta C vzhladom
na L, spojujtca uzly s, ¢, v ktorej u, je vnitornym uzlom a t4 hrana tejto cesty,
ktord je incidentnd s u, a nepatri do L, je v grafe G incidentnd s uzlom v; z V,,
kde v; # v; (druh4 hrana z C incidentnd s u, je v grafe ¢ incidentna s uzlom v,
z V,; tato hranu oznadme znakom k). Nech hrana % spojuje v grafe & uzol v,
s uzlom w;. PretoZe v grafe @ plati podla predpokladu: v, Av; a uzly v;, w, st
v & spojené hranou h z L, nemdZu byt uzly v; w; v reldcii A. Teda v G existuje
istd a-cesta vzhladom na L (oznadme ju C,), ktord spojuje uzly u;, w; tak, ze C,
okrem uzla w; a hrany k& neobsahuje uz Ziadny iny prvok z C. Ak preto ku
ceste Cy pridéme vietky prvky z O (okrem uzla w; a hrany h, ktoré patria u
do C,), dostaneme tak isti «-cestu vzhladom na L, ktord v grafe G spojuje
uzly s, t.

To dokazuje vetu.

O nasytenych £-grafoch platia tieto vety:

Veta 35. Neck G je lubovolny nasgteny Q-graf, v kiorom rozklad U obsahu
istid triedu Vo = {v), vy, ..., v,), kde n > 1 a nech U, je lubovolnd trieda z U *
nd nef V. V grafe Gy, ktorg vanikne z grafu G splynutim triedy V, do uzla v,,
platt: vietky uzly triedy U, patria do toho istého Elena grafu G,.

Dékaz. Ak by trieda U, obsahovala jediny uzol, netreba nié dokazovat.
Predpokladajme, Ze trieda U, obsahuje najmenej dva uzly s, ¢. V grafe G teda
plati sAt a pretoie v nasytenom grafe také dva uzly, ktoré si v reldcii 4, st
spojené hranou, existuje v G hrana & spojujica uzly s, {. Hrana A patri nevyh-
nutne aj do G, a pretoie %iadna hrana v G, neméze spojovat uzly patriace do
roznych tried rozkladu V = {¥,,'V,, ..., V,}, musia uzly s, ¢ patrit do tej
istej triedy z V a teda (pozri lemmu 11 a vetu 31) patria do toho istého &lena
grafu Gy. To dokazuje vetu.

Pozndmka 7. Ak v Iubovolnom grafe vykoname splynutie triedy obsa-
hujieej jediny uzol, tvar grafu sa zrejme nezmeni.

Veta 36, Nech @ je lubovolny nasyteny 2-graf. Nech graf G* venikne z grafu G
tak, e nechdme splyndd jednotlivé triedy rozkladu Ug, a to kadi z nich do jedi-
ného nového uzla. Platt toto: (1) Tubovolng uzol z G*, ktory venikol splynutim takej
triedy z Uy, ktord obsahuje n wzlov, patrs prdve do n Elenov grafu G*; (2) Lubo~
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wvolng Elen grafu G* je nasytengm jadrom; (3) tvar grafu G* nie je odvisly od
toho, v akom poradi nechdme splynif jednotlivé triedy » Ug.

Dékaz je zrejmy (veta vyplyva z viet 31 a% 35).

Pozndmka 8. Veta obdobna vete 35 pre nenasyteny Q-graf neplati. Tak
napr. graf G nech pozostiva z jedinej kruZnice o $tyroch uzloch; po splynuti
Jednej z tried vznikne graf Gy, v ktorom uzly druhej triedy patria do roéznych
¢lenov grafu G,. Pre nenasytené Q-grafy neplati potom zrejme ani veta ana-
logicka vete 36, :

Poznimks 9. Veta 36 md tento désledok: v Iubovolnom nasytenom
L-grafe @ existuje prave jeden rozklad mnoZiny hrin z @ na triedy hrin tak,
%e dve hrany z @ patria do tej istej triedy rozkladu prave vtedy, ked tieto
hrany patria do toho istého &lena grafu G* z vety 36. Tento rozklad mnoZiny
hrin nasyteného Q-grafu moge pripadne zohrat délezitd tlohu pri- &ttdiu
vlastnosti nasytenych Q-grafov. Upozoriiujeme na tiito skutoénost, aj ked
v tejto prici nemienime tiito mo¥nost vyuzit. Poznamenajme, 7o splynutim
uzlov triedy z U¥%,,aj v pripade, ked G, je nenasyteny -graf, vznikne vidy
graf G, ktorého kazdy &len je Q-graf. Tu viak vysledny -graf je odvisly od
toho, v akom poradi nechdvame postupne splyniit triedy rozkladov U%,, Us,...

Odvodené vety dokresluji vyznam rozkladu U v Q-grafe @ a tym aj vy-
:znam tohto rozkladu v Tubovolnom grafe 8 lineArnym faktorom.

Castil a II tojto prace boli uverejnens v Matematicko-fyzikdlnom dasopise SAV IX,
(1959) na str. 73—91 a na str, 136—159. Cast 1 obsahuje: lemmy 1—d, vety 1—13, po-
znémky 1—3. Cast II obsahuje: lemmy 5,6, vety 14—30, pozndmky 4—86,

PouZitd literatira je citovans v Sasti I a II, ast IIT sa opiera predovietkym o vy-
-sledky, ktorych sa dosiahlo v cagti I a II.

Doslo 2. 12. 1959,

Kabinet matematiky
Slovenskej akadémie vied
* - Bratislave

H TEOPUHU m.ommmm:umx I'PA®OB C JIUHENHELIM
. QAKTOPOM 11l

-AHTOH KOLUT

Busogm

B pawnoi pa6ote sammouaiores HalbHedInNe Pe3yIbTATH O KOHETHbIX rpadax, xoropsie
"HMeIOT N0 Kpalinell Mepe OfME MHHEEHHEL daxrop, mcxoms mpaTom ms I-oft m I1-0if yacres,
-ORyGIHKOBAREKIX B TOM KypHane, Tom IX (1959 r.), crp. 73—91, 136—159. Fo I3 BHEIM
Pe3YILTaTOM sBiAeTcA Teopema 36, KOTOpas NOKASKIBAET, TG 'KAMILHE HACKIMICHALIH
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Q-rpad G (v. ¢. rpad, Kanusie ABe BepmEAL ROTOPOro HaXONATCA B COOTHOmIEHHH 2, Onpe-
MereHoM B 1-0f wacTH paGoTLI) BOSMOIKHO OLpeeemmEMY PEIyKIEAMA CBeCTH K rpady G*,
KKRIBLE WieH KOTOPOr0 ABAETCA HACHITICHHbIM AjapoM. llpurom rpad G* ompenensercs
rpadom G Beerja ommosHAWHO.

AUS DER THEORIE DER ENDLICHEN GRAPHEN
MIT DEM LINEAREN FAKTOR III

ANTON KOTZIG

Zusammenfassung

Vorliegende Arbeit enthilt weitere Resultate iiber die endlichen Graphen, die wenigstens
einen linearen Faktor besitzen. Der Verfasser kniipft an die Artikeln I und IT an, welcher
in dieser Zeitschrift IX (1959) 5. 73—91 und 136—159 verdffentlichte. Das Hauptergeb-
nis ist der Satz 36, welcher zeigt, daB3 jeder satte £2-graph G (d. h. ein Graph, dessen je
zwei Knotten in der Relation £ [siche Teil I] stehen) durch bestimmte Reduktionen auf
einen Graph G*, dessen jedes Glied oin satter Kern ist, sich iberfiihren 1a8t. Dabei ist
der Graph G* durch den Graph @ immer eindeutig bestimmt. ’
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