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PRISPEVOK K TEORII OHYBU TENKEJ TYCE
JAN CHRAPAN, Bratislava

Pozdlne zataZend rovné tenks tyé sa pri danych fyzikdlnych podmienkach
{uvedenych v nasledujicom odseku) ohne do tvaru, ktorému zodpovedd mini-
méilna elastickd energia [1]. V tomto tvare sa tyé javi ako oblik elastickej
krivky [2].

Predpokladajme, e sa ty& dizky I pri pozdlznom zafazeni neskrati ani ne-
predl?i a %e ohyb bude rovinny a symetricky. Ked zavedieme dvojrozmerny
ortogondlny kartézsky vztainy systém s osami v rovine ohybu tak, aby konce
tyce boli viazané na os x, tenzor dilatacie tyée bude tvaru ([3], str. 142)

Bty o) o

Podla Hookeovho zdkona pre homogénnu ty& ([4], str. 59 a nasl.) z relacie (1)
vychadza tenzor napitia ([3], str. 149)

T —2p ) )- @)

Dostatoéne zatazend tyd sa ohyba, pretoZe podlicha bodnym napitiam v ro-
vine zavedeného vztainého systému. Tieto napitia podla (2) si zlozky vektora
napitia v smere osi y, stivisiaceho s rovinou kolmou na os z. Ak ich vezmeme ako

. , . s Y . . dy . ,
wEmEochw:mNmWHszEa%oo Awddomﬁ I‘W%aummsﬁoézro_moﬁ%?

ds
nice ohybovej krivky tyce a s je oblik tejto wiim%v , bude

N\.«%ne = * a 8 A“wv

Hustota elastickej energie ty&e, definovand polovicou spuru skaldrneho sd-
dinu tenzora napitia a tenzora dilaticie ([3], str. 157) na zaklade (1); (2) a (3)

Je
o= @B (G (000 - 5wl 5)
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a pre dhrnni elastickd energiu dostaneme

!

!
1 dx |2
EH\SQ%HMY.\AMMV ds, (4)
h

0

kde ¢ je konStantny prierez tySe a hodnota
Yoo (5)
A

je vhodne zavedend konStanta timernosti, zavisld od geometrickych a elastic-
kych vlastnosti tyde.

Ohybovy stav tyte predstavuje viazany variadny problém s integrdlou
vedlajSou podmienkou

21 !
\m&H\aOm_emmﬂaqumHoozm# {6)
Za o

a s okrajovymi podmienkami, danymi v koncovych bodoch tyée.
Hodnota ¢ vo vztahu (6) je dizka posunutia zataZeného konca tyée pozdlz
osi «, nasledkom ktorého si konce ohnutej tyde vzdialené o dizku £ < 1.
Podla Lagrangeovej variadnej metédy je funkeiondl problému

4
J = \. “Wﬁ AWVN.T % cos av%
0
a jeho izochronnd varidcia sa musi rovnat nule;
éJ = 0.
Eulerova—Lagrangeoya &m@n@bﬁ&s@ rovnica extremdly x(s)

4 d3x
.~ ds?

= —¢ s§in «,

kde

mHﬂ“ (7)

integrovanim poskytuje diferencidlnu rovnicu
2
AWWV = 2ecos x 4 ¢, (8)

v ktorej hodnota ¢ znamend integraéni kondtantu.
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Zo vztahu (4) po dosadeni z relacie (8) je
1
H le,v\.\,ﬁm cos o + ¢)ds,
0

z ¢oho na zéklade vedlajSej podmienky (6) a vzhladom na (7) po malej dprave
vychadza pre integra¢ni konstantu vztahu (8) hodnota

H— ¢

¢=2. )

9

V koncovych bodoch je ty¢ viazana na os z, preto sa v tychto bodoch boéné
napitia rudia pevnostou vizby a krivost tyde sa v tychto bodoch na zdklade (3)
rovna nule, takie podla (8) plati

¢ = —2¢ cos oy, (10)

z ¢oho vzhladom na (7) a (9) vychadza

'

o8 e M —H
€08 0ty = ——y7—,
resp. po malej uprave
. Ko H + mﬁm
sin? -5~ = ——5—. (11)

V relécii (11) sa znakom «, 0znaduji smerové uhly dotyenic ohybovej krivky
ty¢e v jej koncovych bodoch. Tieto uhly s pri symetrickom ohybe o do
absolatnej hodnoty rovnaké. Pre redlne hodnoty uhla &, plati nerovnost

0< mmsmuww =1, 12)

Separovanim premennych v rovnici (8) mame

_\a+ wmoofx

Zaporné znamienko odmocniny na pravej strane (13) stvisi s orientaciou
osi y vzfazného systému, ktord volime tak, aby krivost ohybovej krivky tyce
bola ziporna; potom sa ohyb tyée javi v kladnom zmysle osi y a pre smerové
uhly v koncovych bodoch tyde plati

© 0 = g > 03 [afe-y = —ae < 0. (14)
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Ked v rovnici (13) uplatnime substitdciu

) cos x = 1— 272,
po integrovani dostaneme g 0o

6—aLe v, (16)

kde F({; x) je Legendreov normilny elipticky integral prvého typu, ktorého
modul vzhladom na (7) a (9) spliiuje podmienku

5 e ¢ 2;
¢c+2 H+ Ao a7

a hodnota s, je integradni konstanta.
Po porovnani vysledku (17) s rovnicou (11) podla (12) vychadza nerovnost

x> 1. (18)

Inverziou relicie (16) dostaneme pre argument ( Jacobiho elipticky
funkény vztah
SN

z ktorého restiticiou na ziklade (15) je

oOmaH~|wmbNﬁ@|Imov%wxw. (19)

Vzhladom na nerovnost (18) treba vyjadrenie (19) transformovat na reci-

proky modul; o ktorom podla (11); (12) a (17) platf

1 H + 2o P -
0L P2 =l T 0
<k = 577 sin? 3 < 1. (20)

Po tejto transformicii z rovnice (19) méme

v cosa =1 — 2k?sn? {(s — 8q) <Mw k} (21)
a podla reldcie ‘
sin?a = (1 + cos x)(1 — cos «)

vzhladom na volbu znamienka argumentu vo funkénom vztahu (16) vychadza

sin o = —2ksn {(s —so) s Ky dn (s —so) V& B3 (22)

Amwvw@m.. uplatnime okrajové podmienky (14), z reldcie  (21) vzhladom na
je .

sn? {s, <mw k}y = 1; sn? {(I — s) <m By =1 (23)
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@ zo vzfahu (22) stidasne plynd nerovnosti
sn {s, |&; B} > 0; sn {(l— so) Ve k3 > o. o (24)
Aby relécie (23) a (24) mohli byt simultinne splnené, musi platit
sz = (1—s0) Ve = K, (25)
z oho vychidza pre integra¢ni kon&tantu rovnice (15) |

el | o0)

~ Hodnota K:vo vztahu (25) je konstanta periédy J acobiho eliptickych funkeif
(aplny elipticky integral prvého typu).
Zo vzfahu (25) vzhladom na (26) je

SEO .E
a na zaklade (10) a (20) je

¢

8 = — (1 — && A NV . (28)

Parametrické rovnice ohybovej krivky tyde dostaneme z relacii

dzxr = cos « ds;
dy = sin « ds, (29)

ich riefenfm pri danych okrajovych podmienkach.
Z prvej rovnice (29) po dosadeni zo vzfahu (21) mame

&H.\,.QOm,a% H‘H”,\.ﬁllwammsm?ﬁ k)} du =
1. .
= ‘wllmwmeﬁ k) —u} + ¢y (30)
€ .

kde E(u; k) znameni Legendreov normalny elipticky integral druhého typu
s argumentom

U = Am — 8) <M (81)

a hodnota ¢, je integratnd kon&tanta.
" Uplatnenim okrajovych podmienok

[®];m0 = Zo3 Hn&ql =
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z reldcie (30) vzhladom na (6); (25) a (31) po prisludnych fipravich vychidza

. E 1 l 2
o=t p—g): &ualwm?“i%l_v;T&wg -
_ E 1o
K~ 271’ %)

kde E je tiplny elipticky: integral druhého typu.
Z druhej rovnice (29) po dosadeni zo vzfahu (22) mame
. 2k
y= | sinads = IH\H,\Ams?ﬁ k) dn (u; k) du =
. & :
2k
=T cn (u; k) 4 ¢, (34)
kde argument funkeie je dany rovnostou (31) a hodnota ¢, znamen4 integradnii
konstantu.
Na zaklade okrajovych podmienok

Wli-o =0; [¥limy =0
z relacie (34) vzhladom na (25) a (26) vychadza

cy = 0;

l 2s
Q”w.lﬁloc”NAlulqlwvwwv. (35)
.Aamwm@r% (32) a (35) ?@%34&% parametrické rovnice ohybovej WE&Q tyce.
Eliminovanim parametra s dostaneme analyticky vyraz ohybovej krivky tyde

v tvare
Z == &..%IATMNN TA@S&B 1— A%VN ; w“ —

L faresin 1/1 — (B2 1
wm‘.,ﬂgom_bﬁ\y A|§lv ,.&:THM_‘IMN.

Or%vo@o krivka tyde m4 maximum v bode, ktorého stradnice st

~
&Emn“_wﬁu 1 ”&l*l]wlo.w
aﬂ.mlé o MA v :
: (36)
- Ymax = Hw\”_ .1 =k—.
: a“Mn~ .N.

o it "
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Na zéklade vztahu (5); (7); (25) a (26) spliiuje Lagrangeov multiplikator 1

nerovnost ..
A>0, (37)

z ktorej vzhladom na (17); (18) a (20) vyplyva

lo

2 ———
k> 57" (38)
Podla relicie (17) je Hmwnmsmmo< multiplikdtor 4 funkeiou posunutia o,
takze plati ,
' H(o)

o) | —o (39)

Mo) =

Pre dostatoéne maly prirastok ihrnnej elasticke] energie AH(c) a pre po-
sunutie Ag, ktoré k tejto energii prislicha, plynie z (39)-po malej uprave

AH(o)
T Ag __dH(o)
Mo)=lm — ey = " do (49)
2 —"—1
Ao
ked%e podla (33) je :
A . Ak? i k2
tim {2155} = m_E

K

Vzhladom na fyzikilny vyznam veli¢in vystupujicich v diferencidlnom
kvocienté (40) ma Lagrangeov multiplikator A(s) kladni hodnotu, v stihlase
s nerovnostou (37).

Podla vzfahu (40) je thrnna elastickd energia tyce

- \ o) do. (41)
Y _

Vysledok (41) ukazuje, Ze Lagrangeov multiplikdtor A(s) uréuje silu zataZenia
tyte, stvisiacu s posunutim velkosti o. Tato sila

P = Mo) (42)

je funkciou posunutia o, ktoréd vzhladom na reldciu (7); (25); (26) a (42) je
, 2K \?

,;<N.3:. A»wv chmed urdit konstantu y (5) pri zndmej sile zataZenia tyce;

: p [ \2 .

y = AINNV ) (44)
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Podmienky vizby, ktoré sme zaviedli pre koncové body tyde, pripustaji
ohyby, pre ktoré plati
0

IIA
A

L.

o

Z tohto obmedzenia vzhladom na reliciu (33) vychddza pre modul k ohra-
nidenie ([7], str. 53 a nasl.)

[

0=k <082... (45)

ktoré je uzie ako nerovnost (20).. .

Na zdklade (45) z rovnice (43) plynie pre silu zataZenia tyde reldcia ([7],
str. 91 a nasl.)

EJ < Plo) < Aﬁlvg (46)

ktora Qo@?& Eulerovu podmienku ohybu [5]
2
=)
l
obojstrannym ohraniden{im velkosti sily zataZenia tyce.
Z rovnice (39) vzhladom na (42) je tihrnnd elasticka energia tyce
H = P(2k3 — o). (47)

Pomocou tohto vztahu moZno hodnotu elastickej energie ohnutej tyde vy-
&slit pri znimom posunuti ¢ a zndmej sile zataZenia tyCe.
Podla Navierovej tedrie ohybu [6] je konStanta (5)

y= EJ, s (48)

kde E znamend Youngov modul pruZnosti a J je moment zotrvaénosti prie-
rezu tyde. Na zaklade (43) moZno experimentélne vySetrit spravnost vztahu
(48) meranim sily zafaZenia tyde a posunutia o, ktoré s touto silou sivisi.
Porovnanim rovnic (43) a (48) dostaneme relaciu pre uréenie Youngovho mo-

dulu pruZnosti .
E— P 1\ B
=7 \zk) (49)

Ak oznagime priemernt hodnotu sily zafaZenia tyde, stivisiaceho s posunutim
o, znakom P, plati .
Py = P(o)

a pre dhrnnd @Fmiowm energiu ty%e moZno pisat podla (41) a (42) Jq.m.mnoam
H = Py,

na zaklade ktorého je :
H < Pg,
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z oho vzhladom na (47) méme

- [
2 <
k2 - 7

~Spojenim tohto vysledku s nerovnostou (38) vzhladom na (40) vychidza pre
hodnotu modulu & relacia .

Nnm

A
N[ Q

N
o~
A

Zhroutie: Rovinny symetricky ohyb pozdline zatazenej rovnej pruinej
tenkej homogénnej tySe je v prici rieSeny ako viazany variadny problém
s integrélnou vedlajSou podmienkou. Z parametrickej rovnice ohybovej krivky
tyde (32), pri podmienke s = I, vychadza relacia (33), pomocou ktorej mozno zo
zndmeho posunutia & zatazeného konca tyce urdit smerové uhly oy koncovych
bodov tyde (20) a poradnicu bodu, v ktorom je maximum ohybovej krivky tyde
(36). Pri znamej sile zataZenia tyte mozno podla (47) vyd&islit hodnotu elastic-
kej energie ohnute] tyde, ktord predstavuje potencidlnu energiu tyde. Na zd-
klade (49) moino urdit Youngov modul pruZznosti. Vztah (46) predstavuje
doplnenie Eulerovej podmienky ohybu. PouZité kon&tanty £ (7) a ¢ {10) sd
definované na ziklade dwmﬁo.mwodx riefenia vztahmi (27) a (28); moZno ich vy-
dislit zo znameho posunutia o, po zisteni numerickej hodnoty modulu k z re-
lacie (33). Konstantu y (5) urduje rovnost (44), pri zndmej hodnote sily zata-
#enia tyde, alebo dhrnnej elasticke]j energie tyce, ktorti moZno merat metédou
postupného zafaZovania tyde. RieSenie poskytuje moZnost vypracovat expe-
rimentalnu metédu na uréenie Youngovho modulu pruZnosti (49) a na meranie
energie potrebnej na elasticky ohyb tenkej tyde (47). Reldcia (43) uruje pri
znémych geometrickych a elastickych viastnostiach tyte silu zataZenia
v stvislosti s posunutim zataZzeného konca tyce a naopak.
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BRJIAI K TEOPWM M3I'MBA TOHKONM GAJKH
, AH XPATIAH

BriBoaH

HnockocTHerl cnyerpuueckmii u3rmé NPONOJBHO 3aTPYMeHHLIH, NpAMOI, yupyroi,
TOMKOI, ToMOTeHHOH Ga.IKoil pemaercd B TPyAe -KAR CBA3SAHHAA BADHANHOHHAA Npobiema
C IUTCrPAMLELIM yerosHeM. W3 mapaMerpruccKoro ypasmenns Kpupoil marubuoil Ganxn (32)
npy ycaosmu s = I puxoanTt pensmua (33), npH NOMOLM KOTOPOH MOMHO H3 3HAKOMOTO
TICPeMEIeHIA ¢ 3arPY/KeHN0ro KOHNa GalKy ONpEXe’uTh Ykl HANPABIEHUA ¢ KOHOOBHX
Touer Oanxm (20) M OpAMEATY TOUKE, B KOTOPOI HAXOMUTCA MAKCHMYM H30THYTON KPHBOM
Samin (36). [Ipm wasecTHOM Cuite FArPYKEHHOCTH GamlKy MOMKHO (47) NePEIRCINTh BeITUINHY
amacTHYeCKON 9HEPINN npornyTol GaMKn, KOTOPasA NPEJCTABIACT IOTCRIAANLHYI0 SHEPTHIO
Gamru. Ha ocnosannn (49) MOKHO ORPCACTHTD MORYyTb yupyrocrs IOnra. Ormomesnme (46)
npeicTaBifseT JoNoJdHeHue yeraopHa uaruba Efnmepa. Mcmoassosanunle NOCTOAHHEE BeJA-

gpnanl ¢ (7} m ¢ (10) OUpeeTATCA HA OCHOBE PE3YIBTATOR PeUICHHA OTHOWEHHUAMY (27)°

1 (28); MOIKTIO MX NEPEIACINTL U3 H3BECTHOIO NEPeMelieHus g, Nocie onpejielieHus HyMepHoit
BeSTMYAHL MORYIA k u3 peaanuu (33). Hocrognryo sBenuduny ¥ (5) onpefender PaBeHCTBO
(44), IpH M3BECTHON BenMYMNeE CHIIE 3arPYKEHHOCTH OAJIKM, WK CyMMapHOH 31acTHICKOMH
BHEPriA GaJIKK, KOTOPYIO MOKHO H3MEPATH METOOM IOCIIe[OBATeNLHOr0 3arPyKenHs bamKm.
Peurenne naér BO3MOKHOCTh P03PaG0TaTh DKCHEPHMEHTANBHEI METOR IUIA ONpeXesIeHUS
. Monynsa ynpyrocru I0ura (49) ® 1A M3MepeRHs 9HEPIHY HYKHOH 71 57acTHIECKOr0 Harnba
Touxoil Gamkm (47). Penanma (43) onpefielifer TpU H3BECTHHX TeOMETPHUECKMX H HIACTH-
9eCKEX CBOHCTBAX Ganku CHITy 3arpyteHHOCTH B OTHOIEHHE C IePeMeleHUéM 3aTpyiKeH-
HOTO KOHI[A Gankm m HaoGopoT.

EIN BEITRAG ZUR BIEGUNGSTHEORIE
EINES DUNNEN STABES

JAN CHRAPAN
Zusammenfgssung

Die ebene symmetrische Biegung eines langlich belasteten geraden elastischen diinnen
homogenen Stabes wird*ii"der Arbeit als ein gebundenes Variationsproblem mit einer
integralen Nebenbedigungen N&Omo Aus der parametrischen Gleichung der Biegungskurve
des Stabes (32) bei der me&:mcum 8 = [ geht die Relation (33) aus mit Hilfe deren aus
der bekannten Verschiebung o des belasteten Stabendes die Richtungswinkel o, der
Endpunkte des Stabes (20) und die Ordinate eines Punktes bestimmt werden kann in dem
das Maximum der Biegunskurve des Stabes (36) liegt. Bei der bekannten Belastigungs-
kraft des Stabes kann man nach (47) den Wert der elastischen Energie des gebogen Stabes
auszihlen, welche die Potenzialenergie des Stabes vorstellt. Auf Grund (49) kann man
das Young:Modul der Elastizitét bestimmen. Die Bezichung (46) stellt die Erginzung
Eulers Biegungsbedigung (Knickformel) vor. Die beniitzten konstanten GroSen £ {7)
und ¢ (10) werden.auf Grund der Lésungsresultaten durch die Beziehung (27) und (28)
momb_mg man kann sie aus der bekannten <oumcr_ov=bm o auszéhlen nach der Feststel-
lung des nummerischen Wertes des Moduls % aus der Relation (33) auszihlen. Die kon-
stante GréBe y (5) bestimmt die Gleichkeit (44) beim bekannten Kraftwert der Belasti-
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gung des Stabes oder der gesammten elastischen Energie des Stabes, die man mit der
Methode der fortschreitenden Stabbelastigung messen kann. Die Losung bietet die
Moglichkeit dieexperimentelle Methode zu Bestimmung des Youngs-Modul der Elastizitét
(49) und zum Messen der Energie, die zur elastischen Biegung des diinnen Stabes (47)
notwendig ist, ausarbeiten. Die Relation (43) bestimmt bei der bekannten geometrischen
und elastischen Stabeigenschaften die Belastigungskraft in dem Zusammenhang mit der
Verschiebung des belasteten Stabendes und umgekehrt.
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