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VYPOCET LAPLACEOVEJ TRANSFORMACIE
SUCINU DVOCH ZLOZENYCH FUNKCI{

JULIUS CAMBEL, Bratislava

Nech u(t) a o(f) sa dve komplexné funkcie redlnej premennej ¢, o ktorych
urobime v dalSom potrebné predpoklady, a nech u(z) a v(z) st ich Laplaceove
transformacie. Je prirodzené sa pytat, ako mo¥no pouZit znalost funkeif
%(z) a v(z) pre vypolet Laplaceovej transformdacie stdinu u(t) v(t). Odpoved
na thto otdzku dal G. A. Grinberg [4] vo svojej praci, ktord uverejnil r, 1943,
Nasiel vzorec, pouzivajiici integriciu v, komplexnej rovine, ktorym tento
problém vyriesil. V r. 1949 A. V. Ivanov [5] uverejnil vzorec, pouiivajiici opif
integraciu v komplexnej rovine, pre vypodet Laplaceovej transformicie si-
Sinu wff(t)] v(t). o

V predioZenej prici je dokdzand veta, z ktorej predchidzajice vzorce vy-
plyvaji ako &pecidlny pripad. DokdZeme vetu pre vypodet Laplaceovej
transformécie stéinu dvoch zloZenych funkeil u[f(f)] v[g(¢)], za presne stano-
venych podmienck pre uvafované funkeie u(t), o(t), f(&) g(t), ulf(®)], v[g(t)]
a ulf(t)] olg(t)]. :

Napred si dokdzeme dve pomocné vety. .

Lemma 1. Nech @(p, ¢) je komplexnd funkcia dvoch premennych p,t, definovand
na kartézskom sidine (c)x<a, oo), kde (c) je po ddsekoch hladkd Siara koneéne;
, gy v komplexnej rovine od bodu Cy a% po bod C, a (a, o) Jje. polouzavrety
| interval na redlnej osi, v ktorom je a> — oo.

i
X ey H

Nech D(p, t) spliiuje tieto podmieniky:

Q1. Je spojitd ako funkcia dvoch premenngch na kartézskom sidine (c)x
X La, A> pre kaidé A > a. , .
© Qs Integrdl

.NSQ: t) dt ‘

- rovnomerne konverguje vzhladom na premennd p, lefiacu na &are (c).

133




Potom. plati:
. k C, ®©

J 1S 0,0 dp = \w_ [ o(p, 1 dp|ar. (1)

Cye) a Ci(e)
Dékaz. Rovnost (1) dokdzeme z rovnosti

Cy z z Cs

[ [ om0 el dp = ] [ o0 dp| dr, (2)
Cye) a a Cy(e)

vktoreja <z < A4, tak;, e z obidvoch jej strén vypoditame limitu pre z - co.

Najprv si ukdieme, e obidve strany rovnosti (2) existuji. Za tymto delom

v

ukéZeme, Ze integral

Ce
J(@) = [ D(p,t)dp
Cie
je spojitd funkcia premennej ¢ v intervale (a, 4.

Nech je z€ <a, 4>. Mame ukdzat, Ye ku danémn & > 0 existuje d > 0, fe
pre [ —z | < d je [J () — J(z) | < e Oznadme znakom I, dffku &iary ?Y..
Kedie (c) x <a, 4> je kompaktnid mnoZina, ie D(p, f) na tejto mnozine
£

rovnomerne spojitd. Teda existuje ku &fshu T

> 0 také ¢&islo §; > 0, %e ne-

rovnost |D(p, t) — B(p, z) | < W je splnend pre vietky ¢, spliiajtice nerovnost

[t—z| < d,apre vietky p na é&iare (c). Tvrdime, %e 6, m4 hladant vlastnost
8isla 4. Skutodne, pre vietky ¢, ktoré spliaji nerovnost [t—a| < éje

Cy
|70 —T@) | =| [ [0, )—B(p, o) dp | <

Cye)
= max | &(p, Sllﬁmgv D). L<tL=e¢
pe() . . L
Podobne sa ukéze, se Hnwmaomﬂ& ‘
1) = [ B(p, 0y
je mwom.?o: funkciou premennej p na &are (c)- W@ﬁmm kaZda funkcia, spojita,
v uzavretom intervale, je v tomto intervale integrovatelnd, integrily na

obidvoch stranich rovnosti (2) existuji.
Pre a <z < 4 zavedme oznadenie

[0 z
H@z) = [Ip)dp a K@= [J@)dt.

Cif)
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Chceme dokazat, e H(r) = K(x) v intervale {a, A>. Aby sme toto dokszali,
spoditame deriviciu obidvoch strin tejto rovnice.
Najprv spotitame deriviciu K(z). Pretoge

K(z) = \US dt

dK@) ., . "
cre existuje a plati

a J(t) je spojitd funkcia, -

, o
@IMWIV =J(x)= [ D(p, z) dp.

($10)]

Teraz poéitajme deriviciu H(z). Tvrdime, Ze aj H{x) mé v bode z deriviciu
a tato sa rovn4 integrilu :

C
[ ®(p, ») dp.
Ci(e)
Za tym tdelom vySetrime, rozdiel
Cy .

U =5 e + 1) — 1) — [ 0,2 ap =

Cy(e)
Ce z+h Cy
- :\e@;vi%l [ ow.2ap =
Cie) =z Cy(e
’ Cs z+h
1
= [{7] ww.0—ow.mae.
Cye) z s

Mime !
z+h -

|UR)| < L.max. W\ E?cl@?%&_.

PE()

Aby sme dokézali nafe tvrdenie, stadi ukézat, Ye k Iubovolnému £ > 0
existuje & > 0 také, %e pre vietky |k | < 6 je | U(h) | <e.

Nech ¢ > 0 je dané. Na zadiatku tohto dékazu sme ukdzali, Ze ku kazdému
:Mx > 0 existuje d; > 0, Ze nerovnost | B(p, t) — b (p, z) | < lww je splnend pre
vietky |t —2z | <8, a pre vietky p-(c). Tvrdime, %e za d sta¥f zvolit toto ;-
Akondhle je totiz | & | < 6, interval (x, x + k) leZi vo vnitri intervalu <z —

— o,z . .
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Potom je .
! ‘ z+h

I f [@(p, t)—D(p, z)] dt | < whﬁ pre vietky pe(c).

Pre vietky |4 | < 6, je teda | Uk | AW @IMn.h =¢
Tymto sme dokszali, se

dH(z) _r

TR J(z) = \.SQ& z) dp.

Oxe)

Zatial sme dokézali, Ze obidve strany rovnice (2) maji rovnakd derivéciu pre
vietky z: <(a, 4>, ak pritom deriviciu v bode o rozumieme ako derivéciu
sprava a deriviciu v bode 4 ako deriviciu zlava. Kedie kazd4 funkeia, ktord m4
v danom bode derivéciu, je vtomto bode spojitd, st funkeie H(x) a K(x) spojité
Vv uzavretom intervale a, 4>. Spojité funkcie H(z)a K {z) majice v uzavretom
intervale rovnakd derivéciu v kafdom bode méiu sa 1ifit na tomto intervale len
o additivnu kongtantu. Kedse v bode ¢ je zrejme H(a) = K(a)=0 je H(z) =
= K(z) pre kazdé z€ <a, 4). Tymto sme dokézali rovnost (2).

Teraz dokdZeme rovnost (1). VySetrime limitu Tavej strany (2), t. j-

C,

lim [ [ \ P(p, t) dt] dp.

-0 co)  a
Napred poznamenajme, se integral

Cy 8.

/ [[ o, 0 &_ dp

Cile) a

existuje. Za tym tdelom dokiZeme, Ze integral

I(p) = [ D(p, tyde
o e S “ - -
Jje spojitou funkciou P na &iare (c). Je dané ¢ > 0, mame ndjst § > 0, e ne-
rovnost | I,(p) — I (p,) | <& je splnens, akonshle je |p—p,| < dap= (o).
Z podmienky Q. vyplyva, %e k &slu W > 0 existuje také d&islo B, ze pre kazdé
4 > B a kazdé pe(c) je .
' b 3 £
_\e@;v&_Aw..
; .“ 4 ,
Zvolme 4 > B. Potom je

A [ed] =)
L(p) — In(po) = [ [B(p,t) — Dy, t)] dt + [ @@, ) dt— [ d(p,, 1) dt.
a 4 A4
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Kedze &(p, t) je spojitd funkeia na (c) X <a, 47, teda na kompaktnej mnozine,
je D(p, t) na tejto mnoine aj rovnomerne spojitd. To znamena, e k &fslu
3(d .Mlav > 0 existuje také §,, %e pre [p—p,| <6y, PE (¢) a pre kazdé te

€{a, 4> je

&

|23, ) — Bpn ) | < gt

a < 4 < oo.

Tvrdime, #e toto 6, mé hladand vlastnost. Nech je pe (c) také, e spliiuje ne-
rovnost [ p —p, | < 6,. Potom plati v

~N~§vll-§o: <
A\_e@sfe?eEjr:e?c&?:e?s&‘A
a A A

£ € &
AAk&]Q\vil‘IMIT(Wb”m.

Z prave uvedeného vyplyva, e integral

v ¢
[ hwdp= [ [ [ o(p,0)a)dp
Cife) Cie) a

existuje. Oznaéme jeho hodnotu M 1
Po tejto pozndmke ukéeme, e existuje lim H(z) a %e sa rovna &stu M. 1

>0
VySetrime rozdiel
[

_N_ﬁlm&:l \J\se?a&_ dp — | ﬁ\@?s&?iu

Cye) a ) a

Cy o0
=| \:s@,s&_mi.
o A i
Je dané ¢ > 0. Mdme n4jst N >0, %e | M,— H(A) | <& pre vietky x> N.
£

5 & 0 také ¢slo B > 0, %e pre

Z podmienky @, vyplyva, e existuje ku &fslu
4 > B je

F\.S@vs&_AIM:.

Tvrdime, %e B je hladané &slo N: Zvolme 4 > B. Potom je | M, — H. )] <

. &
.Ah..rl“m.

L .
Z tohto vyplyva, ze existuje lim H(x) a %e sa rovnd M -

I~>@
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Teraz vySetrime limitu pravej strany rovnice (2), t. j. lim K (x). Z rovnosti

—0

H(x) = K(x) pre kazdé konetné z a z existencie lim H(x) vyplyva aj existencia

T+

lim K(z) a rovnost lim H(z) = lim K (x). Ale

-3}

lim K(z) = [ | \n Necy t) dp] dt.
Teda Lo

Cy [ -]

[1S o nan)ap = [ [ [ oo ap)a

Cie) o a Cy(e)

Tymto je prvd pomocnd veta o zdmene integraéného poradia za nevlastnym
integralom dokazana.

Lemma 2. Nech ®(p, t) je komplexnd, funkcia dvoch premenngch p, t, defino-
vand ng kartézskom siudine (c) X <a, oo), kde (c) je po tsekoch hladkd iara ne-
konecnej ditky v komplexnej rovine od bodu € do oo a (a, o) je polouzavrety
interval na redlnej osi, v ktorom Jea > — oo,

Nech D(p, t) spliiuge podmienky predchddzajicej vety Q,, Q, pre kazdy koneény
usek na Ciare (c), lefiaci medzi bodom Cy a tubovolngm bodom C,, lefiacim na
iare (c). Okrem tyjchto nech si splnené ete tieto podmienky:

Q3. Integrdl

[ o, t)dp

Cie)

rovnomerne” konverguje vahiadom na premenni t v kasdom koneénom intervale
<a, 4y, a < 4 < oo.

Q4. Integrdl

0

Cn
\. H D(p, t) &e_ dt
a Cyle)

-
rovnomerne konverguje ma weavretej mnofine &isel C, lefiacich na Giare (c),
bodom C, poénic a oo kondiac.

Potom plati:

@K

/ ;De@, t) de] dp H\J‘ se? t) dp| d. (3)

Cile) a a Cye)

Dokaz. Kedze st splnené .podmienky predchddzajicej vety, podla nej pre
kazdé konetné C, na &are (c) bude platit:

Cn o o

Cy .
([ 2w 0 dt] dp = [ NELX) dp)| dt. 4)

Cile) @ @ Ci(e)
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Rovnost (3) dokéeme z rovnosti (4) tak, e spoditame limitu pre C, idice do
nekoneéna po &are (c) z obidvoch stran rovnosti (4).
Najprv vysetrime limitu pravej strany rovnosti (4), t. j-

pred

Cn
im [ [ [ &@p, ¢ dp|dt.
Cp—rw @ )
Ukézme si, %e integral

.\.m .\BGCS S&& dt

a Cile)

existuje. Za tym tdelom si dokéZeme, e integrail

[ @, t)dp
Cile)

je spojitou funkeciou parametra ¢ v kasdom koneénom intervale <a, 45, kde
a <A <oo V predchidzajicej vete sme dokazali, Ze integrily pre kazdé
koneéné C,:

+

Cp
J 2, t)dp

Cyle)
st spojitymi funkciami parametra ¢z <@, 4). Podla predpokladu @, rovno-
merne konverguji vzhladom na ¢ v danom intervale pri 0, — oo po diare {c).

Hm@m_wmaogoBmgm Wobﬂwnmwbg&wo@:w:og mwowo%or?:_momﬁ%mvoﬁa
limitnd funkeiu, integral :

[ ®(p, ) ap
Ci(0)

je spojitou funkciou parametra ¢ v kaZdom koneénom intervale ¢z {a, 43,
kde a < 4 < oo. Z tohto vysledku a z podmienky @, vyplyva, se integral

\. ~ \ D(p, t) Q&, dt

a Cyle)
existuje. Oznadme jeho hodnotu M 5
' Teraz si ukdZeme, e limita. i
) 8 N.Q: @ B
Jm L1y, o) dp| dt
TRE ol

existuje a Ze sa rovnd &slu M N
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Za tym ugelom vySetrime rozdiel

o Cp
UC)=My— [ [ [ op,1) dp| dt =
@ [S10)] N
— [ [ownan]a— [ [omnap)a—
a  Cy0) ) a  Cye) .
@ w A @ © -5
=[] \e@;vi&u\_ \egbm&%n\~ \QQLZ&&H
a Calc) a Cale) 4 Cale)

A

@ = ) © Ca
=S [owodp]a+ [ ] [ o 0dp)a— [ [ [ om0 ap] a.
a 4

Cale) 4 Oy Cile)

Mime
@

LA [ o0 ap) | +
a Cale
+:J \seg;vﬁ&_iD \q,@@;v%?;.

4 e Cy(e)

Aby sme dokizali nage tvrdenie, stadi ukdzat, ¥e k Tubovolnému &islu ¢ > 0
existuje &fslo C, na &iare (c) také, e pre vetky é&isla C,, leiace na diare (c)
poéntic bodom C, a nekonednom kondiac, je | UG, | <e.

"~ Nech je dané &slo e > 0. Z podmiénky @, vyplyva, 2e k mm&:% > 0 existuje
dislo Ay > 0 také, %e pre kazdé 4 > 4, plati:
© © &é w Cy e
ﬁ‘m\ﬁa_&eggvsnﬂl,&‘AM a F\F%\&@@.&Q&&_AM.
Z podmienky @, vyplyva, Ze k &slu Eikmllav > 0 existuje také &islo B na &iare
(c), Ze pre vietky ¢isla, C, leZiace na &iare (c) medzi bodom B a oo je

w0

_.\GQM.&.%‘AjV e <4< oo

~Qa@v

pre vietky ¢ z kaZdého koneéného intervalu <{a, 4. Tvrdime, %e toto &slo B mé
Emhmb_% vlastnost &isla C, na &iare (c). Skutoéne. Nech je A > Ay a C, nech le¥f
medzi ‘bodom B a oo na &are (¢). Potom je

£ € &
1€ < [ s et e+ i
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Z tohto vyplyva, %e limita

=)

Ca
lim [ [ [ &(p,t)dp|at

Cp—>o0 a &40

existuje a e sa rovnd &islu M,.
Teraz vysetrime limitu lavej strany rovnosti (4), t. . limitu

Cn

lim [ | \s P(p, t) &t] dp.

- Cnr0 i) @

Z rovnosti (4) pre kazdé koneéné C, a existencie limity pravej strany a jej hod-
noty M, vyplyva aj existencia limity Tavej strany rovnosti (4) a jej rovnost
&islu M.

Nakoniec dostdvame:

]

/ :a P(p, t) di] dp = \J \mo @(p, ) dp] ds.

Cile) @ a  Cye)

Tymto je dokaz druhej pamocnej vety o zdmene integraéného poradia pri
nevlastnych integrdloch hotovy..

Pre dalsie Ggely pripometime nasledujice zndme veci. Majme nejakd funkeiu
F(t), ktora splita tieto predpoklady:

P,. F(t) je komplexns funkeia, redlnej premennej ¢, definovans v intervale
(— o0, ©0) a rovn4 nule pre ¢ < 0.

P,. F(t) a #'(t) st v kazdom koneénom intervale: 8pojité, okrem konedného
podtu bodov nespojitosti prvého druhu.

P,. Existuje také reilne &fslo gy, Ze integral

\s e~ F(t) dt
[}

absolutne konverguje.
Potom jej Laplaceova transforméecia ms tieto vlastnosti (pozri [1] str. 78):
a) Laplaceov integral
L{F®)},= [ e F(t) dt = F(p)

o

konverguje absolitne a rovnomerne pre vietky komplexné fsla p, spliajice
nerovnost Re(p) >0, & v oblasti Re(p)> g, je reguldrna funkcia premennej p.
b) Ak integral - .

\s e~ | F(t) | dt
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SmWo:gnm:..ﬂ.m pre vietky p, existuje redlne &islo 4, tzv. usetka absoldtnej
Wo:i:.,mmzﬁov Ze pre Re(p) > g, tento integral konverguje a pre Re(p) < g,
tento integral nekonverguje. Zrejme je 0, = ,. V pripade, e uvedeny integ-
ral konverguje pre kazdé P, méZme polo%it ¢, = — oo,

) ovmwwwvm vypodet originalu, t. J. funkcie F(¢) plati tento vzorec (pozri [3],
str. J

- F(t 4 0) 4 Flt — :
1 o+iw AIT VI*NI A Ov, NVO. ‘
Im o \ Flp).emdp =1 g 4 g

w | 4

o—im

=0,
Ov . mAO. . E

Integruje sa po priamke, rovnobeZnej s imaginirnou osou, prifom je ¢ = g,.
Teraz pristipime ku podstatne]j Casti tejto prace.

Veta. Nech si splnené tieto podmienky:

N w.kczmo%\ Junkcie u(t), o(t), ulf(2)], v[g(t)], ulf(&)] . v[g(8)] splriaju predpoklady
1 23 8

9 2. Nv,wn%\ Sfunkcie f(t) a 9(8) si kladné a spojité v polouzavretom intervale
, 00),

3. Nech existuji &isla 720,020 0=0,a¢ = 0 také, Ze Laplaceove
integrdly : :

\. e, o9z g,

@©
\ et ef®w dg,
0 0

ot T+iw

1 ) 1 1 7+io ‘
3= |.\ Liu(t)}, dz, i \ L@ ds, o \. L{ulf(®)},, dw
T—1i00 7—i00 -

absolitne konverguji. V poslednyich troch integrdloch sa tntegruje po priam-
kach, rovnobetnyjch s imagindrnou osow.. _

Potom Laplaceova transformdcia sdééinu dvoch zlofenych funkeii sa E\wem@ea "
podla vzorca: e . :
; . 1 H :

| Ll f(e)] . olg()]}, = 5ot Jyw) . To(p — w) dw, , (5) =
kde Re(p) =y + o, o .
. . 1 o+t T+im
T .' |, . P S w c B % 4 H U
L) = [ @) 9w, 2) dz, Jalp —w) =5 \ (8- v(p—w,s)ds,

P(w, z) = ,\ e—wt  af(t).z dt, @Qw —w,8) = .\. e—(P—2lt  oodd.s dt,

O 0
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mEH \s @égs&, m@ﬂ \s@é.es%
c

0

Re(z) = 6, Re(w) =y, Re(s) = 7, Re(p —w) = 6.
Vo vzorci (5) a v integrdloch pre Jy(w) a Jo(p — w) sa integruje po priamkach,
rovnobeingch s imagindrnou osow.

Poznamendvame, #e integril vo vzorci (5) a integrily pre J,(w) a J,(p—w)
8 oby€ajné nevlastné integrily v désledku urobenych predpokladov na za-
&iatkn tejto vety.

Dékaz. Do J,(w) dosadime za g(w, z) a dostaneme:

Y
o+io ©

Ji(w) = — \. ENV_H ,\ et eflt).2 &._ dz, Re{w) > -

c—iwm 0

Tento integral spliiuje podmienky pre lemmu 2 0 zémene integraéneéno poradia.
Skutodne. Podmienka @, #iada, aby funkcia u(z) e~ . e/¥)-z hola, spojit4 ako
funkeia dvoch premennych pre vietky dvojice (z, t), pre ktoré plati te <0, A5,
0 <4 < o0 a2 je lubovoIny bod na integradnej priamke. Kede %(z) je regu-
larna v oblasti Re(z) > o, 0, < o a f(f) je spojitd podla predpokladu 2 v polo-
uzavretom intervale < 0, oo), tdto podmienka, je zrejma splneni.

Podmienka @, Ziada, aby integral

\ e~wt gfl)z u(z) df, Re(w) = y,
(1] .

rovnomerne konvergoval vzhladom na, premenni 2z na priamke Re(z) = o.
Tento integril je na nej podla predpokladu 3 absolttne konvergentny. Odtialto
vyplyva i jeho rovnomerns konvergencia vzhladom na premenni z na priamke
Re(z) = o. _ '

Podmienks @, #iada, aby integral

o+i

.I’. |..\:v.m. I.enﬁwn
o ,\» §A&v¢ o

révnomerne konvergoval vzhladom na premenni ¢ v kazdom konednom inter-
vale <0, 4>, kde 0 < 4 < oco. Tento integral, podla predpokladu 3, absolitne
konverguje pre vietky hodnoty ¢, ktoré letia v kazdom konednom intervale
<0, 43, kde 0 < A < oo. Odtialto vyplyva i jeho rovnomernd konvergencia
vzhladom na premenni ¢ v kazdom koneénom intervale <0,4>,kde 0 < 4 < oo.
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. Podmienka @, #iada, aby integral

i

© o+'a

|\» et les \‘ e’z g(z) QL dt

1 o—tw

rovnomerne konvergoval na uzavretej mnozine &isel w, lefiacich na priamke
Re(z) = o. Tento integral je podla predpokladu 3 absolttne konvergentny pre
vietky hodnoty w z intervalu <0, o0) a aj pre  =:oo. Odtialto vyplyva i jeho
rovnomernd konvergencia na uzavretej mnoZine &isel w, leziacich na priamke
Re(z) = . . .
Pouzijic vysledok lemmy 2, po z4mene integraéného poradia dostivame

© o+io
Ty (w) = \ m-i%i \ &0 7(z) %Tp,. Re(w) = y.
0 G6—1i00

Nm<mm5m0N:mmmama*” Es.wuomowm&aimo predchddzajiceho integralu
dostaneme :

«© o410

g .,\H,ASV = \. e~we M{u’ ,\. €7 3 (z) QL dt,  Re(w) W 7.

27
U 6—i®

Pri pouzitf vlastnosti ¢), f(t) je kladnd podla predpokladu 2, J,(w) bude mat
tento tvar

Ti0) = [ et u(e*) dt = Liu(e}u, Re@w) = .

Z.%Womu.mo. po.dosadeni 7* = f{(t) @Omam&oEm
J1(w) = L{u[f)}, Re(w) = y.
Aretsa..

Analogickou tipravou dostaneme

!

Tup— ) = [ o<t oglt)] dt, Re(p—w) 2 o.

Hmaaoimﬁomw%mog&upmx@ .NHASVm_.NN@lSV,Qo pravej strany vzorca (5).
Dostaneme , o ‘
. E 7+io & d
TO =g | Lt { [ et ofg At} dw, Re(p) 2y + 4.

y—iw 0

o

Analogicky, ako pri J,(w) &itatel si Iahko dokiZe, 7e aj tento integral spliuje
podmienky pre lemmu 2 0 zimene integraéného poradia. Po z4mene dostaneme

@© 741w

Fip) = \ o=t . o{g(t)] HF \ et Lulf ()T %_ d&, Re(p) =y + 0.

21

] v—io

Pri pouziti vlastnosti ¢) z tohto dostdvame
COF(p) = [ e ofgt)]. ulf(®)].d, Re(p) =y + o,
g

¢o bolo treba dokizat.

Pozndmka 1. Poloime v (5) f(t) =, g(f) =t a dostaneme vzorec pre
Laplaceovu transformiciu stéinu dvoch jednoduchych funkeii:
7+io
L) o, = 5 [ @) Fo—w)dw, Rep)zy 5. (@)
. ) S0

Tento vzorec uverejnil Grinberg [4].

Pozndmka 2. Vo vzorci -

a0

LAl f@).vlg®)]), = [ e~ ulf(®)] . vg(t)] - dt, Re(p) =y + o

0

polozme f(t) = ¢t. Dostaneme

.

Lfu(?) . vlg®)]}, = \s e . u(t) . v[g(f)] df, Re(p) = y + 6.
, 0

Oznaéme znakom 7** funkeiu g(f). Po dosadenf do predchidzajiceho vyrazu
dostaneme

" Lfu(). v(T*E)}, = \s e~ . u(t) . v(z**) dt, Re(p) = y -+ 6.
0 .

<wE&mew EN_« 3.. Ze .n** > 0, .QS > ,ou podla predpokladu w, méZeme 8 pouZi-
tim vlastnosti ¢) pisat .
. ﬂHmS
V) = \ e . §(2) da.

27t
T—10
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Po dosadeni tohto vyrazu do predchadzajiiceho integralu dostdvame

o T+io ’
1
Liut) . vx**)}) = | ent u(t) | — 72 u(z) dz | dt, Re(p) = y + 6.
. 2 o,\, ‘ Hm.ﬂq! ,.m N

Analogicky, ako pri J. 1(#) si Eitatel lahko dokaze, ze aj tento integral sphituje
podmienky pra lemmu 2 0 zémene integraéného poradia. Po zdmene dostdvame

T+t w0
Liu(e) . v{z¥¥)}, = %ﬂ \\ ﬂmv—y\‘ eTPh et | y(t) &w dz, Re(p) = y + 4.
T—ia 0

Po dosadeni za %% — g(t) a

.\ e e y(t) dt = L for(0-z U(t)},
¢
dostivame
7+1ic0
1 —
Lu(t) . o[g)1}, = o v(z) . L{er®  uft)}, dz, Re(p) = ¥+ 4. (7)

Tento vzorec uverejnil Ivanov [5].
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ITPEOBPABOBAHUE JIAIIJIACA HPOUBBEIEHUSA OBV X
CIIOKHBIX OYHKIIUA

OJINYC HUAMBEJ

Bunogm

B aroif cratbe mosogures Teopema o npeo6pasosammu Jamraca NPOUIBCICHUA BY X CHOMK-
HHX Qymrumi. Uz sroi TeopeMbl BLITEKAIOT Pe3yIbTaThL I'punbepra [4] m Hpanosa [5]).

DIE HNWHbQHMOMH TRANSFORMATION EINES
PRODUKTES ZWEIER
ZUSAMMENGESETZTEN FUNKTIONEN

JULIUS CAMBEL

Ncmmagobm@mmcﬁm

In dieser Arbeit wird ein Satz iber die Laplacesche Transformation eines Produktes
zZweier zusammengesetzten Funktionen bewiesen. Aus diesem Satz folgen die Resultaten
von Grinberg [4] und Ivanov [5] als spezieller Fall.
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