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NIEKTORE POKRYTIA GULOVEJ PLOCHY
ZHODNYMI KRUHMI

ERNEST JUCOVIC, Prefov

1. Nech N zhodnych kruhov celkom pokryva jednotkovi gulovi plochu
(N je prirodzené ¢&islo). Nazvime hustotou pokrytia gulovej plochy tymito N
kruhmi (oznadime dy) podiel zo saétu sférickych obsahov tychto N kruhov
ku povrchu gulovej plochy. L. Fejes-Toth [1] predkladé problém: K dané-
mu &islu N urdit sféricky polomer ry,a to rozmiestnenie stredov uvaovanych
N kruhov s polomerom 7, na gulovej ploche, aby prislusnd hustota pokrytiad
bola minimalna.

Pre N = 1, 2, 3, 4, 6, 12 jerieSenie problému jednoduché. (Pozri K. Schiitte
[2].) Pre N = 5, 7 nadiel riefenie Schiitte [2] pomocou grafov, ktoré — na
rozdiel od H_J&mm-ﬂmarog. kongtruovaného grafu — obsahujd aj hrany
mengie ako ry.V tej istej praci prindda Schiitte aj odhad hornej hranice mini-
mélnej hodnoty dg. Pre N > 8 —s vynimkou N =12 — nielen Ze doteraz
nie je podané rieSenie, ale v literatire nie st spominané ani ,dost dobré*
umiestnenia stredov pokryvajicich kruhov, ktoré by poskytovali odhady
hornych hranic miniméalnych hustdt pokrytia gulovej plochy prislusnym
pottom kruhov.

V daliich riadkoch ukéZzeme také ,,dobré* pokrytia gulovej plochy 9, 10,
14 a 20 kruhmi. Numerické vypotty sa vykonaju prostriedkami elementarnej
sférickej geometrie a neuvddzame ich. Na obrazkoch st znizornené stredové
priemety prislufnych grafov, zostrojenych podla spominanej prace Schiitteho.
(Teda dierne body si stredy pokryvajicich kruhov, biele body st stredy
kruznic opisanych trojuholnikom z trojuholnikovej siete, natiahnutej na
stredoch pokryvajtcich kruhov; hrany grafu dostaneme, ked vrcholy troj-
uholnfkov zo siete spojime s prislusnymi stredmi opisanych krugnic.)

Predom eite pripometime (Sastejsie to pouzijeme), Ze a) sféricky polomer
pokryvajicich kruhov 7y & k nemu patriaca hustota pokrytia d s vo vztahu

&z”mw\ﬁloof.zv, (1)
by dolné hranica hustoty pokrytia je podla [2] dan4 nerovnosfou

N 1 N T
&z.\n‘;w.lﬁu—lldwwuooﬁum .N<|I.N .I@lv.



9. N = 9. Nech 4, 4,, A, st vreholy roynostranného trojuholnika, vpi-
saného do hlavnej kruznice h. Nech leZia body B,, By, Bsna tej iste] w.o_mcr
oddelenej kruhom & a nech sa vrcholmi zhodnych rovnoramennych trojuhol-
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nikov nad zakladtiami A4,4,, \»MN? \p\uﬂwc ktorych ramend Bwa_m 68°58'.
Obdobne zostrojme body Ci, C,, Cs na opatnej polguli. Zhodné kruhy so
stredmi v bodoch-4;, B, C;(i=123)as polomerom

7o == 45°53'

pokryvaji gulovi plochu, pritom hustota pokrytia je
, dy = 1,367.

Obr. 2.

Graf (obr. 1) obsahuje 12 zhodnyech &asti, z nich jedna ..w.m Nb%Nowbobw na obr. w“
Jeho hrany si dvojaké, 45°53" a 42°38’, Hustota pokrytia prinasom umiestneni
je0 10% vadsia ako dolnd hranica urtend vzfahom (2).

3. N = 10. Nech je A,A, priemer gule. Nech s wﬂwmwuw% C,C,CsC, dva
zhodné Stvorce, vpisané do takych réznych kruznic ma.o%ou w._oogw \Weo&
obe maji body A, A, 28 poly. Body mw C,, \Qw./, C, 5me si :\H.H—/Smgosm mmwv
aby NMMQH = m\mwr = m”n = malw = ByC3 = prfH\w»Qn = wwﬁt nech tieto
obliky st zhodné so sférickym polomerom WE.NEP na ktorych wom% @wt
woww. c, =12 3, 4) letia. (Tie obliky majt asi 65°32".) Potom minimalny
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polomer zhodnych kruhov, ktoré maji stredy v _oomoor\»:h?mtpswo-
kryvaji gulovd plochu, je . :

Ty == 42°19".
Prisluina hustota pokrytia je

dyo = 1,302.

Siet sférickych trojuholnikov s vreholmi v bodoch 4,, 4,, B;, C; sme volili
tak, ze vietky sa zhodné s trojuholnikom A4,B;B,, — preto aj vietky brany

grafu (obr. 3) st zhodné s polomerom pokryvajicich kruhov. Hustota uve-
deného pokrytia je o 5% vidtia ako dolné hranica podla vztahu (2).

4. N = 14. Nech st 4,, 4,, 43, 4, vrcholy Stvorca, ,vpisaného do hlavnej
kruznice kb, ktorej pélmi si body By, B,. Na polguli 2B, (t. j. na te] polguli
ohranitenej kruZnicou A, na ktorej lei bod B,) nech st body Cy, Oy, Cs, O
hlavné vreholy zhodnych rovnoramennych trojuholnikov so zékladiiami \»\HNf
\»\NME m\ﬁ)ﬁ: hﬂ\wt nech ramend tychto trojuholnikov sii zhodné so vzdiale-
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nostou bodov C; (¢ = 1, 2,

3, 4) od bodu By (t- j. 54
zostrojme na opadnej po

Kruhy, ktorych stredmi
st body By, By, A, C;, D=1 2, 3, 4) a majl polomer

7y, == 36°12',
pokryvaji gulovi plochu. Pristuina hustota pokrytia je

dq, = 1,352.

Obr. 5.

Tato hustota je o 109, vadsia ako dolns hranica d,,, dand vzfahom (2).
“Setky hrany grafu (obr. 4) st zhodné s po
Cely graf obsahuje 1

lomerom pokryvajtcich kruhov.

6 zhodnych Zasti, z nich jedna je znzornend na obr. 5.

5. N = 20. Nech si A,, Ay, As, Ay A,, Ag vrcholy pravidelného gest-
uholnika, vpisaného do hlavnej kruZnic

e h, ktorej pélmi si body By, B..

Na polguli 2B, nech st body Ci, Cs;

..., Cghlavné vrcholy zhodnych 1o
ramennych trojuholnikov so zékladitami 4,4,,

vno-
k\aNt ktorych ramena meraji 45°32".

A, A4, A4, A4,

Obdobnym postupom zostrojme body
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°44’). Obdobnym wOmgwoB‘
iguli body D, D,, Dy, D,.

Dy, Dy, ..., Dgma opatnej polguli. Kruhy, ktorych stredy st body By, B,
A, C, Dii=1,..., 6) a maji polomer

Tge == 30°27",
pokryvajl gulovi plochu, pri¢om hustota pokrytia je
dgo = 1,379.
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Obr. 7.

. : Obr. 8.
Tato hustota je o 13 %, vadsia ako dolni hranica pre dg, dand vztahom (2).
Hrany grafu (obr. 6) st dvojaké, 30°27" a 27°1". Cely graf sa skladé z 24 zhod-
nych dasti, z nich jedna je znazornens na obr. 7.

6. Zaverom na obr.8 je ukézand zavislost dy od N. Hornou diarou sd
spojené zndme minimélne hodnoty d, alebo dolné hranice zo vzfahu (2);
dolnou &arou si spojené odhady minimélnych hodndt dy, uvedené v pred-
chadzajicich riadkoch a u Schiitteho. Odhadovt hodnotu d pre N =11,13
sme vzali tak, #e sme jednoducho ku zndmym konfiguréciam desiatich a dva-
néstich kruhov pridali edte jeden kruh,
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HEKOTOPBIE NOKPHITUA COEPUUYECKON
SO@@%NEOO%S.HwamEZS KPYTAMMU

3PHECT 10I1OBUY
BuBoan

B crarbe NOKA3aHE PACHOIOKERHs NeHTPOB 9, 10, 14 1 20 KpyroB, KOTOPHE no3BOIAIOT
cBepXy ONEHHTH MMHMMAJBLRYIO NAOTHOCTH TOKPHITAA cdpeprueckoil MOBEPXHOCTH ITHM
KOJMYECTBOM KPYTOB. .

Ha pmcysKax — TeHTpasibHble MPOCKIAK rpadoB, TOCTPOSHHALIX HO ToTTe (2).

PacHONOKeHas NEHTPOB, BeJIMIMHEL PALHYCOB Iy HOKPHBATOMEX KPYToB ¥ INIOTHOCTH
HOKpHTHA dy : . .

I{entps 9 KPYroB PAcIIOMOKEHEL HA 3 mapamnuIeNbHELX OKPYKHOCTAX 10 3 TOUKH; Fy =
—~ 45°53°, dy = 1,367. :

1lentpsl 10 Kpyros — BepIIHHLL 2 paBHEIX KBaApaTOB, ONACAHHKE OKPYKHOCTH KOTOPBIX
JexKaT B NAPAJIENbHBX TIOCKOCTAX, — ¥ TOMIOCH 9THX OKDYIKHOCTEH; rip = 42°19’,
dyo = 1,302.

IlenTpsr 14 Kpyros — BEPUIBH 3 wBajpaTOB, OMHCAHHBIE OKPYMHOCTH KOTOPHIX JIemKaT
B napajlielbHBIX NIOCKOCTAX, — H YOITIOCK ATEX OKPYMRHOCTEH; ryg = 36°12', dyq = 1,352.

IlenTpst 20 KpyroB — BepIMHEL 3 MPABANEHEIX 6-yroIbHEKOB, OMACAHILE OKPYXKHOCTE
KOTOPHX JIEKAT B NapajlIenbibx OJIOCKOCTAX, — ¥ HOJIOCH 3TAX OKPYMKHOCT®H; rgo =
= 30° 27/, dgp = 1,379. N

EINIGE UBERDECKUNGEN DER KUGELFLACHE
MIT KONGRUENTEN KREISEN

ERNEST JUCOVIC
.Zugsammenfassung

Gezeigt werden Lagerungen der Mittelpunkte von 9, 10, 14 und 20 kongruenten
Kreisen, &o.kwrmorm&uﬂbmmﬁ der oberen Schranken der mi imalen {iberdeckungsdichten
bieten. Auf den Abbildungen sind die Zentralprojektionen der nach Schiitte [2] konstruier-
ten Graphen. e '

Die Lagerungen der ittelpunkte der fiberdeckenden Kreisen, ihre Radien ry und
die dazugehorenden Dichten dy sind:

Die Mittelpunkte der 9 Kreisen liegen zonal per 3 Punkte auf einem GroBkreise und
zwei Breitenkreise, deren Ebenen peralel sind; 7y == 45°5%/, dg =— 1,367.

Die Mittelpunkte der 10 Kreisen sind Ecken zweier kongruenten Quadraten, deren
Umbkreise in paralelen Ebenen liegen, — und weiter die 2 Pole der Umkreise; 30 = 42°19/,
dyo = 1,302. )

Die Mittelpunkte der 14 Kreisen sind Ecken drejer Quadraten mit paralelen Um-

kreisebenen und die 2 Pole dieser Umkreise; g == 36°12, dyy = 1,352.

Die Mittelpunkte der 20 Kreigen sind Ecken dreier reguliiren Sechsecken mit paralelen
Umkreisebenen und die 2 Pole der Umkreise; 7y == 30°27, dgg = 1,379.
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