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0 JISTE TRANSFORMACI JEDNODUCHYCH
ROVINNYCH MNOHOUHELNIKU

VACLAV POLAK, Brno

Prof. K. Koutsky polozil otdzku, daji-li se kazdé dva rovinné jednoduché
isogonalni mnohothelniky pfevést na sebe (a% na shodnost) koneénym podtem
paralelnich posunuti stran tak, ¥e bshem téchto transformaci je zachovana
jednoduchost a isogonalita. Price odpovids kladng na tuto otazku.

Jednoduchy rovinny mnohotihelnikl) P = (4;, 4,, ..., 4,) déli rovinu na
dvé oblasti — ohranitenou a neohranidenou. Prvou nazyvame vnittkem
mnohothelnika. P a znadime P°. V celé praci uvazujeme pouze 0 mnoho-
Ghelnicich s vlastnimi vrcholy (dvé sousedni strany lezi v riznych piimkach).
Piimky, uréené body 4;, Al E=12,...,m, pridem? klademe 4,,, = 4,)
znadme p,, uzaviené usedky A4, pak a,. Vnitini dhel (méfime jej vidy
v kladnych hodnotéch) mnohouhelnika P pti vrcholu A4; znadme «;. Rikédme,
#e dva jednoduché n-ihelniky P, P’, jsou isogondlni, jestliZe pro jejich vnitini
Gihly vesmgs plati o; = ox;.

Definice 1. Zvolme si libovolnou stranu mnohoihelnika P (necht je to
strana @;). Provedme paralelni posunuti ptimky p; ve sméru na ni kolmém
o délku d > 0. Vychozi polohu piimky znatme P, vyslednou jeji polohu p{?
a kazdé poloze piimky b&hem posunovani ptitadme ¢islo, znadici velikost
posunuti. Toto posunuti volme tak malé, aby pro kazdé ¢ € [0, d] byl uréen
jednoduchy mnohotdhelnik (4, 4y, -+, 41, Pia N PO, PO 0 Py, Aise
..., A,). Piechod od mnohothelnika P k mnohodhelniku -pravé konstruova-
nému nazveme elementdrni transformact mnohothelnika P a znadime ji ©¢.
Oznadeni toto znamens té% mnoZinu vSech mnohothelniki, jez jsou pfifa-
zena jednotlivym &islim intervalu [0, d]. Vysledny mnohoihelnik am
piifazen ¢&slu ¢ = d) znadme pak <®(P). Stejnym zpisobem znadime
viechny slozky mnohothelnika <®(P): Jeho vrcholy jsou t(¥(4,), T4y, ...,
19(4,), jeho strany jsou (ay), (@), - . ., T(a,).

" Transformace, kters nepohybuje Zadnou stranou, se nazyva identicka.
Povasujeme ji té% za elementarni transformaci. Elementdrni transformaci,
jez neni identicka, povaZujeme za netrivialni.

1y Definici viz K. Oﬁiwﬁ O existenci rovinnych mnohothelnika s vmm&mﬁmmswama’_%,
Casopis pro péstovéni matematiky 80 (1955), 415 —426. -
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Definice 2. Necht t € [0, d) je libovolné &islo. Pak je uréena u@&_oxspm.sw
jista clementarni transformace 7 mnohothelnika P: Je representovana
mnoZinou viech mnohothelniki transformace W, jimz jsou pfifazena disla
z intervalu [0, t]. Tedy plati =¥ C ), Transformaci = nazyvime dilét
transformact elementdrni transformace 0 g pieme m® < 7.

Zfejms pro mnozinu < platl 1@ = {=@(P): ) < @0} :

Definice 3. Necht < je elementdrni transformace mnohouhelnika P, M ele-
mentarni transformace mnohothelnika w¥(P). Pak soufin v téchto elementar-
nich transformaci znatime . 1. Plati =(P) = (9 . ZN)(P) = <)z (P)).
Induket lze definovat soudin konedného pottu elementéarnich transformac.

Definice 4. Soudin konetnd mnoha olementarnich transformaci nazyva se
dovolend transformace mnohothelnika P.

Flementarni transformace je dovolend transformace. Podobnym zplsobem
jako soudin kone&né mnoha elementarnich transformaci 1ze definovat soudin
konedné mnoha dovolenych transformaci. Tento soudin je dovolend trans-
formace. .

Necht P, Q jsou dva ?@bo@:%@ﬁomo:&i mnohothelniky a necht dovo-
lenou gransformaci 1ze prevést P v Q. Pak lze té% dovolenou transformaci
prevést ‘mnohothelnik Q v P. S .

Necht © je dovolend transformace mnohothelnika p. Pak P, =(P) jsou
isogonalni a odpovidajict strany umo_&uoﬁ—&omwb@. ;

Necht 7 je libovolné dovolens transformace mnohothelnika P. Pak existuje

konetné posloupnost dovolenych transformact T, Ty, - - -5 i UBK, Z€:
@) r=T-Tae e T .
(ii) Pro kazdé je(1,2, .-+ k) je =; petrivialni elementarni transformace

1766 strany mnohothelnika (t;. - .7j-1)(P)-
Uvedens posloupnost elementarnich transformaci je uréena jednoznadné.

Definice 5. Necht je dina dovolens transformace . Potom rozklad ‘(i)
s vlastnosti (ii) se nazyvé rozklad dovolené transformace 7 na své diléi
clementdrnt transformace.

Necht P, Q “._moﬁ,,mdw!wmmbo@cor@ isogonalni mnohothelniky a 7, © dvé
dovolené transformace Esoroﬁr&&w@ P takové, Ze (P)= Q = «n(P).
Z¥ejmé nemusi byt T ='r, nebot k mnohodhelniku Q lze dospét z mnoho-
Ghelnika P mnoha riiznymi zplsoby. . B

Definice 6. Necht (i) je rozklad dovolené transformace na své dildi elemen-

' t4rni transformace, 1 = 1 < k libovolné ptirozené dslo a =, libovolné elemen-
t4rni transformace, jet je dildl transformaci T, nebo je s ni totoind (m, = )
Pak dovolend transformace ® = Ty - - - Tyq . T 8€ nazyva diléi transformact
dovolené transformace © & piteme © = 7. , .

Jestlize < je dovolend ¢ransformace - mnohothelnika P, pak 7= {m(P):
. £ty

Definice 7. Necht [ je transformace mnohoiihelnika P, ktera vznikne
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paralelnim posunutim jeho i-té strany tak, e kazdé dil¥i posunuti je elemen-
t4rni transformaci, kdezto [ jiZ elementarni transformaci neni. Tuto trans-
formaci nazyvime mezni transformach 1-té strany mnohothelnika P, pfidemZ
uvedeme, je-li posunuti provedeno dovnit¥ ¢ vné mnohotihelnika P.

bm
Obr. 1. Obr. 2.

Ke kazdé strand mnohothelnika P existuje pravé jedind mezni transformace
dovnitt. ! ‘

Cels prace obsahuje dikaz nésledujiciho tvrzeni:

Vita. Necht P, Q jsou dva jednoduché isogondlni mnohouhelniky. Pak existuje
dovolend transformace © mnohothelnika P tak, fe (P) je shodny s Q.

Diikaz této véty provedeme na zaklad® nékolika lemmat. Zavedme nejdiive
jeden specidlni pojem.

Definice 8. Rekneme, Ze jednoduchy n-dhelntk P je typu 8@, ), jestlize
existuje mezni transformace [1% mnohothelnika P tak, Ze i-t4 strana vymizi
a TI0(P) je jednoduchy n — 2-, resp. % — 1-Ghelnik podle toho, zda p;— | Pisa
nebo p,_y  Pia (00T 1, 2).

Jestlize P je typu S(, 9), pak nastane jeden z nasledujicich t¥ piipadi:
Q.H@lw;.n@;.ﬂ&n,‘? .

Lemma 1. Neckf n =5 je pitirozené &islo a P = (4,, ..., 4,) jednoduchy
n-thelnik u néhof &y < 180°. Palk existuje dovolend transformace = & étsla
ﬁu..mﬁ,w“...wslsna?ma . :

(1) mnohothelnik «(P) je typu 8(, 7) (jeho meznt transformaci, jef anuluje

i tou stranu, oznaéme I19), :

(2) pro kaZdou dovolenow transformaci ™ mnohothelnika P, = < = . D, je

n(P)> CP°a w4, = A,. :

Z podminky w(4,) = A, plyne, #e béhem transformace t neposunujeme
arni prvni ani posledni stranou. :

Ditkaz lemmatu ﬁ.uoé@mb dplnou indulkei podle . Nechtn = 5, aa > 180°
a TI®) mezni transformace dovnitk mnohothelnika P. . :
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Necht druhé -strana vymizi. Jestlize [I®(P) je jednoduchy gtyrahelnik
(obr. 3,4), jsme hotovi (v je transformace identickd, ¢ = j=2). Jestlize
[1®(P) neni jednoduchy tytihelnik, bude z¥ejmé &, < 180° a &ra [1@YP)

Obr. 3. , Obr. 4.

bude trojabelnikem, tj. vymizh té% teti strana (obr. 5). Pak existuje z¥ejmeé
mals elementarni transformace t® dovnitf mnohothelnika P tak, Ze po
provedeni mezni transformace dovnitk druhé strany mnohothelnika ®(P)
nastane pripad vyznadeny na obraze 3, ktery jiZ je TeSen.

Obr. 5.

Necht drubé strana nevymizi.

Necht vymizi tfetigtrana. Jestlize TI®(P) je jednoduchy Styiahelnik, jsme
hotovi (obr. 6). Jestlize II®(P) neni jednoduchy dtytthelnik, nastane ziejmé
piipad vyznadeny na obr. 7. Pak ziejm¥ existuje elementarni transformace
@ < TI® tak, Ze mnohothelnik t®(P) je typu 8(2, 3) s vlastnostmi uve-
denymi v lemmatu. : :

. Nechf tfeti strana nevymizi. Pak nastane piipad vyznadeny na obr. 8,
ktery opét snadno rozielime. g

Vysetiujme nyni piipad o < 180°. Bez tjmy obecnosti lze predpoklédat
6% o, < 180°. Mohou nastat pouze piipady vyznadené na obrazech 9, 10,11,
které snadno roztesime. Plati tedy nase lemma. pro % = 6. . g a

“Necht n > 5 je libovolné pFirozené &islo a necht lemma plati pro viechna
wmw.osobm, E,b =k <mn 4 T : i
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Sestrojme nejdiive dovolenou transformaci 7, = 1@ .1%. ..., <=1 slo-
fenou % netrividlnich elementarnich transformaci dovnitt druhé, tietd, ...

a 7 — 1-té strany. Mnohothelnik 7,(P) oznatme P'. Ziejmé A, Aj,

ey

A,

A,
Obr. 7. Obr. 8. Obr. 9.
A,_, €P° a rovnéZ tak vnittky tsetek ag, ag, .- - a,_; leZi uvnitk mnoho-
thelnika P.
Studujme nyni mnohothelnil P’. Rozlidme dva pripady: a, > 180%
oy < 180° (zfejmd vesmés &M =), A . .

A, A 4,

4

A, A,

A,
Obr. 10. " Obr. 11 ) : Obr. 12.

1. Necht a, > 180°. Provedme s mnohothelnikem P’ mezni transformaci

" TI® dovnitk.

11. Nechf vymizi druha strana. Studujme piipad o5 > 180° (obr. 12).
Jestlize TI®(P') je jednoduchy n — T-thelnik, jsme hotovi (t = 7,4 = j=2)
Jestlize TI®)(P') neni jednoduchy mnohothelnik, lezi bod 11®(4;) = e A4s)
na nikteré z tsetek AiAg Agdq, « - A4, _ A, Ztejms existuje mals elemen-
t4rni transformace = ven mnohothelnika P’ tak, aby pro viechna < #®bylo
n(ag) € P° aprovedeme-lis mnohothelnikem ®(P") mezni transformaci dovnit¥
druhé strany, anuluje se tato a obdrzime jednoduchy n — 1- thelnik. Mame pied-
chézejici ptipad a jsme hotovi (7 =7 . <®), § = j = 2). Zbyvé studovab piipad
oy < 180°. Jestlize M®(P")  je - jednoduchy '© — I-Ghelnik, jsme = hotovi
(r=mi=1=2) Jestlize II®(P') neni jednoduchy n — 1-thelnik, anuluje

85



se ziejmé tieti strana, tj. plati ey 4;) = Ne(4y) = @4, (obr. 13).
Pak ziejmé existuje clementérni transformace @ mnohotihelnika P’ tak,
aby pro viechna =@ < <@ bylo n(ay) € P°a provedeme-li s mnohothelnikem
<W(P') mezni transformaci dovnité druhé strany, anuluje se tato a obdrzime

Obr. 13. Obr. 14. Obr. 15.

jednoduchy 7 — 1-thelnfk. Méme predchézejici phipad a jsme hotovi
Aanu‘nw.it“@”u.nuwv. ‘

12. Necht druhéd strana nevymizi. Predpoklidejme, Ze vymizi t¥eti strana.
Jestlize TIO(P") je jednoduchy # — 1-thelnik resp. n — 2-dhelnik (v piipadé

Obr. 16. QObr. 17.

a, || @), jsme hotovi (t = T, 1 = 3, j = 2). JestliZe T1@(P’) neni jednoduchy
mnohothelnik, maZe nastat ndkolik pripadd: o) T®(ay) N MY ay) =
= M®ay) # [1@)(a;) obr: 14). Pak ziejmé existuje transformace @ < II®
mnohothelnika P’ tak, Ze mezni transformaci dovnitf t¥eti strany mnoho-
dhelnika (P) anuluje’-se strana druhs a obdriime jednoduchy -n — 1-
Ghelnik (v pFipad® a; W a,), Tesp.. jednoduchy n — 9-Ghelnik (v piipadé
a, || as). Jsme hotovi (T =7 .7, ©= 2, j=23). By I®ay)n ®(ay) =
= MY ay) = 11X ay) (obr. 15). Ztejmé. existuje elementarni transformace ©®
mnohothelnika P’ tak, e pro kaZdé ® = <® je m(ag) C P° & provedeme-li
s mnohothelnikem <®(P') mezni transformaci dovnit¥ druhé gtrany, nastane
ptipad «. 7) 1®(ag) n [I®(ay) = ®(ay) # M®(ay) (obr. 18). . Pak existuje
elementarni transformace @ < 11® mnohothelnika P’ tak, Ze mezni trans-
formaci dovnitt tieti strany mnohothelnika t®(P’) anuluje se strana &tvrtd
a obdriime jednoduchy 7 — i-Ghelnik (v ptipadé as Y @;), resp. jednoduchy
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7 — 9-thelnik (v ptipadé as || ag)- Polozime = 1, . 1, 1 =4 j = 3 a jsme
hotovi. &) I®(ay) N NeYa;) = {1®(43)} = (II®(4)}, (obr. 17). Ponévadi
I1®(P') mnent jednoduchy mnohothelnik, existuje z¥ejmé na usetce T1®(ag)
alespoii jeden bod, jenz patii do nikteré z tsedek T1®(ag), e (ag), -« s
1eYa,_,). Pak existuje ziejmd elementdrni transformace «® mnohothel-
nika P’ tak, e pro viechna x@ < 1@ je n®(ay) C p° a provedeme-li 8 mnoho-
dhelnikem <®(P’) mezni transformaci dovnit¥é druhé strany, obdr¥ime jedno-
duchy mnohothelnik — jsme hotovi (v = T - T 1= 3,i=2).

Zoyvé vysettit pripad, kdy t¥eti strana nevymizi. Ponévadz pii transformaci
1@ nevymizi v tomto piipadd ani druhé a ani prvni strana, neni mnoho-
thelnik TI@(P") jednoduchy. Na tsetce [13)(as) existuje tedy aspoii jeden
bod, jenZz lezi na nékteré z usetek neay), - - -» 11eXa,_,). Necht X je ten
2 téchto bodi, jenZ je bodu I®(43) nejblize. Ziejmé bod X nemtize lezet
soudasnd uvnitf dvou raznych stran mnohothelnika TIE(P). Bude tedy
bod X bud a) soudasné vrcholem a vnitinim bodem pravé jedné strany mnoho-
4helnika [I@(P’), nebo b) bude soudasné totozny jpravé se dvéma riizné ozna-
denymi vreholy mnohothelnika. II®(P), aviak nebude vnitinim bodem
$4dné z jeho stran. . .

Obr. 18. . Obr. 19.

a) Studujme nejdiive piipad prvni. Viechny moznosti jsou vyznateny
na obrazech 18 aZ 20. :
Necht X = II®(4;) a soutasnd X lezi avnité Gsedky I1®(a;)- Ztejmé
4 <t<n—1(obr 18) a dara (X, (A3, T4, - - [i®(4;)) je jedno-
duchy mnohothelnik. Oznatme jej R = (By Ba--- B,), kde B, =X,
By = I®(4y). = L Y
Necht X = T1®(4;), - X lezl uvnité tsedky 1@ (a;) (obr. 19). Zrejme
p<t=n—12a shra (X, TI®(4y), neA4y, .- ne(4;,)) je jednoduchy
mnohotihelnik. Oznatme jei R = (B, B,, ..., Ba),kde B,=X,B, = TI®(A3).
Necht. X = n®4sy), X leyi uvnitt tsetky T®(a;) (obr. 20). Zitejmé

p<t=n—1latra (X, I®(4Y), YA, .-, D®(4i) je jednoduchym

mnohothelnikem. . Oznadme . j€j R = (B, Bay -« -5 Bu)s kde By= X,

B, = NO4).
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Ve viech tiech pfipadech je3=m<na vnitfni thel mnohodhelnika R
pii vrcholu By je < 180°.

Jestlize je m = 5, jsou pro mnohothelnik R splnény indukéni predpoklady.
Existuje tedy dovolens transformace p mnohothelniks R a ¢isla p, €
mAW..;Ss\SgFmo“ : :

(1) mnohothelnik p(R) je typu S(p, q) (jeho mezni transformaci, je% anuluje

p-tou stranu, ozna¢me I'®),

(2) pro kazdou dovolenou transformaci = mnohothelnika R, = <p L@,

je (R)> ¢ R° a w(B,) = B

Necht nastane piipad vyznadeny na obraze 18. Nechtp = pt .t . ... plt)
je rozklad dovolené transformace p na své dild elementdrni transformace.
Oznadme d; velikost posunuti 4;-t¢ strany v elementarni transformaci ot
(velikost posunuti mefime ve sméru kolmém na posunuti v hodnotach klad-
nych). Podle predpokladu je i; # 1, m pro kazdé j. Existuje tedy netrivialni
elementarni- transformace 3@ ven mnohothelnika R tak, Ze existuje dovo-
lené transformace g = p™ Lol ... el mnohothelnika AM(R) tak, Ze pro
kazdé j posunuje elementarni transformace pl“s ;-tou stranu o délku d; v témi
sméru, jak to gini transformace p. (Stadi zvolit transformaci AV vhodné
malou.) Z (2) plyne, Ze pro kazdé @, © < p, je O . n)(R)° C AD(R)°. Ziejmé
transformaci 2 1ze zvolit tak malou, aby:

) mnohotihelnik (@ .9) (R) byl typu S(p, 9) (meznf transformaci, jeZ

_ anuluje jeho p-tou stranu, oznatme I'?), a

(@) pro kazdé &, © < ¢ .T@, je (@ . m)(R)° C AT(R)°.

Vrafme se nyni k obrazu 18. Jestlize A® representuje dostatetng malé
posunuti, existuje ziejmé elementérni transformace ), 1@ < 1), mnoho-
thelnika P’ tak, Ze 1®(ag) C AD(B,B,). Odtud je :

(3) <0(4)) = DBy, “LY =KVB), ..., ¥ = XHBr),

Posunuti A® lze volit tak malé, 7e bod AO(B,) leii uvnité usetky t®X(a;)
a vnitiek tsetky 23(B,) @A) lezi uvnitt mnohothelnika T@(P’). .

Odtud plati ‘

() o AW(R)® € (P,

Polotme nyni ¢ = p + 1, j=q+ 1.2 vlastnosti (1), (2), (3) a (4) plyne
existence dovolené transformace p mnohothelnika ®(P’) tak, Ze mnoho-
Ghelnik (=@ . py) (P) je typu SU, §) (i, ] jsou &isla stanovens naho¥e; mezni
transformaci tohoto mnohothelnika, kterd anuluje jeho 4+-tou stranu, oznadme
"), a pro kazdou' ' dovolenou transformaci = mnohothelnika <@(P),
< p -1, je (x J®@) (P)° ¢ w@(P)° (Transformace- o & @, popsané
v mnohothelniku A®(R), 1ze provést téZ v mnohothelniku t@(P’). Tyto
“yransformace jsme oznadili o1 oy o : R o

Polozime-li nyni © = 7+ T . p1, obdr#ime hledany vysledek. :

Analogickym postupem lze dospét k vysledku v pipadech vyznatenych
na obrazech 19 a 20.
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Tim jsme Gplné vytesili

piipady, kdy m > 5. Jestlize m = 3 nebo 4, snadno

opét dospéjeme k #4danému vysledku.

b) Zbyva vytesit ptipad, kdy bod X je totozny se

vrcholy mnohothelnika ®(P'). Necht X = ne4dy) =

F<t=<n—L

dvéma raznd oznadenymi

1Y A]), t # 2. Pak

Zejmé existuje elementérni transformace < mnohothelnfka P’ tak, Ze
Le{t— 1,1}, pro viechna =® < «® je w*Nay) C P°a provedeme-li 8 mnoho-
&helnikem 7*/(P") mezni transformaci dovnit¥ druhé strany, obdrZime mnoho-
Ghelnik, jenZ neni jednoduchy a nastane pripad a), ktery jiZ je Tefen.

Necht tedy X = M®(4;) = e4;), t # 3. Pak 6 <t<n—1 Z¥ejms
existuje elementarni transformace £® mnohothelnika P’
pro viechna ® < 7® je n®(az) € P° 2 provedeme-li s mnohothelnikem
®(P') mezni transformaci dovnitk drubé strany, nastane piipad a), ktery

jiz je Yelen.

Tim jsme prostudovali viechny ptipady, kdy o > 180°.

9. Necht «, < 180°. JestliZe «s > 180°, postupujeme

padé L. (Sestrojime mezni tr

Necht tedy as < 180°. Provedme mezni transformaci

tak,ze ke {t — 1, t},

podobné jako v p¥i-

ansformaci I1® dovnitt mnohothelnika P’ atd.)

[1® dovnitt mnoho-

dhelnika P'. Jestlize tfeti strana yymizi a obdriime’ jednoduchy n — 1-

Ghelnik, jsme hotovi (v = T, i = § = 3). Jestliie vymizi tieti strana a pred-

chozi ptipad nenastane, ziejms je I1
tj. 14y = @45 = TI®(4y). Ziejm

& existuje elementarni transformace
~ 2® (vhodng mald) dovnitt mnohothelnika P’ tak, Ze

@)(P') jednoduchy » — 2-ihelnik (obr. 21),

mezni transformact

dovnitt treti strany mnohotihelnika ®(P’) vymizi tieti strana & obdriime

jednoduchy » — {-thelnik. Jsme hotovi (v = Ty . T

t¥eti strana nevymizi.

ALY
\ A\
AANMAANINER RSN

A, Ay

91. Nechf vymizi druhd
Jestlize obdrzime jednoduchy » — 1

@, §=]=3). Necht tedy

strana. Studujme nejdfive ptipad a; a; (obr. 22).
_ghelnik, jsme hotovi (v= Ty, =2,

j =8).  JestliZe T1@(P') ‘neni jednoduchy n — 1-thelnik (napf. vymizi jestd
stvrté strana, &i je porufena jednoduchost), existuje zfejmé (vhodng mald)
elementarni transformace <® ven mnohoiihelnika P’ tak, #e mezni transfor-
mnohothbelnika «®(P’) dostaneme predchozi piipad
(r=1. 1, i =21= 3). Predpokladejme nyni, %e a;| s Pondvadi vy-

maci dovnitt teti strany

mizi -druha strand ‘a o,

Ky O3 < 180°, je ay > 180°

a TI®(a3) ¢ T1¥a)).

29



Jestlize [I®(A4Y) # 113 A47) (obr. 23), dospéjeme snadno k cili (pomoci vhodné
elementarni transformace x® < [I® dospéjeme k mnohothelniku, jeni mé
wowm@oﬂam vlastnosti pro 1 =3, j= 2). Jestlize I®Y(4,) = nex4dy), lze

Obr. 24.

vhodng malou elementérni transformact @ ven mnohothelnika P’ docilit,
e mezni transformact dovnitt tfeti strany mnohothelnika @(P') dostaneme
predchozi piipad.

99. Necht téz druhd strana nevymizi., UvaZzujme nejdiive o piipadu, kdy
vymizi gtvrtd strana (obr. 24). JestliZe obdr¥ime jednoduchy n — 1-thelnik
(v ptipad® a3 ay), resp. jednoduchy n — 3-thelnik (v piipadé a; || ag), jsme
hotovi (t = T, ¢ = 4§ = 3). Jestlize vymizi étvrté strana a piesto nenastanou
uvedené dva ptipady, postupujeme takto: Jestlize TI1®(4) neni vnitinim
bodem tsedky I1®)(as), 1ze vhodné malou elementérni transformaci 7 mnoho-
Ghelnika P’ docilit toho, Ze mezni transformaci dovnit¥ tieti strany mnoho-
thelnika <®'(P’) vymizi &tvrtd strana a nastane predchozi piipad. JestliZe
M)Ay lezi uvniti dsetky I1®)(as) t). ay || @5 o5 < 180°%, méme podobnou
situaci jako na obraze 16, Kkterd se snadno Yesi. Tim je piipad, kdy vymizi
ttvrts strana, pind Felen. Necht tedy ani &tvrta strana nevymizi. Pak IT®(P’)
neni jednoduchy a na Gsedce @Y (as) existuji body, je patii do jedné z ase-
tek M®(ay), .- -, 18a,), 11e(a}). Necht X je ten z uvedenych bodd, jenZ
je bodu [1®(4;) nejblize.

Rozlisme dva piipady podle toho, zda a) bod X = T1®)(4}) nebo b) X lezi
avnith tsetky M@Xap«X = [I®Y(A};) nemtize nastat, nebot g < 180°). Stu-
dujme nejdfive ptipad a. Ziejmé pude «, > 180°. Jestlize X le?i uvnitt né-
které ze stran mnohothelnika TI&XP’'), napf. uvnitf [1®)Xa;) (obr.25), pak
z¥ejmé t€ (6,7, ..., M 1). Pro t=1 snadno dospéjeme elementarni trans-
formaci ® < II® k mnohotihelniku se Zidanymi vlastnostmi pro i =3,
j=2.Prot# 1 je zfejmé tara (X = 184, neds), ..., 116X 4;)) jedno-
duchym mnohothelnikem. Oznatme jej R. Podobnymi divahami, které jsme
provadéli s mnohothelnikem R v ptpadé 12, dospéjeme téZ v nalem piipads
k vysledku. Tim mame vyteSenu situaci, kdy bod X leZi uvnitf nékteré ze
gtran mnohothelnika IT®(P’). Necht tento piipad nenastane. Pak X = [1¥'(4;),
te (7,8, .ooss 1) Jestlize ¢ = 1, pak vhodnd malou ptedchozi elementarnt
transformaci ¢ mnohothelnika P’ lze docilit toho, %e po provedeni mezni
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transformace dovnit? tieti strany bod X le#i uvnitt prvni strany. Tento
piipad mame jiZ rozvesen. Jestlize t = m, lze bez Gjmy obecnosti predpokladat
«, < 180°. (Jestlize o, > 180°, predisiujeme v opatné orientaci strany. Ob-
dr¥ime tak piipad 1, ktery jiZ je feden.) Pak ale zfejmé (jako v piipadé ¢t = 1)
predchozi vhodné malou elementdrni transformaci =@ mnohothelnika P’ lze

Obr. 26.

docilit toho, ze po provedeni mezni transformace dovnitf treti strany bod X
lezi uvnitt n — 1-té strany, co? bylo jiZ feseno. Jestlize 1 £t = n,lze vhodnou
predchozi elementarni transformact nikteré ze stran aj, a,_, docilit toho,
%e po provedeni mezni transformace bude bod X leiet uvnité nékteré z obou
stran — tento piipad byl jiz tegen. Prostudujme nyni piipad b. Necht X lezi
wvnitt dsetky I1®(as) (obr. 26). Pak zrejmd existuje £ € (6,7, ..., — 1) tak,
jo X = II6Y(4;). (Bez ujmy obecnosti lze predpokladat, Ze &, < 180°. Po-
ndvady &, > 180°, je t # n.) Ziejmé dara (X, TI®(4Y), TI6YAY), . --» 116 (A7)
je jednoduchy mnohothelnik. Oznatme jej R. Podobnymi tvahami, které
jsme provadéli s mnohothelnikem R v pfipadé 12, dospéjeme k zddanému
vysledku.

Ditkaz lemmatu je ukonden.

Lemma 2. Nechf P = (4, .- A,) je jednoduchy n-thelnik a © libovolnd
jeho dovolend transformace. Pak existuje ¢ > 0 tak, e pro kaZdé © = T neleZt
» uzavieném kruhovém e-okoli bodu w(Ay), kromé Shsth vmitikt dsebek m(AA,),
(A 4,) a kromé bodu w(A,), Sadny dalsi bod mnohothelnika (P).

Lemma uvidime bez dikazu, nebot je zfejmé.

Poznimka. Podobné lemma plati, vezmeme-li misto vrcholu mnoho-
dhelnika P palici bod libovolné jeho strany.

Lemma 3. Neckt P, Q jsou dva jednoduché isogondlng mmohovkelniky
typu S(i, 9)- Necht anulovinim jejich i-tych stran obdrsime mmohothelniky,
Lteré lze na sebe prevést dovolenou transformaci. Potom 165 P a Q lze na sebe
pievést dovolenou tramsformaci.

Dikaz. Necht P,Q jsou jednoduché mnohothelniky, jeZ vzniknou z P,Q
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anulovanim w\mﬁor i-tych stran, & necht 7 je dovolend transformace pievé-
dgjict P v Q. Strany mnohothelnika P znadme a;; Gy
Ay Agy oo -

1. Studujme nejdiive ptipad i = j. Potom strany @;_,, i1 nejsou rovno-
p&zné. Odislovani stran v P ponechme jako v P. Nemé tedy P i-tou stranu.
Dva splyvajici vrcholy v P, ity a ¢+ 1-ty, oznatme X. Ziejmé bod X je
prusedik piimek prolozenych tsetkami a1, Fiqa- Necht % = Ty - Ta + - - Tk 1©
rozklad (i) transformace = na své dilé elementirni transformace (transfor-
mace %, posunuje i-tou stranu). Pon&vadi P nemé i-tou stranu, bude vesmés
i, F 1.

Podle ptedchoziho lemmatu existuje ¢ > 0 tak, %e pro kaidé ™ = 7 neleii
v kruhovém g-okoli bodu w(X), kromé $4sti sousednich stran, 74dny bod
mnohothelnika 7(P). .

Vratme se k mnohodhelniku P. Pondvad? je typu S(i, 1), existuje elemen-
tarni transformace X% mnohothelnika P tak, Ze 4setka AO(a;) lezi celd uvnitt
kruhového e-okoli bodu ANX). Mnohotibelnik A?(P) znatme ©P.

Pro kazdé te (1,2, .. k) necht ©P zna®i jednoduchy mnohothelnik, jenZ
je isogonalni s P, je typu S(, 1), anulovénim jeho i-té strany obdrzime mnoho-
Ghelnik & - .- 7)(P) i-t4 strana mmnohothelnika ©P le# cela uvnité kruho-
vého e-okoli bodu WX (prusetik ptimek proloZenyeh ¢ — I-tou a i + 1-tou
stranou) a je stejné dlouh4 jako tdsetka 1a). (% vlastnosti dsla ¢ plyne
okamZitd existence viech mnohothelniki ®P) ’

Ponsvadz ®P je typu S, i) a anulovénim jebo i-té strany obdr#ime mnoho-
ghelnik 7(P) —Q, existuje elementarni transformace p® mnohothelnika @P
tak, ze p@(®'P) =Q.

Necht t€(0,1,2, .-+, Ek—1) a uvaZujme o dvojici muohotihelniki P,
@+DP, Jsou oba typu S, i) a anulovainim jejich i-tych stran obdrzime mnoho-
&helniky (7y - - - T)(P)s G - - T (P) (Pro t=0 jde o dvojiel P, %(P).)

..., vrcholy pak
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Jestlize plati ¢ —1 # TR 2 existuje ziejmé elementarni transfor-
mace Tl mnohothelnika P tak, ze tCw(WP) = «+1p, Transformaci
Liw) znadme Tey- Jestlize i =1 — 1 nebo i =1+ 1 dokdzeme, Ze
existuje dovolens transformace Ti41 mnohothelnika “P tak, ve T a(P) =
_ «+p; Necht napf. tp = i — 1 a nastane situace avedensd na obr. 27.

Ziejmé existuje elementarni transformace +® mnohothelnika “P tak, Ze
VOO A 1) leri mezi VA 4, @A, a Gsetka y@(®g,) celd leyi uvnitié kru-
hového e-okoli bodu 0X =v@@WX). Dile ztejmd existuje elementarni trans-
formace V¢V mnohothelnika yO(@©P) tak, Ze asedka (VNVETDYWay) je stejné
dlouha jako Wa; a lezi tedy celd avnity kruhového ¢-okoli bodu (v . Y- )
(0X). Ziejmé po koneéném podtu takovych krokil dospéjeme k mnohothel-
niku ¢+OP, Podobné se dokaze existence transformace T i v ostatnich pfi-
padech (obr. 28). Zejmé transformace © = A Ty e Th p@ je hledand
dovolend transformace prevadsjict mnohothelnik P v Q. Tim je ptipad 1
feSen.

9. Necht @ # J-

91. Strany @;—1, %1 nejsou rovnobiné. Oznatme @ resp. I mezni
transformaci mnohotihelnika P, resp. Q, je anuluje itou stranu. Tedy
P = II(P), Q = I'Q). Qdfslovani stran v P 2 Q opbt ponechme jako v P, Q.
Nemaji tedy P, Q i-tou stranu. Necht X znadi prisedik piimek prolozenych
tisedkami @;_1, %is1- Ztejmé bod Me(X) je vlastnim vrcholem mnohothel-
nika TIV(P) a plati nox) = @A) = [14)(A,,,). Tento bod oznatme X.

PonévadZ mnohothelnik P je jednoduchy, existuje ¢ > 0 tak, e

_ v krubhovém z-okoli bodu X nelezi, kromé tasti stran @1, @it zadny
: daldi bod mnohothelnika P,
— ka#dé paraleini posunuti n&které ze stran @;_y, %410 délku ¢ je elementérni

gransformaci Bdoro&:&c:w@ P.
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Existuje ziejmé elementarni transformace w < 1) mnohothelnika P
tak, #e vSechny t¥i body w=9(4,), 7 (A,4), =N(X) lezi uvnitt kruhového
&-okoli bodu X (obr. 29). Odtud plyne, Ze mnohotihelnik ={(P) je typu S, 7).
Oznatme P mnohothelnik, jenz vznikne z ©¥(P) anulovénim jeho i-té strany.

v oxrz

7. vlastnosti &sla ¢ je patrno, %e P lze elementarni transformaci j-té strany

ptevést v P. Podobné dokiZzeme existenci takové elementdrni transformace
P <T@ mnohotihelnika Q, Ze mnohothelnik Y?(Q) je typu S(i, 1) a anu-
lovanim jeho -6 strany obdrZime mnohothelnik Q, ktery vznikne z Q ele-
mentarni transformaci j-t¢ strany. Obdrzeli jsme p¥ipad 1, ktery jiz je felen.

29. Strany @;_y, ;41 jSOu rovnob#zné. Bez Gjmy obecnosti 1ze predpoklidat
j=1+ L estlize j =1 — 1, provedeme predislovéni stran mnohothelnika P
v opadném smyslu.) Jestlize 1% representuje mezni transformaci anulujici
i-tou stranu, je TI(4;) = 16 (A4,,,) vnitinim bodem strany I10(4;_) TI0NA,; )
mnohothelnika P. Tuto stranu oznatme @,_;. Ostatni jeho strany 9 (a,)

t=12, ... P — 2, %2, ...) oznatme @,. (Neni tedy v P i-t4 ani 7+ 1-ta
strana.) Necht X znadi pilici bod 77 1-té strany mnohothelnika P (obr. 30).
Necht T =T - .- T 1€ rozklad (i) dovolené transformace T na své diléi

elementérni transformace (%, je posunutf ¢ ~té strany).

Podle pozndmky avedené za lemmatem 2 € existuje ¢ > 0 tak, Ze pro kazdé
% < % nelefi v kruhovém z-okoli bodu 7(X) (= pulici bod dsetky T(@;-1))
krom® &asti vnitfku strany (@), z4dny dalsf bod mnohothelnika =(P)-

Pro kazdé te€(0,1,2, ..., k) nechf P znadl jednoduchy mnohothelnik,
jenz ma nasledujici vlastnosti: ‘

— je isogonalni 8 P,
— je typu S@, i+ 1),

__ anulovanim jeho i-té strany obdr#ime mnohothelnik
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... 7 (P) (pro t = 0 obdr#ime mnohothelnik P),
— W4, =" - (X) (tj. palict bod tsedky (T - - - T @i-1)s
— tisetka g, mé délku rovnou uw\ .

Cislo & lze ziejmé volit tak malé, e viechny uvedené mnohothelniky P
existuji.

Obr. 30. Obr. 31.

Uvahami zcela podobnymi jako v g4sti 1 nageho diikazu nalezneme dovo-
lené transformace Tg, 71, L T Tea 165 privadéji mnohothelniky P, ©P,
wp, ..., ®P, Qjeden v druhy (v tomto potadku). Transformace © = 7o - 75 -

S S hledans transformace. Dikaz lemmatu je ukonéen.
- Lemma 4. Necht P je jednoduchy n-ihelnik s vlastnostt

(z) o < 180° <oy
Pak bud P je typu S(1, n) nebo existuje dovolend transformace mnohothelnika P
tak, e (P) jiZ je tohoto typu. .

Mnohotihelnik s vlastnosti (z) je zfejmé nekonvexni a n = 4. Dikaz pro-
vedeme tplnou indukef. Necht n — 4. Pak Ay, A, lezi v riznych polorovinich
uréenych piimkou p; (obsahuje body Ay, Ay), aythay a o a < 180°
(obr. 31). Odtud plyne, Ze P je typu S(1,n). Pro n = 4 tedy lemma plati.
Nechf n > 4 je libovolné ptirozené “slo a necht lemma plati pro viechny
jednoduché k-Ghelniky s vlastnosti (z), ¢ = I < n. Necht P je jednoduchy
n-thelnik uvedeny v lemmatu. Jestlize P je typu S(1,2), existuje ziejmé
elementarni transformace t® dovnit¥ mnohoihelnika P tak, #e T®(P) je
typu S(1,n) — jsme hotovi. Necht tedy P neni typu 8qQ1, 2).

1. Studujme nejdiive ptipad, kdy o3 > 180°. Provedme mezni transfor-
maci treti strany dovnitf mnohothelnika P. Postupujeme nyni naprosto
stejnd jako v &asti 1 dtkazu lemmatu 1. (Jen oznadeni je jiné. Bodim
A}, A}, ... odpovidaji nyni body po fadé A,, A, ... Dospgjeme-li k mnoho-
dhelniku R a je-li podet jeho stran =5, uzijeme pro R tvrzeni lemmatu 1
stejné, jak jsme to utinili v dikazu lemmatu 1, kde opravnénost uZiti lemmatu
byla zarutena indukénimi piedpoklady.) Timto postupem dospéjeme k tvrzeni,
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3e bud P sdm je typu S@,; ), 1€, 4% - 2),§€(3,4 ... — 1), nebo
dovolenou transformaci 1ze mnohothelnfl P na tento typ prevést. Lze tedy
wmmgwowﬁgmﬁ e P je typu S @, ) (4,  jsou ¢sla uvedens nahofe). Oznadme P
mnohothelnik, jenZ vznikne z P anulovanim jeho i-té strany. Otislovani stran
ponechme jako v mnohothelniku P. Jestlize P je n — 1-tihelnik, nem4 i-tou
stranu. Jestlize Pijen— 9-ghelnik, strany ¢ — Tt a @ I 1-t4 lezi v téZe
ptimee. Tuto stranu mnohothelnika P oznadme ;. Mnohothelnik P jo
typu (z) & mé mensi podet stran nezli mnohothelnik P. Podle ,E@Emmb?o
predpokladu existuje moadwmbw transformace 7 (eventudlnd identické) mnoho-
4helnika P tak, Ze T(P) je typu S(1,n).

PondvadZt =1 — 1,n,1,2a j#mn,l1, 2, existuje u.&bo@ﬁ&p% n-thelnik Py,

isogonalni s P tak, 2e je typa S, i), S(1,m) & anulovanim 4-té jeho strany

obdriime mnohotihelnik Z(P). Z lemmatu 3 plyne existence dovolené trans-
formace T prevadéjic P v P, — jsme hotovi. Tim mame vyfeSen piipad
oy > 180°.

9. Necht oy < 180°. Provedme s mnohothelnikem P mezni transformaci I1®
dovnitt. PonévadZ oy < 180°, nevymizi druh4 strana. Vymizi-li prvni strana
(agkoli jsme predpokladali, e P neni typu S(1, 2), mize pii transformaci e
vymizet prvni strana; pak I1®(P) neni ?@bo&ﬂcr% nebo vymizi jeSté tieti
strana), existuje ziejmd elementérni transformace 2 < TI® tak, Ze 1®(P)
je typu 8(1, %) — jsme hotovi. Nech{ nevymizi prvni strana. Pak pro mnoho-
Ghelnik II1@X(P) nastane jedna ze ¥ situaci, vyznadenych na obrazeich 32, 33
a 34. Ve viech tiech piipadech dospéjeme (podobnd jako v ptipadu 1) jistou

Obr. 32. Obr. 34. .

dovolenou transformaci 7 kK jednoduchému mnohothelniku = (P), ktery je
typu S, 9); ie(8,4 ., 2), j€(2,3, .. s M — 1). Osb@&B@-& P 'mno-
hotihelnik, jenZ vz ikne z 7,(P) anulovdnim jeho i-té strany, existuje podle
induké&niho predpokladu &04055»&8&%8.398 7 tak, e 7(P) je typu S(1, 7).
Jestlize ] # 2, postupujeme zoela stejnd jako v &asti 1 nageho dikazu. (Sestro-
jime mnohothelnik Py, jeni-je wmcmmbﬁi s-P, je-typa 8(, 1) S(1; n), anulo-
vénim jeho i-té strany obdrzime %(P) atd.) Jestlize j = 2, jet =3 & snadno-
se zkonstruuje jednoduchy mnohothelnik Py, jenZ je isogonélni s P, je typl
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8(3, 2), 8(1,n) a anulovanim jeho i-té strany obdrzime mnohouhelnik (P
Pokratujeme pak dile jako nahote. Dikaz lemmatu je hotov.

Nyni jiz miZeme dokézat nadi vétu. Dikaz provedeme Gplnou indukei.
Pro trojahelniky véta plati. Necht n >3 je libovolné ptirozené &slo a necht
véta plati pro viechna k, 3 = I < n. Necht P,Q jsou dva jednoduché isogo-
nélni mnohothelniky, které nejsou shodné. Jestlize n = 4 a P je rovnobéinik,
véta plati. Necht P neni rovnobdznik a necht P je konvexni. Pak existuje
index i tak, ¥e &; + o1 > 180° (Jinak by soudet vnit¥nich dhtd (v —2) - 180°
byl mensi neZ W . 180°, z tehot plyne n < 4 proti predpokladu.) Pondvadz Q
je také konvexni, jsou oba mnohothelniky typu S(i, ) a podle indukéniho
predpokladu a lemmatu 3 existuje dovolend transformace = mnohothelnika P
tak, ze =(P) je shodny s Q. Jestlize P neni konvexni, lze jeho strany odislovat
tak, ¢ P ma vlastnost (z). (Ptisludné pretislovani provedeme 6% Vv mnoho- .
&helniku Q.) Podle lemmatu 4 1ze mnohothelniky P, Q prevést dovolenymi
transformacemi v mnohothelniky P', Q’, jet. jsou typu S(1, n). Oznagme P,Q
mnohothelniky, jeZ vzniknou z P’, Q' anulovénim jejich prvnich stran. Podle
indukéniho predpokladu existuje dovolens transformace % tak, Ze Z(P) je
shodny sQ. Bez ijmy obecnosti lze predpoklidat, Ze 7(P) = Q. Podle lemmatu3
1ze dovolenou transformaci prevést P'v Q. Véta je tim dokézéna.

Doklo 19. 2. 1959.
Katedra matematiky university v Brné

O TPAHCOOPMAIINN OPOCTHX NJIOCKUX
MHOTOVIOJIbHUKOB

BAIJAB NOJAKR
BriBoasl

Hycts P = (Ay,y -+ s Ap)— npocToit QNOCKHt MHOTOYFOIIBHEK, ¥ KOTOPOro BCE BepHIAHL
coGeTBeHEIe (COCe[HEe CTODOHKI Jemar Ha PABMIIHBIX PAMEIX). Moy BsiteMeHTAPHOM
rpaucopmanmeit n — yroupuuKa. P’ pasyMeeTcid TaKo# NAapaJLIeNbHbI [epenoc soboit
ero CTOpPOHEI, 9TO BCe MHOTOYTONBHAKM, BOHARLIAS B Teuenme oTOH TpaHcHopMAnHA,
ABJIAIOTCA TPOCTHME i — YTOJLHAKAMA.

Myers P,Q — mapa IIPOCTHIX H30TOHATBHBIX MroroyrofsHaK0B. B patore AOKassIBaeTCH,
470 ¢ MOMONIBI0 KOHEYHOro “ueia pIeMeHTaPHBIX rparcdopmanmeil nepeiifér P B MHOTO-
YTOABHAK KOHI'pYHTHEI ¢ Q.

7 Matematicko-fyzikalny gasopis, X, 2-1960 w_.N



ABOUT CERTAIN T

RANSFORMATION OF THE

SIMPLE PLANE POLYGONS

VACLAV POLAK

Let P = (41, 4, -

ones (neighbour sides lie in different

Summary

.., A,) be a simple plane polygon all vertices of which are own
straight lines). A parallel translation of any side
of polygon P is called the elementar transformation, if all polygons formed during that

transformation are simple and have n own vertices.

Let P, Q be two isogonal simple plane polygons. The existence of finite number of
elementar transformations that trensform P in & polygon congruent with Q is proved.
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