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POZNAMKA K VLASTNOSTIAM REALNEJ DVOJICE
POLYNOMOV

R JAN HORVATH, Bratislava

- Pri vySetrovani vlastnosti realnej dvojice polynémov mé velky vyznam
otdzka, kedy dva polynémy s redlnymi koeficientmi tvoria redlnu dvojicu
polynémov. Tito otdzka je rovnocenns s otdzkou, kedy dva polynémy si
polynémy s oddelujicimi sa nulovymi bodmi. S uvedenou otizkou 88, za-
oberi aj N. G. Cebotarev v monografii venovanej riefeniu Routh-Hurwitzovho
problému ([1]). Pritom uvidza nutné a postatujice podmienky, aby poly-
némy g(z) a k(z) boli polynémy s oddelujicimi sa nulovymi bodmi. Cielom
tejto poznidmky je ukézat na nesprévnost jednej z tychto podmienck a uviest
predpoklady, za ktorych plati. \ :
" Nech g(z) a h(z) st polynémy s redlnymi koeficientmi, prifom pre ich
stupne platf n, = n,, n, 4+ n, > 1.

Hovorime, ze polynémy g(z) a k(z) tvoria reilnu dvojicu polynémorv,
ak pre Tubovolné reslne 1 a By A2+ p? > 0, je ug(z) + Ah(z) polyném, ktory
mé vietky nulové body reslne. .

Hovorime, %e g(z) a h(z) s4 polynémy s oddelujdcimi sa nulovymi
bodmi: ,

1°. Ak g(z) a h(z) st nestdeliteIné polynémy stupiiov n, <1, n, <1,

2°. Ak g(z) a h(2) st nesidelitelné polynémy stupiiov n, + n, > 2,
{7, —n, | <1, ktorych vietky nulové body su jednoduché a reélne,
N<p<...< Vny #1 <% < ... <ux,, priom pre tieto nulové body
plati jeden zo vzfahov: .

V1< <y <y < ... <Y <% <Y< ...<p, <z,
V<o <y, <nyg<... LY <% <y < ... < Vo < %y < Vpi1,
MEN<m << <<y < <... <z <y,
M <l <P < Sy <y < ap <L <y < Y < gy

¥

3° Ak g(2) a k(z) si stdelitelné polynémy s najvadim mwowom.&%s deli-
telom d(z), W&o_.% m3 vietky nulové body redlne, g(z) = d(z) g,(2), hiz) =
= d(z) hy(2), pritom g,(z) a ky(z) 6 nesidelitelné polynémy s oddelujicimi sa
nulovymi bodmi.: : :
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Poznidmka. Pre takto zavedené pojmy plati veta:

W»S\ Nc@»&s@ 9(z), h(z) s redlnyms koeficientmi tvorili redlny dvojicu poly-
nomov, je nutné a postalugice, aby 9(z) a h(z) boli polynémy s oddelujicimi sq
nulovymi bodmi ([1], str. 19).

Pre polynémy s oddel'ujtcimi sa nulovymi bodmi uvadza N. G. Cebotarev
medzi inymi aj nasledujicu nutnd a postadujiicu podmienku ({11, veta 7,
str. 19):

. »Aby polynémy g(z) ah(z) boli polynémy s oddelujicimi sa, nulovymibodmi,
je nutné a postadujiice, aby polyném g(z) h'(z) — 9'(2) h(z) mal pre vietky
redlne hodnoty z jedno a to isté znamienko. Pritom polyném g(z) &'(z) —
— 9'(2) &(2) je rovny nule iba, pri stidasnom anulovani polynémov g(z) a k(z).

Z tejto vety by predovietkym vyplyvalo, e ak polyném g(z) h'(z) — 9'(2) h(z)
nema redlne nulové body, potom polynémy ¢(z), h(z) st stdelitelné a majt
len redlne nulové body, resp. jeden z nich nem4 Ziaden nulovy bod. Toto
tvrdenie je nespravne, ako ukazuje tento priklad.

Priklad 1. Uvazujme nesddelitelné polynémy:

g(z) = 28 4 ¢, h(z) = 22 4 2,
Huogi polyném g(z) h'(z) — 9'(2) h(z) sa rovné polynému:
. gR) I (2) — g' () h(z) = —2t — 52 2. .
Pretoze 2t 4+ 522 1 2 ~ ¢ pre 'ubovolné redlne z, polyném g(z) h'(z) — 9'(2) h(z)
nemsa redlny nulovy bod. Aviak nulové body. pelynémov 9(2) a h(z) nie si
vietky redlne. Polyném 9(2) mé nulové body 2, = 0, 2, =1, 23 = —i a poly-
ném A(z) ma nulové body 2, = :\M 7 = —iy2. )

Na prvy pohlad by sa zdalo, e stasi pripojit predpoklad o redlnosti nulovych
bodov polynémov 9(2) a h(z), aby veta bola spravna. Avdak i takto po-

opravens veta je nespravna, ako ukazuje nasledujici priklad.
Priklad 2. Majme polynémy

g(z) = 2° — 224, h(z) = 22 — ¢,

fo: o, SNE
Polyném g(z) ms Stvorndsobny nulovy bod z = 0 a jednoduchy nulovy bod
z, = 2. Polyném A(2) m3, jednoduché nulové body z, = 0, 2, = 1. Nésobnosti
spoloéného nulového bodu sa lizia viac ako o jednotku, preto 9(z) a h(z) nie st
polynémy s oddelujicimi sa nulovymi bodmi. Aviak pre polyném
9() K'(2) — g'(2) h(z) plati: .
9(z) B'(z) — g'(z) h(z) = —328 + 82% — 624,
Pretoze plati:

6 5 4\2 2
—328 4 825 — 62t = 3¢ ul.wl +@~v

je g(2) k'(z) — ¢'(2) h(z) <0, pre vietky redlne z a rovnost nastiva iba pre
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z =0, ¢o je spolodny nulovy bod polynémov 9(z) a h(z). Podla uvedenej
vety by polynémy g(z) a h(z) boli polynémy s oddelujiicimi sa nulovymi bodmi,
¢o je zrejmy spor.

Z definicie polynémov s oddelujicimi sa nulovymi bodmi vyplyva, ze
stupne tychto polynémov st bud rovnaké, alebo sa lidia o jednotku. Tento
predpoklad nie je zrejme v priklade 2 splneny. MoZno sa domnievat, 7e pri-
pojenim tohto predpokladu dostaneme nutnd a postadujicu podmienku.
Avsak nasledujtci priklad vyvracia i tento dohad.

Priklad 3. Uvaiujme polynémy
9@ =2z — 1),  h(z) = 2z — 1),

¢ize n, = n,. Polynémy ¢(z), h(z) maji iba také nulové body, ktoré st reilne
a spoloéné obom polynémom 2z, = 0, 2z, = 1. Rozdiel ndsobnosti tychto
spolo¢nych nulovych bodov je v oboch pripadoch rovny 3. Preto g(z) a h(z)
nie si polynémy s oddelujiicimi sa nulovymi bodmi. Zato viak plati:

9(2) b'(z) — g'(2) h(z) = 324z — 1)

PretoZe 2*(z — 1)* = 0 pre vietky redlne z a rovnost nastiva iba pre z = 0,
z =1, polynémy g¢(2) a h(z) by mali byt podla uvedenej vety polynémy
8 oddelujicimi sa nulovymi bodmi, &o je spor.

UkéZeme viak, Ze plati: e

Veta. Dva polyndmy g(z) a h(z) s redinymi koeficientmi, ktoré maji véetky
nulové body redlne, si. polynémy s oddelujicimi sa nulovgmi bodmi vtedy a len
viedy, ak si splnené tieto dve podmienky:

L. Ak G(z) = g(2) k' (z) — g'(2) h(z) md redlne nulové body, potom si bodmsi
pdrnej ndsobnosti. .

2. Kaidy redlny nulovy bod polynému G(z) je spolongm koresiom g(z) = 0,
k(z) = 0 takgch ndsobnosts vy, resp. v, Ze plati |v, — v, | < 1.

Pozndmka. Ak polynémy ¢(2), h(z) st nestdeliteIné, potom stadf ziadat
okrem redlnosti v3etkych nulovych bodov polynémov g(z) a k(z), aby polyném
g{z) #'(z) — ¢'(z) k(z) nemal redlne nulové body.

Dékaz. Ak pre stupne polynémov g(z), h(z) plati n, 4+ n, < 2, potom je
tvrdenie trividlne. Podobne, ak stupeii polynému Q(z) = g(z) &'(z) — g¢'(2) h(z)
je mendi ako 1, je tvrdenie triviilne. Uvaiujme teda pripad n, 4 n, > 2,
resp. ny = 2,

Nutna podmienka. Nech g(z) a k(z) st nestadelitené polynémy. Podla,
predpokladu polyném g(z) ma vetky nulové body vy, y,, ..., Vo, redlne rozne.
Preto v kazdom z intervalov i Vi) 1= 1,2, ..., m, — 1lezi jediny nulovy
bod polynému g'(z) ([2], veta 6,4). Podla predpokladu mé aj polyném h(z)
iba jediny nulovy bod v i via)i =12, ..., n, — 1. Pretoje 9 g Vi) <
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<0 a k(y;) Ry;) <0, (pre j = ﬁ.wv oo, — 1) a &isla E Q:.ow”ﬁ

9'(z)
2, ..., m,) maji rovnaké znamienka. Z rovnosti

,s_
o0 e) — @) e) = = ' 20 gy

k=1

kde ,
() =@ —n)... (2 Ye-)(Z — Ypaa) .- - (2 — Ysgr 1=k <n,

vyplyva, Ze polyném g(z) h'(z) — g'(z) h(z) nem4 redlne nulové body. .
Nech g(z) a h(2) st stdeliteIné polynémy s oddelujticimi sa nulovymi bodmi.
Nech d(z) je ich najvaesi spoloény delitel, n, = 1. Potom plati:

9) = 4@ gu(a),  h(e) = d(z) hy(e)
a _ .
(1) 02) K'(2) — 9'(2) h(z) = d¥a(e) hife) — gi(2) ()],

priom g,(z) a h,(2) s nestadelitelné polynémy s oddelujiicimi sa nulovymi
bodmi. Preto podla dokézaného polyném g¢,(2) k{(z) — g}(2) hy(2) nemé reilne
nulové body. Z (1) vyplyva, Ze vietky nulové body polynému G(z) st rovné
nulovym bodom polynému d*z), t. j. maji pirnu ndsobnost a st rovné spo-
lo&nym nulovym bodom polynémov g(z) a k(z). Ak 6 je jeden takyto spolo&ny
nulovy bod polynémov g(z) a h(z) o nésobnosti ¥y, Tesp. v,, md G(z) &islo ¢
za nulovy bod nisobnosti aspor v, + (v, — 1) = (g — 1) + »,.0 Ale d(z)
je delitelné (z — ) presne v mocnine 2 Min(v,, v,). Teda jev,+v,— 1<
= 2 Min (v,, %,). Z toho plynie | vy — 7 { <1 &b.t.d. :

Postadujica podmienka. Nech st najprv g(z) a h(z) (n, > 2) nesi-
deliteIné polynémy, ktoré maji vietky nulové body reslne a polyném G(z) =
= g9(2) h'(2) — ¢’(2) h(z) nems redlne nulové body. Nech y je redlny koreil
g{z) =0. Z rovnosti G(y) = —g'(y) k(y) vyplyva najprv g'(y) = 0. Preto st
vietky korene g(z) =nOsjednoduché. Z toho plynie (podla [2], veta 6,4), ze
9(2) a g'(2) st polynémy s oddelujticimi sa nulovymi bodmi. Oznaéme korene
9(z) = 0 znakmi y,,p,s ..., Yn,i Potom z prive dokézaného vyplyva,
IO 9 () <0, 1 <k <n,— 1. Z rovnosti Qy,) — —9'(y2) k(y,) a z pred-
pokladu, Ze Q(z) = 0 nemé reélne korene, vyplyva, %e &isla 9(y:) h(y,) (pre
k=1,2, ...) n,) maji rovnaké znamienka. Teda ie G(y) G(yrn) > 0, &iZe
W) 9'(esr) Bly) h(yesn) > 0, t. j. h(y) h(yira) <0 (pre k =1,2, ...,
7, — 1). Preto h(z) mé v intervale (V%5 Y241) a8poti jeden nulovy bod. KedZe
jen, S ny, h(z) mi v (y,, Yi+1) prave jeden nulovy bod a g(z), h(z) st polynémy
8 oddelujtcimi sa nulovymi bodmi. :

Nech teraz g(z) a h(z) st stidelitelné polynémy, ktoré maji iba reslne nulové
body, a d,(z) je ich najvissi spolo&ny delitel, n, , = 1. Potom je g(z) = d,(2) g,(2),
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h(z) = dy(2) hy(2) pridom g,(z), h,(2) si nesddelitelné polynémy. Pre G(z) =
= g(2) I'(z) — ¢'(2) h(z) potom plati: :
G(z) = [9:(2) ki(2) — 91(2) by(2)] d3(z).

Podla predpokladu mi polyném g(z) a teda tiex 91(?) v3etky nulové body
redlne. Nech # je lubovolny nulovy bod polynému g,(z) o nisobnosti vy 2 1,
pridom f je siéasne »,-ndsobny nulovy bod polynému 9(z) & v;-ndsobny nulovy
bod polynému %(z). Potom plati v, = Min (v,, %) + vy, - PretoZe ky(z) a g,(z)
sd nesidelitelné polynémy, je h(f) == 0, &ize Min (v ) =wav, =y, —w,.
Podla podmienky 2 je |v, — %,] =< 1| Preto zo vztahov V=1 v, =1
vyplyva, Ze v, =1 a teda gj(f) & 0. Podla podmienky 1 mé G(z) reilne
nulové body o pirnej ndsobnosti, preto je bud G(z) = 0, alebo G(z) <0
pre vietky redlne z. Preto tiex isla G(f,) = — d¥(B,) g1(8:) 7(B.), kde B,,
k=1,2, ..., n,, st nulové body polynému g,(z), maji rovnaké znamienko,
alebo st rovné nule. Podla prave dokézaného ie 91(B) k() &= 0 a preto zo
spojitosti polynémov ((z) a g,(2) hi(2) — gi(2) hi(z) vyplyva, Ze &isla
91(B:) hi(B) (pre kE=1,2, ..., n,) maji rovnaké znamienko. Podla uz
odkézaného pre nestidelitelné polynémy, st g,(2), k,(2) polynémy s oddefu-
jocimi sa nulovymi bodmi. KedZe d(z) m4 vietky nulové body redlne, si
aj g(z), h(z) polynémy s oddelujiicimi sa nulovymi bodmi, &.'b. t. d.
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3AMETKA K CBONCTBAM BEMECTBEHHON’
ITAPBHI TOJMHOMOB.

AH XOPBAT
Bueogw

B pa6ore TOXa3ano, 4ro Teopema 7 (ctp. 19) paborxr [1] neBepna. Ioxazano, gro Emeer
MECTO TONBKO Cilepyiomas TeopeMa: -k

Teopema. Momnoms 8(z), h(s) ¢ BemecTBenuRIME Koe@dunmenramy, KOTOPHEIX BCe KOpHEA
BCIIECTBeHHbIE, TOIAa M TONBKO TOrMa MIOMHHOMBL ¢ HepeMerRanIEMECH HODHAMH, KOrja
BLITOHEHK! CJIefyIOmze yetonms - . ]

1. ecnm G(z) = g(z) W'(z) — g’(z) h(z) mmeer BeIIECTRBeHHEe KOPHY, HOTOM Hx KpaTHOCTH
98THEIe, : ‘

2. BesRWI BemrecTRenuETi KopeHs nonanoMa G(z) ects o6muit Kopens g(z) = 0, h(z) = 0,
TaRAX KpaTHOCTedd vy, vy, uto Jvg — | < 1.

<

NOTES ABoUT PROPERTIES OF A PAIR OF POLYNOMIALS
JAN HORVATH

In this work the Theorem 7 (p- 19) in [1] is found to be incorrect. However, the follow-
ing theorem holds, which is here proved. ’

Theorem. T'wo polynomials g(z) and h(z) with real coefficients, all roots of which are
real, are the polynomials with separating roots, if and only if, g(z) and h(z) satisfy two
following conditions:

L If G(z) = g(z) h'(z) — g'(z) k(z}) has real roots, than these are even-fold roots.

2. Every real root of polynomials G(z) is such a vg-fold root of the polynomial g(z)
. and »-fold root of the polynomial h(z), that |vg — w21
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