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0 ROZKLADE POLOGRUPY ZVYSKOQV (mod m)
NA DIREKTNY SUCIN

BOHUMIR PARIZEK, Bratislava

Nech m = pm pr ... P je rozklad prirodzeného &isla m > 1 na sédin
kladnych prvotinitelov. Nech S(m) je pologrupa tried zvySkov (mod m),
G(m) nech je grupa tried zvyikov (mod m) .nestidelitelnych s &islom .
Grupa G(m), ako je zndme, mé g(m) elementov, kde @ je Eulerova funkeia.

V prici nijdeme explicitni metédu rozkladu pologrupy 8(m) na direktny
s6din &iastoénych pologrip T, T,, ..., T, ridov my = PR, My =P, ...,
m, = p* v tvare :

Sm)="T,.T,.....T,. 1

Sudasne ukizeme, ¥e tito metéda umoziiuje najst rozklad grupy Q(m) na
. direktny stéin podgrip v tvare

Gm)=6,.6,.....Q, ,, @)

kde podgrupy @; (i = 1, 2, ..., r) maji réd g(m,) a m, — e,

Znéma je veta (pozri napr. Parker [3], lemma na str. 613), ktord hovori,
Ze pologrupa S(m) je izomorfns s direktnym stiinom pologrip S(m,), kde
Mmo=pi (0 =1,2,...,r), teda %e plati S(m) © 8(m;) X ... x 8(m,). Tito
veta mé viak existendny charakter a neumoziiuje bezprostredne nijst rozklad
pologrupy S(m) na direktny saéin jej diastodnych pologriip. ,

Rédei v knihe [4] (str. 186) dokazuje vetu o rozklade pologrupy 8(m)
a grupy G(m) na direktny sadin v tvare (1) a (2). MnozZiny T a G; s tu vak
popisané pomocouwaditivnych vlastnost! okruhu tried zvySkov (mod m).
V prici ukédZeme, %e mnoZiny T'; a @; mo¥no charakterizovat i multiplika-
tivne, t. j. bez pouZitia w&n?s%or vlastnosti okruhu tried zvyskov (mod m).

Triedu prirodzenych &isel (mod m), do ktorej patri &slo @, budeme ako
element pologrupy S(m) oznadovat znakom {a]. Element [1] je jednotkou
pologrupy S(m).

Nech £ je mnoZina, vietkych idempotentov pologrupy S(m). V préci [1]
bolo dokdzané, je B ma (véitane [0] a [1]} 2 elementov.

Idempotent e = {1] nazyvame maximalnym, ked zo vzfahu ef =e,
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J€E, f #{1] vyplyva e = f. V préci [1] bolo dokazané, Ze 8(m) ma r maxi-
malnych idempotentov a %e kazdy z nich je tvaru [p&a], kde a, je vhodne
zvoleny (jednoznadne urdeny) prvok grupy G(m). V dalom budeme pouiivat
oznadenie e, = {p¥a], takie e, e,,...,e, budd prive vietky maximélne
idempotenty pologrupy S(m). ,

V tomto odseku sa budeme zaoberat rozkladom pologrupy 8(m) na direktny
stdin &iastoénych pologrip.

Veta 1. Nech e; je maximdlny idempotent pologrupy S(m). Potom muno¥ine

T: = {[] | [x] € 8(m), [x] e, = ¢;}

je Ciastoénd pologrupa pologrupy S(m) a S(m) mofno pisat v tvare direkiného
stbiny
Sm)=17,.T,.....T,.

Dékaz. MnoZina 7 je iastodnd pologrupa pologrupy 8(m), lebo ked
{z1€T;, [yl €T,, je [x]e; = e;, [yl e, = ¢; a teda aj {z]{yle; = e;.

Trieda {z] € S(m) patri do mnoziny T, vtedy a len vtedy, ked [z] ¢, = ¢,,
t. j. ked plati

{pra]{z] = [pra,).

PretoZe ¢; je idempotent, je’ predo¥ls rovnica ekvivalentna s rovnicou
{pra] [2] = [pra]2 gt

Cislo « patri do triedy [z] <%ro<£.mo3. rovnici (3) vtedy a len vtedy, ked
vyhovuje kongruencii

e x = pPaa; (mod m),

t. j.
T = pua, ABoQ QN.V : (4)
Ka#dé (mod m) inkongruentné riesenie kongruencie (4) je tvarupa, + k —,
kde k£ =0,1, ..., p — 1. To je dovedna p rbznych é&isel. T; mé teda pe

prvkov a mozno pisaf

..ﬁ.ng s, + k

m
o
(]

,H—u \nnou“—v...u%wzl‘”_,v.

Ked dokiZeme, 7e kazdy prvok [#] € S(m) mono pisat jednym a len jednym
sposobom v tvare [z] = &, . &,. ... . &, kde §€T, (1=1,2,...,7), bude
veta dokdzani.

Stdin 7' . Ty.....T, pozostdva z pu . p= . ... . P = m elementov polo-
grupy S(m). Stadi preto dokdzatf, 7e kazdé dva prvky tohoto stéinu sd na-
vzdjom rdzne.
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Nech

Tw.s: + &, n; T.uﬁw + ky

m

g
2

o |P7a, 4k, 3@
|- e + i

|

g, N.el\;f\\:y 207, L r v 5
.T 1+ 1 o %.au.*;w%w» %w.a,+~ﬁ§:

si dva prvky zo sidinu Ty Ty
t. j. Ze plati-

r § ' '
s.HnHH A%":S, + k& jv — AE:S + .N..ISWV (mod m). . - (5)

o

i=1
Z kongruencie (5) vyplyva

3 3 r . . 5 ra
by 11 prva; = 1,
1. % prHa; =ty — %, (m 231
, F Ll 1 pu u.“mw 4%‘ ] A od o vv
y o m r
a pretoze — - @.HN Pia je nesidelitelné s px, je
i

| k=l (modpm). (6)
Kedze 0 <k, < pm — Lo <

; pi* — 1, vyplyva z kongruencie (6) k, — 1, .
Analogicky dokézeme, ze plati by =1, k=1, ..., k. =1. Hmmmms
T,.7, s T, pozostava teda z m navzijom réznych prvkov pologrupy S(m)
a H.o<w5 sa teda pologrupe S(m). Tym je veta 1 dokdzanj.

WEE@&. RozloZme pologrupu $(360) na direktny sigin Siastoénych polo-
grap v zmysle vety 1.

Pretoze 360 — 23 32 5, maji maximéilne idempotenty tvar e, = [8a,],
,@m e .EaLw & = [5a,], kde a,, a,, a, st prirodzené &isla, mengie ne# 360 a ne-
wﬁ@arﬁgo s &islom 360. Cislo a, uréime z podmienky [8a,] = [8a,]?, ktord
Je ekvivalentnd s podmienkou 8a, = 64a? (mod 360) a tito s podmienkou
8a, = 1 (mod 45). Rieenim tejto kongruencie je &islo @, = 17. Teda e; = [136].
Podobne nijdeme e, ZT81], ¢, = [145].

Trieda m.& patri do w&wmﬁ%% T, vtedy a len vtedy, ked &islo je rieSenim-
kongruencie 136z = 136 {mod 360), t. j. kongruencie » = 1 (mod 45). Z toho
dostdvame ’ . .

Ty = {1, [46], [91], [136], [181], [226], [271], 316]}.
Analogicky nijdeme’
T2 = {[1], [41], [81), [121], 161], [201], [241], [281], Rm_d.,
| Ty = {[1], {73], [145], [217], [289]}.
Hladany rozklad je . .
8360y =1,.7,.T,.
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-. . T,; predpokladajme, %e sii si rovné,

Naskytd sa otézka, éi moiZno pologrupy T; z rozkladu (1) dalej direktne
rozlozif. UkéZeme, Ze kaZdd z tych pologrup je direktne ireducibilna.

Najprv dokiZeme tiito pomocni vetu:

Lemma 1. Pologrupa T; i = 1, 2, ..., r) z rozkladu (1) je tzomorfnd s polo-
grupou, S(px). , _ ,

Dbékaz. Triedu prirodzenych &isel (mod p®), do ktorej patri &islo z, oznadime
v dbkaze tejto lemmy znakom () (na rozdiel od triedy prirodzenych &isel
(mod m), ktori budeme i nadalej oznagovat znakom [z]).

Ku kaZzdému elementu T&:a. -+ thwwu_ T,, priradme element Avlﬁ.ﬂVm
€ 8(px). DokaZeme, Ze toto zobrazenie je izomorfizmus.

1° Zmorﬁﬁza. + w|§£ a ﬁﬁs.a, + N%M“ kde bk <1, 0 <k, [ <p3 — 180
£ Y of § B
dva rézne prvky pologrupy 7';. Ich obrazy v pologrupe S(p}) st elementy

Aw sns_vu Nﬁnwv . Keby platilo
"\

m
F—V=(1 ,
A;ssv A%\

mali by sme :

anmN§

13 118
i i

(mod p&),

k=1 (mod p¥),

a to je spor s predpokladom, %e k =1, 0 <k, I < p» — 1. Nafe zobrazenie
je teda jednojednoznadné.

2° ‘Obrazom suéinu dvoch prvkov _H%“:sﬁ 4k m HT":&. +1 m ﬁ HTA&P +

A2 ot
i i

2 ) < 9 % 2
+ Kl A%Muv .ﬁ €T, je prvok AEA \:“.v v € 8(py). Zrejme je AE AMMV v =

= A@ s VAN ks v , teda obrazom stiéinu dvoch prvkov pologrupy 7'; v polo-

i 1
4 1

grupe S(p*) je sGdin obrazov tych prvkov. PretoZe naSe zobrazenie m4
vlastnosti 1° a 2°, je to izomorfizmus.

<o§m..~<m%\awye@&v%%Ea&iﬁgo&&e.W&os@ 3@5@&@@&@3@%&?
grupa S(p*) tried zvyskov (mod p*) je direkine treducibilnd.
Dokaz. Predpokladajme, Ze existuji pologrupy S; # {[11}, 8, # {{I}}
také, Ze S(p*) mozno pisat v tvare direktného stdinu S(p*) = §, . S,.
Tvrdime, %e prvok {0] € S(p*) nie je obsiahnuty ani v §; ani v S,. Keby napr.
platilo {0] € §,, bolo by [0] = [0]: S, a vyjadrenie elementu [0] ako stGdinu
jedného prvku z 8, a jedného prvku z S, by nebolo jednoznatné.




.

Zo vztahu [0] € 8(p°) vyplyva viak [0]€ 8, .8S,. Existujt teda prvky
[ap«] € 8, [bp*] € S, také, Ze {a] € G(p*), [b] € G(pm), bt rv=0,u=1v=1
celé. Pretoze 8, je pologrupa, vyplyva zo vzfahu fap}es8,, u =1 vztah
[ap]e €8, pre kazdé celé ¢ = 1. Pre vhodne zvolené celé e=1 je viak
pre > pe, a teda [apre — [0] € 8,, o je spor s dokdzanym tvrdenim. Tym
je naZa veta dokizang.

Priamym désledkom lemmy 1 a vety 2 je

Veta 3. Ka%dd pologrupa T;(e=1,2,...,7) v rozklade (1) pologrupy S(m)
na direking siéin je direkine treducibilnd.

2

V tomto odseku ukdZeme, Ze podobne ako sme rozloZili pologrupu S(m)
na direktny stdin pologrip, mo#no rozlozit i grupu G(m) tried zvydkov
(mod m) nestdelitelnych s &slom m na direktny stdin podgrip grupy Q(m).

Veta 4. Nech ¢, je maximdlny idempotent pologrupy S(m). Potom mno¥ina
Gi= {[z] | [x] €G(m), [z]e¢ = €}

je podgrupou grupy G(m) tried zvyskov (mod m) nesidelitelngch s &slom m

a plati tento rozklad na direktny siéin podgrip A

. m)=6,.G,.....q

e

Dékaz. MnoZina G; je podgrupou grupy G(m). Ked totiz [x] € G, [yl €6,
potom plati [z] e, = ¢,, [yle; = e; a teda i [x] [yle;=e;, t. §. [2] {y]leq,.
Nech dalej je [] € G; anech [z] je inverzny prvok k prvku [z] v grupe G(m).
Potom zo vzfahu [z]e; = ¢, vyplyva [z]t e; = ¢;, teda [2]2 €G;. Teda G,
je podgrupa grupy G(m).

Neche; = [pra,] je maximélny idempotent pologrupy 8(m). Prvok [x] € G(m)
patri do podgrupy @, vtedy a len vtedy, ked [pa;] [2] = [pxa,]. Analogicky
ako v dokaze vety 1 ukidZeme, %e prvok [z] € Q(m) patri do podgrupy @, vtedy
a len vtedy, ked ¢isloz, spliiuje tieto dve podmienky:

1° z je nestdeliteIné s &islom m,

2° z je rieSenie kongruencie

m

o
(]

T = pra, ABOQ

VSetky (mod m) inkongruentné riefenia nafej kongruencie st &isla b, =
= pra, - \nlqwf.h kde k=0,1, 2, .. -, P — 1. Najdeme medzi nimi vietky
tie, ktoré si nesidelitelné s dislom m.

Ani jedno é&islo b, (k — 0,1,2,...,p% — 1) nie je delitelné niektorym
z prvotisel p,py, .., P, -, p,. Cislo b, je delitelné prvodisiom Pi
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vtedy a len vtedy, ked alebo plati k = 0, alebo k je celogiselnym .Ewmw_wwowb
prvodisla p,. Pre kaZdé iné celodiselné k, W&ﬂo < Nn = %.w. — 1, p_m gislo b,
nesiidelitelné s p; a teda i s &islom m. Takych &isel k je zrejme g(p2). .

Podgrupa @; pozostiva teda z tych a len tych prvkov [b,], pre ktoré plati:

b, =pra;, + k—, 0 < k< psi — 1, (k,p) = 1. Podgrupa G; mé g(pr)
kov. . » .
H.NM%BSH.B@ sidin podgrip G, .G, . ... .d,. Tento siéin obsahuje
P(p) - @(pg) - - .. - @(p¥) = @(my) . p(ms) . ... . g(m,) = p(m)

tried zvyikov (mod m), ktoré si vietky prvkami pologrupy m@ws. Z Qwuwnpmﬁ
vety 1 vyplyva, Ze vietky tieto triedy st navzajom rozne. UkdZeme m_‘wgv Ze
tieto triedy st vietky prvkami grupy G(m) a tym bude na%a veta dokdzana.

Stadi dokdzat: Ked [«]€G,.G,. ... .G,, potom z je nesideliteIné
s ¢islom m. )
Ka¥d4 trieda zo siéinu G, .G, . ... .G, ma tvar
Coom ]t m . m
T Tm_s + k& eLTwsm + k, a s T, a, + k, eL,

kde k;, 1 =1,2,...,7) mwﬁﬁ.m wo&BmmBW% 0<k <pr—1, Qnm; %..V\H H..
Pre Sisdne takéto &y, ky, ..., k, nie je vSak &islo B4, .. i delitelné ani
jednym z prvotisel p, I = 1,2, ..., r), lebo

.%u.f kg ey by = No.~ ;\S 1I pia, AEO@ wvw._v.

i, il

Pretoze By i, .. 5 nie je delitelné &islom p, (I=1,2,...,r), je nesideli-
19 K2y vy Ar o ) :
teIné i s &islom m. Tym je veta 4 dokdzani.

3

V tomto poslednom odseku rozoberieme otdzku reducibility wo&\mﬁmﬁ G,
(G=1,2,...,r) grupy Q(m) v rozklade (2). <u.~mrw&m%. tohto mmmmwzmmz mBM_MHH
{pozri napr. [5]). Nové je, Ze grupy U, V¥, o ktorych je v dalfom red, st _
rakterizované multiplikativne.

Lemma 2. Grupa G; (¢ =1, 2, ..«., MN._V v Menwmw\&&wv je 1zomorfnd s grupou
( ) t idelitelnyjch s éis A,

QAWWNMMMN MN.Q%MMMM HMMM Ww %@N“Mﬁmssuw\ 1 oznadime i v tomto ddkaze triedu
prirodzenych &isel (mod p2), do ktorej patri &islo z znakom {(z).

. ; . m o . ii
" Kuka#dému &oBosgﬁ g, 4 k |m_»._ €G;, kde0 <k < px—la(k,p;

priradime prvok ¢ wwnsw.. € A(px), kde k splituje tie isté podmienky.



7y

Om:moE@:&o.
. mﬂo_mmw
izomorfizmus. y ko v dokeze FEE% 1 ukézeme, Ze toto zobrazenie Je
RieSenie otdzky * reducibility oy | o _.

Yy reducibility . . o

més R grupy . G, (¢ = 1 ; .
nou.w‘um toda .:&:.p AT visken e e %:&UEN 2,...,7) z rozkladu (2)
p wo EMO« & Hﬁ...—ﬂOQN@bm &slo. &Vx grupy QGQEV. kde: % H.Q

e zndme, %¢ pre x — 1 : .

C ’ 2 je 6( ickd idu p — 1. 3
obecne; teg : P > 2 Je G(p) eyklickd grupa radu p — X
eyklickgoh M“mw_ﬁw_ﬁwm AL 1 6(p) motno s, .:Mowww

 grip, Yeh kazdi mé réd moeniny nejakdho o
rozklad i Ml mocnin orvodisla. Ti
Poes V%N@HMW od mﬁaﬁoeﬂo_@ow vlastnosti &fsla %%ISNHQMMMWOOMQOWW?M ko

- zeme vSak vyslovi ’ volby Hsla p.

treba 3&&04@.& pripady %%V w<Mw Mwwc,wgum a.&@ » Platné pre kazdé P. Huwmaomp
Veta 5. Nech ; xs o n A
P > 2 je prootislo, x > 1 prirodzené Sislo. Nech Q@,_v je grupa

ﬁN ;e
. A v s

U= {[=] | [«] € G(pn), [2] P> = fp=1]}
V= {I2] | {2] € G(pe), [ap—1 = [11}

33&3.3.&3&»3&@5
. . %N\ QS&%@ Qn \_ . .
rozklad na direkiny siéin %Q&E.QNM.% ) rozne od jednotkove; grupy a plati tento

ot ) I (7)

, ..Uo#m.N. 1° Dokiem :
€ najprv, ze U j o . .
Ked [z]€ U Py, je netrividlna pod )
ypifva o) Lo phatt [l = [, ) 0 = (), v o
Potom zo vzfahu TM %nlu, teda [] [y]€ U. Nech dalej [z]€U _“au“l_m a ouo
e o prshu (2] [ = [ vyplgva [pe] = [a] [pat] ooor
Ked [ H e H% 0 je U podgrupou grupy G(p) 1= [ [, teda
. z , pot ! ; -
[2] [p+] — G%Wo om pre o_m_.o z, ktoré patri do triedy [z] 1%
Je teda 1 kongruencia gpe-t — P~ (mod p) » YYPIyva z0 vztahu
Podgr [z]1€ U viedy a len vtedy, ked 2 — 1 4 P bt ) 2=1 (modp).
o :%@Qq ma pa-1 H@NSVSW prvkoy D, k = 0,1, .. o S
Tupa a ] 8 H
je 1 < %ni@ Av MWM A<mmlw _%n Yp — 1) réznych elementov a. pre p>2
T Mnoting pa - P —1)- Je teda U netrividlnou o B T O
‘90 dmm V je zreju®prupa. - u. podgrupou ‘grupy’ @(pe).
azeme, ‘ze W@m&% element [ , i A R o
= [¥] [v], kde [u] € U, [o] € V. nt [2] € G(pe) mozno napisat v tvare [4] =

. 7 r u Q .uw& I —W _ Am o ] Aw Am —W_G Hq_.ﬂuw.
€c e m‘sm % mu VoK &u € A% v. NcO.ﬂE@ \% mm.—ﬂwm Qﬁ% v .cg. a. @
- >

a to Hg — 1—p2—1 o

27 <Mﬁp-m~&uﬂﬁ” .._M. ﬁQU_ ”,—uﬁﬁ H,H_L.H.UOAUOE ,u.@ mwﬂ_.ﬂ&o&b@ _.78”_" _”gu H
(mod p), a w@&.mlm &Q%ﬂo@ P) Vyplyva postupne & = zv = ae. = &‘. .
o p) & kedio Gr) fo grupa, st 1 (o py s
Mo ndsobenf p*—! mime w prt — ga-t (o, ! (mod p) didew = 1:(mod p).
0 mupEmEr te [wle. 7 (mod %), teda {u] [p*-7]
alej plati [y]p-1 — [z2*! o A p

= P ={a]" T . rate0y
ST P = [z = {1], takZe [v]

S Rk WL mﬁ.\

(]

atym je nafe tvrdenie dokézand
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.7 dokézaného stasne vyplyva, Ze V je netrividlna podgrupa grupy G{p*).
3° Nakoniec dokiteme, ze U n V = [1]. Nech {zle U n V. Potom «x
mw:m&o sidasne dve woaamouwﬁ
_ r=1+4+kp, O0=k=pt-1, , (8)

z*t =1 (mod p*). o +(9)
7o vztahov (8) a (9) 4%@~%¢@
., (L4 kp)rt =1 (mod p),

T _1 , ‘
e T@ +(73 vcﬁfr ..+ (bpyt = 1 (mod pe).

Z toho vzfahu vyplyva (p — 1) kp =0 (mod p?), teda k = 0 (mod p). Preto.

k = k'p a teda z (8) mime

t. j.

‘=14 k'p% ' (10)
kde k' = 0 je celé mw&o,. Dosadenim do (9) dostévame
(1 kptr =1 (mod )
a 7 toho ,mmwm*w S
— 1\ - .
N L e [ N s
teda O R o . :
p—1kpr=0 (mod p?), t. j. k¥ =0 (mod p). Preto k' = k"p, kde k" = 0
je celé gislo a z (10) vyplyva .~ .
. z=1 l_l Nnxmua
Opakovanim . tohoto postupu dostaneme k=Fkp=1Fkpt= ... =k9p, kde
., k@ st celé &sla = 0. Pretoze 0 = E<pt—1 plati k=0

,.Nh« Nﬁf ..
Teda [1] je jediny element, ktory lezZi vUn V.

- Z platnosti tvrdeni 2° a 3° vyplyva, Ze G(p™) Mm. direktny

U a V. Tym je veta 5 dokézand. : o
, -Nakoniec sa budeme .zaoberat - otdzkou - reducibility -grupy G(2%), &> 1,

celé. Pretoie (/(2%).nema netrividlne podgrupy a je teda direktne ireducibilné,
‘budeme sa otézkou reducibility grupy G(2¢) zaoberat:pre a:>>2 celé. -
" Veta' 6. Nech's' > 2'je celé &slo a mech G(29) je grupa tried zvydkov (mod 2°)
.&8&«:&3\\% ‘s lslom wn...mvog,ssgm@.sm. ' S bbbt A :
| U = {fx]1{2] € G(29), [x] [227%] = {2771},
¥ =) 2 — 11}

m sGdinom podgrip
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WM.M \MMMM@MM&MM&MWMWMMMMQQQ G(2%) rézne od jednotkovej grupy a plati tento
) G=U.7. ) , (11)
Dékaz. 1° Predovietkym, podobne ako v dokaze vety 5 zo vzfahov
[z] € U, {y] € U vyplyva, [#]{y] € U a zo vzfahov [z]e U, n.&i € G(2%) vyplyva
[2]* [2¢°%] = {222, teda U je podgrupa grupy &(2e). Y
Ked {z] € U, potom pre dislo z, ktoré patri do triedy m&H plati z 2«2 —
= 222 (mod 2%), z goho vyplyva z =1 (mod 4). Poslednej Wc:mwsozom dﬂ
hovuji vietky disla z < 1 4 4k, kdek = 0,1, 2, .. .» 2071 — 1. Dahko zistime
Ze medzi tymito &slami je iba 20-2 navzéjom réznych reprezentantov ..Hma&_
grupy QBQV.@ teda i podgrupy U. Ked totiz 0 <k, I < 22 vyplyva
z kongruencie 1 4 4k =1 4 4] (mod 22) kongruencia (k — Iy=0 Q,uom 20-2)
t. j. k=1, lebo [k—1| <22 _ I, Teda pre k=0,1,.., 2s-2 __ nu
x =1+ 4k st vietky prvky [#] navzijom rézne. Ked Swm_m k H_ I+ waiuv
kde 0=01=2%—1, je 14 dk=14d4 9 g j. _.T,:an.._an
(mod 22). Ked teda z = 1 + 4k, k = 2272, 202 | I, ..., 2%1 — 1, je kazdy
@nwﬂow._“& M Qu eweowc% ] ?&:%E prvkom pre 0 < k < 20-2 _ 1. Hu,ommwzws %
MMHMH.”M . MMMMMM& m:.imow @‘ je teda netriviilnou podgrupou grupy G(2«),
A .U.EE. je [2% — 172 = [20(22 — 2) 1] =[1]. MnoZina V je teda tie ne-
trividlnou podgrupou grupy G(2%). , ; :
2° Platnost vztahu U n 7 — [1] je zrejma z toho, ze [2¢* — 1] none U
Keby toti platil opak, bolo by [2¢ — 1][20-2) = [22-%, t. j. voﬁm\. by mwwmoaﬁg.
kongruencia (2 — 1) 242 — 2a-2 (mod 22), z ktorej vyplyva 201 = 1 (mod 2)
¢o nie je pravda. . -
3° H;.ﬂ dokonéenie dékazu stadi us iba ukézaf, Je wwm&% w?ow z € G(2%)
mozno pisat v tvare [z] = [u] [v], kde [u] € U, [v]€ V. Nato stadi dokizat
Ze plati : ,
G(2) =U.[1Ju U .[2= — 1],

kde na pravej strane je mnoZinovy stdet. Tento rozklad grupy G(2¢) na, tried
podla podgrupy U ‘ L..m.._ iste sprivny, lebo — ako sme videli — HEBW
{2« — 1] € 3(2*) nepatri do- podgrupy U a obe disjunktné. triedy na pravej
strane maji dhrnom 2*~*wlementov.- By ‘ i DR :
Tym je veta 6 tiplne dokdzans. s e G W
Priklad. Najst rozklad grupy ((360) na direktny sttin v gmysle vety 4
a rozklad jednotlivych: sdéiniteloy v zmysle vety 5a 6. . . oo
Riesenie. Grupa ((360) je radu 9(360) = 96. - Maximalne .EmbOemme% polo-
grupy MBmS sl e = [136], ¢, = [81] a ¢, =={145]. Prvkami grupy. G, sw tie
a len tie Emwobmm rovnice {z]{136] = {136], ,Weg..m sl m,.,uimwb_: m,a.cw.% Qﬁ.@,ov
Dostaneme ich tak, e z pologrupy T, vynechime SM,meW% ?.in% waow%ow
reprezentanti si &fsla stdeliteIné s &islom 360. Takto dostaneme: ,

QH = .“Hﬁ_w ‘szu ﬂ—.mﬂuu _HM.NH“:
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a analogicky:
G, = {[1], [41], [121], [161], {241], [281]},
Gy = {{1], [73], [217], {289]}.

Hladany rozklad je:
G(360) =G, . G, . G;.

.Z&&B@ teraz izomorfizmus G 2 G(2%). Triedu prirodzenych &isel (mod 8),
do ktorej patri &islo «; oznadme (z). Podla lemmy 2 je

[1] = <1), [91] <= (91> = (8D, [181] — (181} = (5, [271] s (271> = (T

a podla vety 6 je
, G, =U,.7,,
kde
Up= {1}, [181]}, Vi = {{1], [271]}.

Analogicky nijdeme izomorfizmus G, = (3?) a podla vety 5 zostrojime
mnoZiny U, = {[1], {121], [241]}, ¥, = {[1], [161]}. Potom G, = U, . V,.

O podgrupe G, =~ G(5) veta 5 ni& nehovori, je viak priamo zrejmé, Ze je
direktne ireducibilna. .

Uhrnom je ! ) v

G(360) = ({17, [1811} . {11, [2711} . {[1], [121], [241]} .
- {[1], [1611} . {1], [73], [217], [289]}.

V naSom pripade st nidhodou vietky faktory na pravej strane direktne ne-
rozloZitelné.
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O PABJIOMEHUN NOJYTPYIIbI KJACCOB BLIYETOB
(mod m) B MIPAMOE NNPOU3BBEIEHUE

BOTrYMHP ITAPH3ER

Bopogm

:w.nw_.,r m = %n_ 2 ... por pasiloenne HATYPaNbHOro wncia m> 1 ma npocte M
Tenn n S(m) moAyrpynna kraccos Berweron 35&3&. Iycrs QASV rpyuna z.anoom wr”ﬂﬂ%%
(mod m) B3auMHO mpocTHX ¢ M. Knace matypassaux wmcen (mod m) COlepKaIAX ym
oGosnaunm [a]. Mel CKakeM, uTo muemmoTent ¢ = [1] MaKcaMaNLELLL, ecnum ef — >
AUt BCAKOTO MIeMIoTenTa f = [1]. : “ St
B pa6ote [1] noxagzaro, wro S(m) copepsmar r MaKcHMATBHEIX UEMIOTEHTOB ey, e,
?

H 9TO OHH omummms.__ CBOHCTBOM ¢; = [p™ ay], rme [al €@ m), i=1,2, .. ) B
B nacrosmeii paGote AOKA3LIBALTCA, YTO MONYrpynma 8(m) no_m%o.zmmw_. m.&qoxa
B IpsiMOC TPOR3IBENEHUe 7 UaCTHUHBIX noayrpymn S(m) =T,. T, ... T %c.:. I e
_ q..? =042, ...,7) X8paKTepH3YIOTCH COOTHOMEHHSIME T; = {[x] _M_...& € QM.SV T&v\m w N..M:w
,‘,o € — MaKCHMalbHbI BiemmorteHT. B craThe TIOKA3aH0, YTO TOJAVIPVH , i .,
= ATM:S + & bg 1 k=0,1,2 M1 S, n,u, N
. Tp [T “ n 4ro OHH He ;I00yCKaIoT pas.iomenue

R OPAMOE TPOH3BEeHHUE,

Bo Bropoit wacrtu paboTet aHanormymo TOCTPOCHO PA3IOIKEHHe TPy @(m) B npuamoe
IIPOU3Ee, — g
il Aeque r moarpymn G =G,. G, ... r- Hoarpymmet Gi(s = 1, 2 r) X
KTEPUBUDYIOTCA COOTHOMEHHAMH Gy — i e v P
i G; = {[x] | [«] € Gn, [2] &; = €;} THE e;, MAKCHMAIBHOMN

upemnorenT. Hoarpymmm & BLIDAMKAIOTCA B BHIE G = :R:S + k h& k=0, 1,
%ap— 3’ i » ®oaomy

et — 1,k pi) = ~n.

B nocireaneii wactu NOKa3pIBAETCA, qTO noarpynuer G atoro Padqaomenun uaoMoppub
rpyanaM G(pi). Ho mosxer CIY9UThCA, 9TO 3TH I'PYHOEE JONYCKAIOT PA3JIOKCHHAE B IIPSIMOe
npomseeienue. Iaa p; > 2, 0; > 1 umeem G(p™) = U;V;, rme U; = {[2] | [x] m%A ) |
[ [pF) = P21}, Vi = ([2] | [2] €G(p™), [a]— — 11} Mas pi = 2,0, > 2 sw o
G(p) = UiV, rre Uy ={[x] | [2] €G(2), [2] [29Y] [2%723, m.. u”mzu 2 ~ mw

Hoaromy O (7 =
tloo MY e noarpymun Gy(s = 1, 2, «e-, ) B NOKa3aHARIX CIy9anx JOMycKAlOT pas-
JI0}KEHNEe B [IPAMOE IPOU3BeLCHAe I darropsr pasiomenns N.mozoﬁezz Usn vy

. &
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ON THE DECOMPOSITION OF THE SEMIGROUP
OF RESIDUE CLASSES (mod m)
INTO A DIRECT PRODUCT

BOHUMIR PARIZEK

Summary

Let m = pf* pft ... %w,* be the factorization of the integerm > 1 into different primes,

-S(m) be the multiplicative semigroup of residue classes mod(m) and G(m) be the group

of classes relatively prime to m. The class containing the integer a will be denoted by [a].
An idempotent e € S(m), e &= [1] is called maximal, if ef = e with an idempotent f == [1]
implies e = f. In the paper [1] we proved that S(m) contains exactly r maximal idempotents
€, 6y, ...,eand ¢; = [pia;] holds with a suitably chosen [a;]] €EG(m), (t = 1,2, ..., 7).

In this paper we give first a decomposition of S(m) into a direct product of subsemi-
groups: S(m) = T,. T, ... T,. The subsemigroup 7T'; is characterized by the property
T; = {[«]] [z] € S(m), [x] e; = e;} where ¢; is a maximal idempotent of S(m). It is shown

that the subsemigroups 7'; can be explicitly written in the form 7 = :%M:P. + k .‘M. _ 1
P

k=012, ..., pM — uv and that they are directly indecomposable.

In the second part of the paper we construct by an analogous method a decompo-
sition of @ (m) into & direct produbt of subgroups: G(m) = G,. G, ... Gy, The subgroups
Gi(i=12, .. ., 7)are characterized by the.property Gy = {{z]| [z] € G(m), [x] e; = ¢;}

where ¢; is a maximal idempotent. The explicit form of G; is given by G; = “ Tc..:a:. + k NIMMM ,
. Pi

F=0,1,2...,p% — 1; (k p) = ~V.

In the last section we show first that the subgroups G; in this decomposition are
isomorphic to the groups G(p{*). These groups may be directly decomposable. For p; > 2,
a; > 1'we have G(p™) = U;. V;, where U; = {[]| [] €G(p%), [=] [p¥ '] = [pM~ 11},
Vi= {[=]| [] € G(p¥), [#]P1 = [1]. For p; = 2, «; > 2 we have G(p®)=U,. V; where
U; = {[=]| [#] €G(2*), [#][2% %] = [2%72], Vi = {{1],[2* — 1]}. Hence in these cases
also the subgroups G; are directly decomposable and the direct factors are isomorphic
to the groups U; and V.
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