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KONVEXNE RETAZCE V ¢CIASTOCNE
USPORIADANYCH GRUPACH

JAN JAKUBIK, Kogiceo

Uvod. Cielom tejto poznimky je prehlbenie jedného vysledku z prace [2].
V nej bola dokézand tato veta:

(A) Nech R je maximdilny a konvexny retazec vo svizovo :m@oﬂmmmbo_
grupe G, obsahujici jednotkovy prvok tejto grupy. Potom R je priamy
faktor v G.

Zéroveti bola v préaci [2] vyslovend otdzka, & tvrdenie (A) plati aj za vie-
obecnejiieho predpokladu, ked G je &iastoéne usporiadand grupa s jedinou
komponentou. V tejto pozndmke dokéZeme, %e odpoved na poloZend otézku
je zépornd. Dalej dokdZeme, %e ak refazec R &iastoéne usporiadanej grupy G
s jedinou komponentou spliiuje predpoklady z vety (A) a ak naviac spliuje
istd dodato&nt podmienku [ktord oznadujeme ako H,omu:mnwz )], plati pre R
tvrdenie vety (A). Podmienka f) sa nedé ,,zlepsit*‘: je nutnou a postatujicou
k tomu, aby pre R platilo tvrdenie z vety (A).

1. Pojiny a oznadénia. Pouivame terminolégiu ako v {1] a &iastodne ako
v prdci [3]. Pripoméiime hlavne nasledujice pojmy:

MnoZinu @' nazyvame &astodne usporiadanou grupou s jedinou kompo-
nentou, ak st splnené podmienky a)—d):

a) G je grupa (grupovid operdciu v & oznadujeme — aj v nekomutativnom
pripade — znakom + a jednotkovy prvok symbolom 0),

b) @ je &iastodne usporiadansd mnozina (vzfah &iastotného usporiadania v &
oznadujeme <), .

¢c) ak a, b, =z, .@mQ woon z = y viedy a len im&n keda+ x4+ b =
Sa+y+b, .
d) ak z €@, aﬁmguo YEQ tak, e x = ¥, 0 < gy. (Ak @ spliiuje len pod-
EEFW% a), b}, ¢), hovorime, %e G je mwpmgoso smwolmm@sw grupa.)
Vzhladom na podmienky a), b), ¢) porov. napr. {1}, kap. 14. Pojem kompo-
nenty pre &astodne usporiadané grupy zaviedla E. P. Simbireva v {3];
iastodne usporiadand grupa s jedinou komponentou sa v emmBEoHom: 1]
(a niektorych inych pric) nazyva tieZ ,,difected*. .
Nech je vo zmysle teérie grip grupa @ ¥ priamym s@dinom svojich podgrip
b Vyraz ,,grupa G, resp. ,,&. u. mnoZina G* budeme pouzivat vtedy, sk zd6raztujeme,

Ze si v prislufinej Gvahe viimame len ,,grupové vlastnosti, resp. len ,,viastnosti giastod-
ného usporiadania® pre G.
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A, B (porov. napr. [4]; str. 106)-a nech pre z; = a; + b;, 2, €4, a; €4, b, € B
(i = 1, 2) plati z, < 2z, vtedy a len vtedy, ked a, < a,, b, < b,. Potom hovor
rime, %e & u. grupa @ je priamym sidinom svojich & u. podgrip 4, ‘B a pi-
Seme @ = 4B. C. u. grupy 4, w s E.EB@ faktory v @. (Porov. [3], str. 163,
resp. [5], ods. 2.)

Podmno¥ina RCG je refazec, ak pre z, y € R plati alebo x =< y alebo
y < z. Refazee R je maximélny, ak nie je vlastnou podmnoZinou Ziadneho
refazca R'C@Q. Mnozina M C @ je konvexnd, ak zo vzfahov u, v € M, z:€ Q,
u < x < v vyplyva z € M.

2. Rozklad & u. mnoZiny s najmen3im prvkom na priamy sidin. Nech je
(v celom tomto odseku) § &. u. mnoZina s najmen$im prvkom 0. Nech X,
Y C 8. Predpokladajme, Ze plati: ,

e) ak z € X, y €Y, existuje v § prvok z U y (najmensie horné oEmEmaEa
prvkov z, y); kaZdy prvok z € § sa dé vyjadrif jedinym spésobom v tvare
z=zuy,2€X,y€¥;akz, =2, UYy;,2,€8, x.€X, y,€Y,1=1,2, wogs
2, < z, vtedy a len vtedy, ked 2, = 7, 1 = ¥,

Za tychto predpokladov hovorime, %e S je priamym stiéinom &. u. mnozin X,
Y a piSeme § ~ XY. .

PodIa [5] (ods. 13 a 14) sa tito definicia len formélne li§i od definicie,
vyslovenej v {1}, kap. IL. T

2,1. Nech 8 2 XY, z€X, y€Y. Potom zny =03

Dékaz. mvo&@ o) existuje z, € X, y, € Y tak, %e 0 = x, U y,. Z toho d%qﬂw
2y =0=1y,, 0€X, 0€Y. Nech 2z, €8, 2 = x, U ¥, aHmN, neY, <z,
2z < y.Kedie z =2 U 0, y = 0 U y, musi byt podlae) z, < 0, y; < 0, teda
z = 0. Tym je dokdzamé rovnost x n y = 0. , ,

2,2, Nech 8 =~ XY, z€ 8, nech pre ka#dé x € X plati x 0 z = 0. Potom z €Y.

Dékaz. Podla e) d4 sa prvok z vyjadrif vitvarez = 5 U g, . € X, o €Y.
Ak by bolo z; > 0, nemohlo by platit 2, n2 = 0. Teda 2, =0, 2 =y, € Y.

Z 2,1 a 2,2 vyplyva:

2.3. Nech 8 ~ XY. Potom Y je mnofina vietkych prokov y €8S, pre kioré
plati: pre ka2dé x € X je xny = 0.

Pozniémky. 1. Z 2,3 vyplyva: ak 8 o~ XY, 8§~ XZ, potom Y =Z.
2. Definiciu priameho rozkladu pomocou vlastnosti e) by sme mohli vhodnym
sposobom rozgirit na &. u. systém bez najmensieho prvku. (Porov. {5], ods. 16.)
D4 sa dokézat, Ze v tomto pripade by nemuselo platif tvrdenie, pb&omSWa
ku 1.

24, Nech G je & w. Q}%a s jedinou komponentou, nech G = hw. WQSS.«
Gt ~ A*Bt. . .

%) Znakom z M y oznadujeme najviitiie doiné ohranifenie prvkov z, y. Rovnicou

83Qlcéummaumam,m@vgoW&Deaum oNEan m_sm_memiomzéow nOE% Hxéwc Q.
Analogicky v dalSem texte. . ¢
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" Dékaz. Ak z€Q*, z=.a, + b,, a, € A, b, € B, potom zo vztahov 0 < z,
0=0+40,0€4,0€Baz definicie priamého siéinu pre &. u. grupy vyplyva
0 <a, 0<b. Ak dalej pre vySetrované z plati 2 < a, 2 < b, a€4, b€B,
potom z predoilych nerovnosti a z rovnic a=a<4 0, b=0-+b dostivame
a; <0, b, <0, tak¥e z = 0. Pre ka¥dé o €A%, b€ Bt tedaplatian b = 0.
Podla [5], ods. 12 je pre katdéa € A*, b€ Bta+b=aub. Podla definicie
priameho rozkladu pre &. u. grupy je- teda splnena podmienka e}, potrebna
k platnosti vztahu G+ ~ A*B+. , PR

3. Priklad. E. P. Simbireva ({3}, str. 149) uvadza nasledujici priklad
¢. u. grupy s jedinou komponentou (v stvislosti s otdzkou, ¢i pre ¢. u. grupy
plati tvrdenie analogické s prvou vetou o izomorfizme abstraktnych grip):

Nech G je mno#ina vietkych dvojic celych &isel. Pre (z, y:),€Q,i=1,2
definujeme séitovanie rovnicou

(2, 1) + (&, ¥2) = (21 + %o, 1 + Ys)

a Giastotné usporiadanie definujeme tak, Ze plati (z,, 1) < (%2, ¥2) vtedy
a len vtedy, ked je x, < 2y, ¥, < ¥

[Lahko sa zisti, Ze podmienky a), b}, Sv st splnené. Ak d €@, d = (=, y),

oznadme z; = max {0, z} -+ 1, y; = max {0, ¥y}, e = (z;, ;). Potom 0 < e,

d < e, takie je splnena tie podmienka d).]

Mno¥ina 4 vietkych dvojic tvaru (z, 0), kde = je Iubovolné celé &islo, je
retazec v G. Lahko sa zisti, 7e refazec A je konvexny. KedZe mnoZina 4 nie
je v @ ani zhora ani zdola ohranidend, musi byt 4 maximdlnym refazcom v G.

Predpokladajme, %e 4 je priamy faktor v G. Potom existuje BC@ tak, Ze
Q = AB. Podla 2.4 je G+ =~ A+ B*. ‘

. Nech m jo IubovoIné prirodzené &islo. Uvazujme o prvku p = (1, m). Nech
a€A*, a = (n, 0), n = 1. Prvky a, p st neporovnatelné. Ak z €G*, z = (n,,
m),z < p,z < a, musi byt n, < 1,m, < 0, tedaz =(0,0). V& u. mno#ine G+
teda plati @ n p = (0, 0), takie podla 2,3 p € B+.

~ Oznatme q, =.(1, 0), b, = (1, 1). KedZe a, € A, b, € B, podla predpokladu
a podla e) existuje v @+ prvok g, U b, = ¢. Ak m je Tubovolné prirodzené
dislo, plati a, < (2, m);" by < (2, m), takfe ¢ < (2,m). Prvok ¢ neméze byt
tvaru c = (2, m), kedze by potom pre prirodzené ¢&slo m; & m prvky e,
2, my) boli neporovnatelné. Pre ka?dé prirodzené &islo m musi teda byt
¢ < (2, m). Nech ¢ = (ny, my). Musi byt n, < 2, a kedie ¢ = aq,, must byt
‘dalej n, = 1. Ak ¢ = a,, dostdvame spor proti ¢ = by. Z toho vyplyva ¢ > a,,
tak¥e n, > 1, &im sme opit dosli ku sporu. V &. u. systéme G+ neexistuje
prvok a, U b,. Teda podla e) 4 nie je priamy faktor v G.

Tym je dokizané, ¥e odpoved na otdzku poloZend v tvode je zZaporna.
_ Poznimka. Pri dokaze predoslého tvrdenia by sme miesto vysSie opisanej
& u. grupy @ z price {3] mohli pouit tie% ¢. u. grupu, ktord uvédza Ky Fan
v préci [6]: nech H je mnoZina vietkych dvojic redlnych &isel (z, y) takych,
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je z — y je raciondlne &islo. Sitovanie v H je mmmso&.aa obvyklym mwomnm.,
bom (po stradniciach) a vzteh (2, 1) < (%2, ¥p) POVAZUJEME w@ splneny, Hma
% < %y, 4 < Y- H jod.u grupas jedinou komponentou. zbo.ﬁb@ R vietkych
?.4%34 tvaru (z, 0), kde z je Tubovolné redlne ¢islo, je maximalnym a kon-
vexnym retazcom v H; Tahko sa zisti, e R nie je ?,me% faktor v m -

4. Podmienka f). Viade dalej predpokladdme, 7e G je &. u. grupa s Homra._o:
komponentou a Ze R je maximélny a konvexny retazec v G, 0 € R. Uvaiujme
o nasledujticej podmienke: y

f) ak z €G*, r € B, existuje v G prvok 2N 7. ]

Za, predpokladu ako v f) musf byt 0 =207 < r, teda N\D r€ R. Pw_mm ,
pritom prvky z, 7 neporovnatelné a ak r' € mw.. r =z D r(r A zn Mr pla ~.
zrejme z N 7' =znrizar =r). Ak je Specidlne pre niektoré r € R+, r >0
splneny vztah r nz = 0, potom pre kaidé r € Rt plati 7" 0 2 H.o. .

Dokézeme, %e podmienka f) je postagujlicou na to, aby platilo tvrdenie:
vety (A). ‘

%.ﬂ Konstrukeia rozkladu na priamy gidin. V celom odseku predpokladdme ,
%o R spliiuje podmienku f). 5

Nech z € G*. Vyberme prvky 2y, 2, € G takto: ak z € R, poloime 2, = 2. Ak
2 € R, potom (kedZe R je maximalny refazec) existuje prvok r € R, neporovna~
teIny s prvkom z. V tomto pripade polozime z, =z N 7. Podla tivahy, urobenej

v ods. 4, plati teda v oboch pripadoch
, N-Nmzwlqmwﬁ».an. ()

Dalej poloime z, =2 — %+ (Porov. [2], ods. 9— Ho.ﬂ . .

Viade dalej predpokladédme, %e¢ &. u. grupa G ma viac ako jeden prvok..
Potom @ nemé najvidsi prvok, teda ani R nems najvadsi prvok.

Vyberme r € R, 7 > 2. Oznatme r — z; = 7;; Zrejme 7, € R+. Zo vzfahu

rnz=z2 vyplyva nnz = 0. Kedze r, > 0, je podla ods. 4
. rnz==0 m,ﬁd kaidé r € R+, 1)

Nech @ je mnoZina vietkych z,, pritom z E@E&ﬁ c&.ﬁ mno¥inu G*. Nech
re€ R*, % €Q. Podla (1') & odseku 12 préce [5] existuje <‘Q‘ prvok r U Nmm
prifom r Uz, =7+ 2, = % 4 7. Z rovnice 2 =2 + % vyplyva teda rovnost-

= 2o = 2 + 2. . .
? wawmwoam_@mswnwﬂ, M@ sadasne plati z =2; C\um. 2, .m ~m+, &m@w Potom je-
podIa (1) a odseku 12, (512 = uw + 2. Kedfez, 2 0,je 1 = 2 ﬁ@wNMwom.Hm“oE
7, < 7. Podla (') je 2 n 7, = 0, teda podla o\mmmw_w uwu 5] v @& wuﬂm aﬁ_wa‘.
prvok z, U z,; lahko sa zisti, Zo musi byt 2 vz = 2 U 2. Hwo&p. Am ) a o 1-
geku 12 5] je potom 2, + G=24+%mHa=%72 mor.o vyplyva tieZ z =2;.
Teda sa kazdy prvok z € aqr &% jednoznadne vyjadrit vo tvare ,N =zUY,

x€RY, yeqQ. o B
Nech z; € G, z; = %; U ¥ z, € R*, 4,€Q, i = rw.Ewuoa._M&?SM Ya»
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Wﬁ.veoE je zrejme z, < z,. Nech % = 2. Pretofe 2, < 2, < 2, platf » 4 Yy =

= W_ mrm Y M. Zy + ¥, teda ; < x,. Podobme: sa; mo.w&@l.S W A T
o i . T

a podmienky e) z ods. 2 &. u. systém G+ sa d4 rozloZif na priamy sq¥in

G+ ~ R+Q. @)

H-MMH..H <an W E_+N toho vyplyva, Ze sa @ d4 rozlo#it na wmmB% saéin G = 4B
Won - &M R+, B=qQ. u.hmmma G je & u. grupa s jedinou WoEwozg“
» must byt, ako sa lahko zisti, tie% 4, resp. B ¢&. u. grupa s jedinou kompo-
Womeoﬁ.dwnmmonmmsuBa, %e by v A existovali neporovnatelné prvky a,, a |
otom by prvky 0, a, — a, boli tie¥ neporovnatelné. Kedze 4 je & u pms M
s jedinou komponentou, existuje prvok a €4, a >0, a > ¢ a.« . Hmniw
. -~ N ’ » = U, = g -
a,a — (a, QL.H.M;E@ potom do 4* a sd neporovnatelns. Tym mEM dosli WM
m@ozw‘.:. Teda 4 je usporiadans grupa. |
ech jer€e R Ak » = 0
€. = 0, potom r € 4. Nech r < 0. P — 7
podla (2) dé sa prvok —-r vyjadrif vo tvare rom = 0 takde

—r=aub,acdt be B+ (3)

Z (3) vyplyva (ked¥e zobrazeni i dlny i
e fpicbliay zenie z — —zx, z € G urduje dudlny izomorfizmus

r = (—a) n (—b).

Ak b =0, potom r = —a, re 4. P j :
; nr = —da, - Predpokladajme, #e by platilo. b > 0. Vy-
menwo .Hlnwowoﬁz% prvok r, € R, r, > 0. Potom r, € A%, tak¥e podla 2,4 .m w%w
M ot lo o toho vyplyva, %e prvky r,, b st neporovnatelné, tak¥e tie m:im%
y ! sa woﬁogémem?m. Zsroveli je r, >r —b> —b>r, a kedde
r,r€R, na Nm.Em.Qm. konvexnosti refazca B musi byt r, — b m. -~ Prvky 0
mw —b w%v%wamg boli porovnatelné, ¢im sme dosli ku sporu. Z toho d%@ﬁav
Ze musi =0, r€4. Je teda RCA. Keds 7o 7ol 2 “
z maximélnosti refazca R rovnost R = 4 .
6. Veta. Nech @ je &. u. gru jedz ;
\ - W. grupa § jedinou komponentou. Nech R je maximdln
- konvexny »..m«.au.@n v G, 0 € R. Podmienka f) je nutnow a postatugicou na “.@
aby R bol priamy falktor v G. "
Dékaz. Ak plat f), potom j i
! » potom je podla ods. 5 R priamy fak
kladajme teraz, ¥e R je priamy faktor v G: m. ST St

G = RB. . (4
Nech z €@+, r € R*. Podla (4) sa prvok z d4 vyjadrit vo tvare
=1+ b,r € Rt b, € B+, (5)

‘WH&Bo jery < z. Ak je r < 7, potom r < z, takZe r n z = r.Nech je r > r,.
2 rAlmv a Nmnoﬁzom r =1+ 0 vyplyva podla (4), e pre kazdy prvok @mmw.
y=r + by, € R, b€ B, pre ktory platia nerovnosti Ysr,ysz Eﬂmm
Hnmme:w =1, b, <0, takfe y < r,. Z toho vyplyva r n - M. dulwm..&m

‘pripade teda existuje v @ prvok r n z, takie plati f). N .
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Poinémka. Predosls veta sa dé zovieobecnit analogicky ako bola v {2,
ods. 17,1 zovieobecnend veta (A).
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BHINIVKJBE ENU B YACTHYHO YIOPAJOUYEHHH X
IPYIIAX

AH AKYBUK
BriBoant

B pabore [2] noxasao, 4T0 BCAKAA MAKCHMANBHAA W BHIYKJIAA B HEMb B CTPYKTYPHO
ynopsmoverHoit rpynne G, cojepaaman anement 0, ABAAeTCA NPAMBIM COMHOkHTeneM b G.

IIycrs Tenepb G — 0JHOKOMUOHEHTHAH YACTHIHO YHOPA/IOYEHHAA rPynna (B TepMEHONIO-
rau w3 [3)]. Ecnn a, b €G u ecim B G CYIIECTBYeT 3JleMeHT inf.{a, b}, oOoamagEM 3TOT
aeMenAT a N b. .

0606imeayeM IMTHPOBAHHON TeOPeMBl ABJIAETCH:
Teopema. IIycts R — makcAMaibHAS ¥ BRIOYKIAA Xelb B @G, 0 € R. R ectp npamoil

coMHOMHTENs B G TOIIa M TOABKO TOINA, €CJH BLINIONHEHO cAefylomee yciosue:

f) ecnm r € R, x €G+, To B G CcymecTByeT 3iCMeHT T N 2.
Ha mprmepax [OKasHBAeTCA, 4T0 He BCe OJHOKOMIOHEHTHbE YACTHIHO YNOPAROIEHHELe

TPYNIE HCUOIHAIOT yenonme f).
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KONVEXE KETTEN IN HALBGEORDNETEN GRUPPEN

JAN JAKUBIK

Zusammenfassung

In der Arbeit [2] wurde bewiesen, daB jede maximale und konvexe Kette R in einer
1-Gruppe @, welche das Element 0 enthélt, ein direkter Faktor in @ ist.

Es sel jetzt @ eine halbgeordnete Gruppe, in welcher zu jedem Element 2€ @ ein
Elemeént y €@ vorhanden ist derart, daBl 2 <y, 0 < y.(D.h. ¢ ist »directed in der
Terminologie von [1].) Wenn a, b €4 und wenn in @ das Element inf {a, b} existiert,
bezeichnen wir dieses Element a M b. ; ’

Eine Verallgemeinerung des oben angefiihrten Satzes ist:

Satz. Es sei R eine maximale und konveze Kette in G, 0 € R . R ist direkter Faktor in G
dann und nur dann, wen die folgende Bedingung f) erfillt ist:

f) Wenn r €R, z € G+, dann gibt es in G das Element zNr.

An Beispielen zeigen wir, daf nicht jede halbgeordnete Gruppe (welche ,,directed" ist)
die Bedingung f) erfiillt.

* OPRAVA

V 8lanku J. Krempaského: Koncentricia voInych nositov naboja v nehomogén-
nom polovodidi s jednym typom vodivosti (¢. 1, str. 25) z prave;j strany rovnice
(3,2) omylom autora <%m.5&0_ koeficient e/kT, ktory potom chyba i v nasledujicich
vzfahoch. Vysledny vztah (3,11) mé sprévne znief

n—n,  ack,

g 2eN,

a vztah (3,16)

AR asE, 1-—e-%at
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Autor.



