MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV, IX, 4 — 1959

O MNOZINACH VZDIALENOSTf MN 0ZiN
METRICKEHO PRIESTORU
TIBOR NEUBRUNN a TIBOR SALAT, Bratislava

Uvod

Nech (X, o) je metricky priestor, 4, B nech sg mnoiny 4, B ¢ X. Mno¥inu
vietkych disel p(z, y), z € A4, y € B oznatime znakom D(4, B) a nazveme ju
mnoZinou vzdialenost! mno¥in A, B. mwaauzz@ ak A = B, kladieme
D(4, B) = D(A). Mno¥inu D(A4) nazyvame mnoZinou. vzdialenosti mnoziny 4.

Sttdium mnozin vzdialenosti mno#in euklidovskych priestorov viedlo k po-
zoruhodnym vysledkom a problémom, ktoré presiahli pévodny rdmec proble-
matiky. Zikladom tohto &tddia boli price W. Sierpinského, H. Stein-
hausa, S. Ruziewicza a inych. Sthrnne o tejto problematike pojedniva
monografia [1} 8. Piccardovej.

Tato prica obsahuje nadrt hlavnych vysledkov zo §tGdia mno¥in vzdiale-
nosti mnoZin euklidovskych priestorov, dalej niektoré zovieobecnenia znamych
vysledkov na IubovoIné metrické priestory a kone&ne niektoré dalsie vlast-
nosti mno#in vzdialenosti mnozin metrickych priestorov.

V dalfom znakom E, oznadujeme 7-rozmerny euklidovsky priestor, zna-
kom (X, g) metricky priestor X s metrikou 0.

§ 1. O mohutnosti mnoZiny D(4)

V monografii [1] sa odvodzuje stvislost mohutnosti mnoZziny D(4) s mo-
hutnostou mno#iny A. Ukazuje sa, %e pre konednd mno¥inu 4 CE, plati
(M znad mohutnost mnoZiny M)

m<DA < ™Mm =D

kde m = 4. Pre nekonednd mnoZine ACE,, A =n sa ukazuje platnost
vzfahu: ﬂ =1,

Z nasledujiicej vety dostaneme siivislost mohutnosti mnoZiny D(4) s mo-
hutnostou mnoziny 4 pre ACX.

Veta 1,1. Neck {X, o) je metricky priestor A, BC X, A, B nech st nekoneéné
‘mnoZiny. Potom plati:

D(4, B) < 4 X B < max (4, B).
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Dékaz. Utvorme mnozinu 4 X B. Mno#inu 4 X B rozdelime na dis-
junktné triedy T, takto: Do tej istej triedy 7';, d > 0 ddme vietky tie dvojice
[%, y] € A x B, pre ktoré o(x, y) = d. Zrejme je T, == 0 vtedy a len vtedy,
ked d € D(4, B). Nech § zna®i mno¥inu vSetkych neprdzdnych tried 7,
d = 0. Potom

DA, B)=8 <4.B < max (4, B

(pozri [2], str. 96, 217). -
Désledok: Ked A =BaAd =n (4 nekonednd), potom dostdvame

D(4) < n.

Pozndmka 1. Rovnost v predoflom vztahu nemusi platit. Nech napr.
(X, o) je Hilbertov priestor. Vezmime za 4 mno¥inu 4 — {(0,0,...,0, 1,0,
0, ...)}, teda mnoZinu vSetkych takych postupnosti, kde na k-tom mieste je
jednotka a na ostatnych miestach st nuly (¢ =1, 2, 3, ...). Potom Zrejme

D(4) = {0, Y2} a teda D(4) < 4.

2. VSeohecné vztahy platné pre D(A)

<¢§.mh.~<§®ﬁﬁ$ “N.m. Sainww%ﬁ&mm«osasmawﬁwwum%w@h»nN.H.&%;
plati . ,

D A) =2 D(4,) + 3 D(4,, 4,).

teT teT EEL E
LteT
Doékaz. Q@o d je prvkom D( M 4,) vtedy a len vtedy, ked existuji prvky
teT
z,y € A, tak, %o d = o(z, y). Uvdime, Ze z, y € > A, vtedy a len vtedy, ak
teT teT

existujt ¢,¢' € T tak, %o x € 4,, y € A,.. Teraz u¥ sta&i len nahliadnut, %e bud
t =1t"alebo ¢ = ¢'. V prvom pripade d € Mb?».r vdruhom pripade d€> D(4,,
. teT Lkt
Mﬂ\Vn .
Existujd mnoZinové systémy 4, C X, t€ T také, Ze opericie D a X sd na
nich zdmenné, t. j.
| D2, A4,) = 2 D(A,). (@)
te teT
DokéZeme v tejto suvislosti tito vetu: :
Veta 2,2. Nutnd podmienka pre to, aby pre systém mnofin {4,},t€T platilo
D(Z, 40 = 2.D(A) je, aby supd(d,, 4,) < supd(d,), ke d(4,, A,) pre t + 1
teT teT tt te . 1
u.mv sup {o(z,y), x€4,, y m,htv a d(d,) je priemer mno%iny 4,.
Dékaz. Oznadme p = supd(4,, 4,), g =supd(d,). Nech p, ¢ < + co.

tt 5 te®
Lit'eT
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Poznamenajme najprv, #e rovnost (a) je ekvivalentn4 so vzfahom

2 D(4,, 4,) € 2.D(4,) > | )

L1 teT
ako to okamZite vyplyva z vety 2,1.

Dokaz urobime nepriamo. Nech p > ¢, ammslmriwl!n > 0. Existuja ¢, t, €T

nmwumo&ks.kst% lﬁ. U&&.oima&bmmhfwmh:amF .mm

o, 9) >d(dy, 4) - 2L,

teda

b=@9) >dd, 4)— P Ly PL PO,
PretoZe o(%, y) = ¢ € D(4,,, 4,) existuje [podla (b)] také t, € T, ie 6 € D(4,).

Teda 6 < d(4,,) < ¢. Podla (C) je 6 > ¢ a to je spor.
Pre ¢ = 4 oo je veta zrejms. Ak p = + oo, Tahko sa zisti, Ze aj ¢ = +oo.
Pozndmka 2. Podmienka uvedens vo vete 2,2 plati napr. pre systém
mnoZin {4,}, t €T, ktory m4 nasledujticu vlastnost: K TubovoInym dvom

mnoZindm 4., 4, t', te€T existuje mnozina A4,., ' €T tak, e A4,.24,,

A.DA,.

Teraz ukdZeme postadujticu podmienku pro zémenu D a T u istych systémov
mnozin. ’ .

Veta 2,3. Nech{4,}, t € T je systém neprazdnych mnoZin takijch, fe pre kasds
t € T je D(A,) interval {to je splnené napr. viedy, ak A, st stwislé }. Potom k tomu,
aby platilo

bAMkA.v = M .U?A“v

e tel
stadt, aby .
sup d{4,, 4,.) < sup d(4,).

15 teT
Dokaz. Nech p < q A.osz.maEa ako v predchddzajicej vete).
Nech 4 € M D4,, hnwv“ potom & € D(4,,, 4,), t;, L, €T, t, 1, 6 = o(z, y),
£t .
Lt'eT :
x€d,, y€d,, 6§ <p<gq.Z < q vypljva existencia by, %, ¥y, HLET,
Zy, ¥, €A,,, tak, Ze p(x,, %) =6, > 6, 6, € D(4,,). Pretoze D(4,,) je interval
a 0 €D(4,), je aj 6 €D(A,,) a teda 6 €. D(d,).
teT
Priklad. Ak p = ¢, veta nemusi platif. Nech napr.
4,=¢0,1) pre n =10,2,4,86, ..

4,=(0,1>pren=1,3,5,17, ...
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Potom p = q = 1, zatial S0 DD, 4,) = <0, 1) a oMbEL = <0, 1).
0
Nech 4,CX,1=1,2,...,n,
"A,24,> ... DA,D4,,

“potom Tahko nahliadneme, %e D(II 4;) = 11 D(4,). Toto nemusi platit pre ne-
i= i=1

i=1
konédny systém mnozin. Nech napr.
A= {a,,85, ...a,,...}CX

je (nekoneéna) spodetnd mnozina. Polozme
A, = {a,, Gyy1; Cps, --- 5> 0 =1,2,3, ...,
zrejme je

A4,24,5...04,0...,114,=0,
n=1

teda D(ITA4,)=0. Ale 0 D(4,), n =1,2,3, ...

n=1
takze [T D(4,) = 0.
n=1

V daliom ukéeme postadujiicu podmienku pre platnost uvedeného vztahu
pre nekonedénii postupnost mnozin.

Veta 24. Nech A,(6 = 1, 2,3, ...) sd kompakty » (X, o),
A, DA4,04,5...04,> ... :

Potom  plaii:

D(IILA4,)=11D4,).
n=1 n=1

Dékaz. 1. UkdZeme, 7e D(I1 4,) C II.D(4,). Uvéime, Ze Hmkaﬂmn pre
n=1 n=

n=1

kazdé k = 1,2,3, ..., odtial ihned vyplyva D(IL4,) € ILD(4,)

2. UkéZeme, ze [T D(A,)C D(IL A4,).Nechd € Himb?m:v, potom d = o{%, , Yn)s
n=1 . n=

n=1
n=123,..., z,,v, €4,. UvaZujme postupnosti {z,}r Cv“..@h« (2).
Vietky &leny oboch postupnosti st prvkami mnoziny 4, . KedZe 4, je kompakt,
existuje postupnost {z, };’.; vybrand z (1) tak, Ze z, — z €4,. Z postup-
nosti {y,, }e=1 Vyberieme postupnost Qﬁ@ﬁt tak, aby Y, Y €4,.

Uviime, Ze Tpy, > T Jed = E&Ee. N?:V a @mmwmoam% dost velké l uz Ty, € Ay,

225



Y, €4, . Z kompaktnosti A, vyplyva, %e z,y€d, (m=1,23, ...),

teda z, y € I1 4, a ked¥e

=1

d = g(z, y) = lim p(z

A0, 5 Yoy ),

dostdvame odtial, 7e d € D(IT 4,).
SR : g

Poznimka 3. Z prvej dasti déokazu je jasné, Ze pre Iubovolny. m%m&B
{4,}, t € T mno#in z X plati:

DL 4,)cII.D(4,).
¢ ¢ .

§ 3. MnoZiny vzdialenosti réznych druhov mno¥in

Je zndme (pozri .T; Ze mnoZina D(A) nemusi byt izolovani, i ked 4 je
izolovana. Napr. .
1 ‘1 1
A Hﬁr 1 +s|u.w“w+xwﬂf.:§u§+wﬂu V

1 1 1
a “PM, 5 w5 ,wﬂ,.vnbAmv.

Dalej sa da ukézat (pozri [1]), e mnozina vzdialenosti otvorenej mnoZiny
G CE, je mnosinou G;. Dokaz tejto skutoénosti sa zaklad4d na moznosti vy-
jadrit @ ako zjednotenie spodetného systému otvorenych intervalov a na
vete 2,1. : .

Oznaéme v daliom znakom d(M) priemer mnoZiny M. Potom plati:

Veta 3,1. Nech ACX. Potom d(4) = d(D(4)).

Doékaz. Pre Iubovolné =, y € 4 je e(z, y) < d(4), teda pre kazdé & € D(4)

je 6 < d(4) a ked¥e d(D(4)) = sup {0}, dostavame odtial d(D(4)) < d(A).
" 8¢ A(D)

Naopak, ak § < d(4), 6 € D(4), potom existuji z, y € 4, tak, %e 6 < o(z, y).
Kedie o(z, y) €D(4), vyplyva odtial vzfah & < d(D(4)) a teda d(4d) <
= d(D(4)). -

Désledok. D(4) je ohranidens vtedy a len vtedy, ak je ohranidens A.

Veta 3,2. Nech A4 je kompakt v (X, @). Potom D(4) je kompakt.

Doékaz. Ohranidenost D(4) vyplyva z predolej vety. Uzavretost D(A)
dokéZeme takto: Nech d, € D(4), d, ~>d. Potom d, = g(z,, v,), %,, y,€A.
Rovnako ako v dbkaze vety 2,4 nahliadneme, %e existuji postupnosti

{2, Y2, U, i vybrané z {z,}¥, resp. {y,}° tak, de z, —> €A,
.ﬁ..f -y mkw.nmmm

:N‘.N

d=lim (=, ,y, )= o, y) € D(A).

>
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MnoZina D(4) mdze byt hustd (pozri [1]) i vtedy, ked 4 neobsahuje Ziadnu
neprazdnu huste rozloZent podmnozinu. Nech napr. R je mnoZina vietkych
kladnych raciondlnych &sel,

B= {r,r,75,...,7,, ...}

MnoZina

d={r,n+rnn+rn+r, e}
zrejme neobsahuje Ziadnu neprizdnu huste rozloZenw podmnozinu (je to izo-
lovand mnozina) a predsa D(4) = {0} + R je hustd v €0, +o0). . -
Veta 3,3. Nech ACX, A hustd v (X, g). Potom D(A) je hustd v D(X). .
- Dokaz. Nech d € D(X), treba ukézat, %e d € D(4) (D(A) je uzéver D(4)
v D(X)). Kedie d=o¢(z,y), z,y€d =X, existuji postupnosti {z,}7,

pritom d, € D(4) (n = 1,2, ...), teda d € D(4).
Veta 3,4. Nech 0+ ACX, A sivisld mnosina. Potom D(A) je interval
s lavygm koncovym bodom 0.3) . . -
Doékaz. PrekaZdé a € 4 definujeme na mnosine 4 zobrazenie fi(x) = o(z, a)
do <0, +o0). f, je, ako ihned vidiet, spojité zobrazenie 4 do <0, +o0):
Teda f,(4) je stivisla mnozina v <0, +oco). Kedie D(4) =, f,(4) a 0 I1 £,(4),

. aed acd
je D(A) neprizdna stvislé mnoZina v <0, +-o0), teda D(A4) je interval obsa-
hujici bod 0, ktory je zrejme jeho Iavym koncovym bodom,
-Skimajme teraz Gphnost priestoru. D(X) (D(X) chapeme ako podpriestor £;).
Ak (X, ) nie je tplny, potom o tplnosti D(X) nemo¥no nid uritého tvrdit.
Napr. ak X je mnozina vietkych racionslnych &sel, potom D(X) = (0, 4-o0),

{%.37 bodov z 4 tak, e z, - z, Y —>y. Potom d, =p(z,,y,) - o(z, y) = d,

+ X nie je Gplny priestor. Ak X je mnoZina vietkych iraciondlnych &isel, potom

D(X) =<0, +c0) je tiplny priestor. “s
Z tuplnosti (X, ¢) nevyplyva Gplnost D(X). Nech napr. X je mnoZina vet-
kyeh postupnosti ; . gy -

% = {1,0,0,...,0,...}

0 b

fn=1

— 1
uﬂw .,HH ”Ou H + M.u Qv

mauﬁouovou :_,MW,O, V
. C k=1 - . .
Metrika o(2, ¥), Z = {2;}7, ¥ = {¥:}7 je definovéna takto:
T e@ B =sup|z — .

k=1,2,3,...

Zrejue jo o(%;, ¥;) > 1 prei & j & preto v (X, o) st cauchyovské womgwi.owﬁ

!} Slovo interval méZe znalit aj zvrhly interval, t. j- jednobodovi mnozinu.
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‘Ale
. n—1
; 1 1 1 1
D(X) t“mp L+l gdg 1+ M S V
k=1
. n-1
nie je Gplny Am:.@eowo neobsahuje 2 = lim T + M INWV v .
n-»w
. k=1

Definicia. Mnofina ACX sa nazyva monomorfud, ak .:mm&s.&&.m A'CA,
A’ &= A takd, Ze A’ je izomelrickd s A.

Teda ak A nie je monomorfni, potom existuje 4'CA, A’ & A4 tak, %e
D(4) = D(4’). Naskytd sa tito prirodzens otdzka: Ak 4 m4 tu vlastnost, e
pre nejakd mnozinu 4'CA4, 4’ A je D(4) = D(4’), moino potom tvrdif,
Ze 4 nie je monomorfna? Lahko ukdZeme, %e to tak nie je. Nech napr. (X, o)
je priestor s trividlnou metrikou (t. j. (=, y) = 0 pre =z = y, o(z, y) = 1 pre
z =+ y), X = 3. Nech 4CX, 4 nech je prave trojbodovi. Vezmime 4'C A,
A’ nech je dvojbodovi. Potom D(4) = D(4') = {0, 1} a pritom A, A’ nie sa
izometrické. Zrejme A nie je izometrickd so Ziadnou svojou pravou pod-
mnozinou, teda 4 je monomorfni. Existuje teda monomorfnd mnozina 4,
ktord mé t4 vlastnost, Ze obsahuje pravi podmnofinu A4°CA tak, Ze
D(A4) = D(4").

MnoZina vzdialenosti mnoziny A CE, majicej kladnt Lebesguovu mieru
obsahuje interval, ktorého Tavy koncovy bod je 0. Tento vysledok je obsiah-
nuty v préci [2] H. Steinhausa. W. Sierpinski ukdzal (pozri [3]), Ze D(A)
méze nebyt meratelna (L), i ked 4 je meratelnd (L). Ak viak ACE, i b?mv
st meratelné (L) a u(4) > 0, je aj u(D(4)) > 0 podla citovaného dwm._@mwz
Steinhausovho.

- Treba edte poznamenat, ze D(4) méze mat kladnt mieru, i ked 4 m4 mieru 0.
Prikladom takej mnoziny je Cantorovo diskontinuum C, pre ktoré D(C) =
= <0, 1> (pozri [4]).

§ 4.-Operacia D ako mnoZinova funkeia

Tvorenie mnoZiny vzdialenosti @?5 k mnoZzindm A4 € X mozno chdpat ako
mnoZinovi funkeiu definovani ‘na systéme 2%, podmno¥in metrického pries-
toru (X, g), ktorych oborom hodnét je systém podmno#in z 2<%*), Tito

mnoZinovs funkeia (dalej len funkcia) sa d4 charakterizovat spomedzi vietkych

funkeii uvedeného typu niekolkymi jednoduchymi vlastnostami. Plati tato
veta: v .

;. Veta 4,1, Nech (X, p)je metricky priestor. Existuje prdve Jedna funkcia F
definovand na 2% s oborom hodnot v 2<%=) | ktord md nasledujice vlastnosti:

(1) Pre-ka%dé- 0 + A€ 2% je 0€ F(4) . F@)'=@. -+ - -

totoZné s postupnostami skoro staciondrnymi. Teda (X, o) je uplny priestor.

(2) Pre ka#dé A, BE€2¥; AC B je M.MMWOQAEV.
5dé A € 2% je d(F(4)) = - )
MMW MﬁM NMM. a}CF(A) Q%RMSA existuje aspori jeden kompakt KCA tak, ze
F(K) = {0, a}. PR P ) . -
(5) Pre {z, y} € 2% je F({z, y}) uzavretd mnozina.

Touto funkciou je prdve funkcia D. .

. Déokaz: Funkeia D skutoéne uvedené vlastnosti ma. <.—pmmswm& ﬁ,wv E%Em

z vety 3,1 a ostatné vlastnosti si zrejmé. Dokézeme, Ze je to jedind taka m:zwomw.

%. j. ak pre nejakd funkeiu F plati (1)—(5), potom F(A) = b?: pre 4 €2
Toraz dokdzeme rovnost D(4) = F(4). Nech a € D(4), potom o(z, ¥) = ;

z,y€A. Kedie {z,y}CA4, tak F({, y}) CF(4) (podla (2)). Podla (5) je

F({z, y}) uzavret a v désledku (3) je d(F' {2, y) = d({z, y}) = m@ y) = W...

teda F{{z, y}) je aj ohranitens v E,, teda je to kompakt. Polozme x; =

— inf P({z, y}) a % = sup F({z, y}). Zrejme 2, %1 €E({z, y}) a9y — 2 = -

Pretose 0 € F({z, y}) je ,=0a teda y, = a, muw.m ﬁ?ﬁn@?ﬁ. e
Pre prizdnu mnoZinu 4 je opatnd inklizia zrejma (1). Nech BﬁoNE@MA

je neprézdna a nech @ =20, @ eF(4). Aka=0 wOeOb.p a.mUA\C. Zmor. te M

a > 0. Pretote 0 € F(4) je {0,a}CF(4). Podla (4) existuje v 4 WOBHV@W@ K

tak, e F(K)= {0,a}. V dosledku (3). je d(K)=d(F(K)) = d({0,a})=a

a preto v K existuju dva prvky =z, y tak, Ze o(2, y) = a. Teda a € D(4) mm

C D(A). . ”
EMW—M“M%& Gwlvav nie st nezavislé. Uviedli sme ich <m.¢§% len Hﬁ.\m zjedno-
dusenie dokazu vety 4,1. Ukazeme, Ze vlastnost (5) plynie z Omem.mswor vlast-
nosti. Teda na to, aby sme charakterizovali funkeciu D, vystacime s immnw
nostami (1)—(4). Formulujme to v tejto vete:
Veta 4,2. Nech F(A) md olastnosti (1)—(4). Potom md aj vlastnost (5) do-
nca v tomio zosilnenom tvare: )

NSGQ Obraz dvojprvkovej mmoZiny je dvojprokovd mnofina. Viastnosts (1)—(4)
st nezdvislé. N
Dékaz: Nech {z,y}CX, x= y. PretoZe F({z, y}) mé kladny priemer,

obsahuje okrem nuly aspoii jeden prvok z, . UkdZeme, fe x, = &W&m d = o(=, w\v

je priemer mnoziny {z, y} (a teda aj Eboﬂb% F({=z, N\wv, dWWSEm to tak, Ze

dokéZeme, ¥e v mnoZine F({z,y}) sa nemdze nachidzat Ziadny prvok %
spliiujéci nerovnost 0 <, < d. KedZe pre w.m@mso Z, \N F( m«m QS b\awﬂmug

z, > d a kedZe existencia prvku z, € F({z, Qt j zarubend, dokazeme Wuﬁr NM

z, = d. Sitasne tym dokéZeme, Ze je to H.am.E% prvok z F({x, y}) rézny od

Bﬁ%ﬂow teda 0 < x, < d, x, € F({z, y}), potom k mnozine {0, z,} CF({x, ¥})
existuje podla (4) kompakt K C {z, y} taky, %e F(K) = ,ﬁov T} 8&@ Mxmwww..h,
= d(F(K)) = d({0, x;}) = ,. To je spor, pretote v mnoiine {z, ¥} st en dva.
; riemerom 0 a d. . .
WQM,MMMMM% Mw%o dokazat nezévislost vlastnosti (1)—(4). K tomu zostrojime
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4 priklady. Prvy bude ukazovaf, Ze vlastnost (1) nezavisi od ostatnych troch
vlastnosti a dalSie priklady budd po rade ukazovat to isté pre ostatné vlast-
nosti. - :

Priklad 1. Funkciu F(4) definujeme takto: Nech ¢>0.

FAy={z:xz =y + ¢, y€D(A)}.

Priklad 2.
\Aou d} ak A4 je neprazdny kompakt, (d je priemer A4)
) =

D(A) pre ostatné 4.

Priklad 3. Nech &k >0

Fy={s:a=1, y € D(A)|.

‘Priklad 4. Nech F(4)=1<0,d), kde (0,d) je interval v E, (d > 0 je
priemer mno%iny 4 ). Nech F(0) =, ¥({a}) = {0} pre jednobodovi mnoZinu {a}.

Podrobnou diskusiou tychto jednoduchych prikladov sa nebudeme za-
oberaf.

V stivislosti s pojmom mnoZiny druhej kategérie vyndra sa tento problém:
. Ak (X, g) je druhej kategdrie v sebe, potom efte D(X) nemusi byt druhej
kategérie. Stadi vziat za ¢ trividlnu metriku. Nech viak je aj D(X) druhej

kategérie a nech A CX. Ak 4 je druhej kategérie v (X, g), je potom nutne
D(A4) druhej kategérie v D(X)?

K tomuto problému poznamendvame, ze D(X) méie byt druhej kategdrie,
i ked X nie je druhej kategérie v sebe. Napr. X = C, €, Cantorova mnoZina.
(D(C) =<0, 1))

§ 5. Operacia D a Hausdorffova limita postupnosti mnoZin

Vyfetrime efte sivislost opericie D s Hausdorffovou limitou postupnosti
mnozin metrického priestoru. .

' Pre operaciu D a Hausdorffovu limitu platf zrejme tento vzfah:
.EEN»L Clim b?&s&s,.wmo {4,}n=1 je TubovolIns postupnost mnoZin z X.

- Ak m4 platit pre nejaki postupnost {4,}w., vyrok:

lim 4, — 4 = lim D(4,) = D(4),

potom podla ,wgmo%mro je nutné a stadi, aby

ch.oE= - lim D(4,) € D(4). _
* Nutnost tejto podmienky je zrejma. To, %Ze je to podmienka postadujiica,
plynie zo vzfahov: =~ ‘ v _ T

D(lim 4,) € lim D(4,) C lim D(4,) C D(lim 4,,). -

Hovorime, ¥e opericia D(4) mno¥inovd funkcia je spojité na 2%, ak plat
RS lim4, — A; A, 4 €2*= D(4) = lim D(4,).

L. Mi4ik upozornil na tento problém: .

1. Aké je nutna a postadujica podmienka, ktori m4 spliiovat priestor (X, 0),
aby D bola spojité na X.

2. Ako maji vyzeraf postupnosti mno#in {4,}m-: (v priestoroch, kde b
obecne nie je spojitd), aby platila vysie uvedené implikécia t. j. z A, >4
aby vyplyvalo D(4,) — D(4). ‘

Otszku 1 rie§i tato veta:

Veta 5,1. Nech (X, @) je metricky priestor. Funkcia D(A) je spojitd na .wx
vtedy o len vtedy, ak X je koneénd mnofing.

Dékaz: Nech X je konetns. Nech 4,CX, (n =1, 2,...); lim4, = 4.
Skimajme Tim D(4,). Staéi dokézat, Ze lim D(4,) C D(A). Nech d €lim D{4,),
potom d € UTAE“Y (k=1,2,...), teda .

d= mﬁﬁawv m\zwv“ Loy s Yn, m}han Qn =1,2,...).

Pretoe X je koneind mnozina, je X X X konedna.To znamend, Ze existujd

vybrané vOmmcchmﬁ Aﬁasmuuru @:»L%n_ tak, Ze

z,, = ¥y, .SEHHS. pre j=1,2,...

\nkv.
Teda z, € im 4, = lim A, =A, y, €A, (%, Yo) = d € D(4).

Nech X je nekonednd mnoZina. Vyberieme postupnost {%,}n=1 & pomocou
tejto postupnosti zostrojime postupnost mnoZin {4, }n=1 tak, aby 4, CA, 4,

m=12,...), UAWH A,) =0, mﬁxmav =+ ¢. (Pozri priklad za vetou 2,3.)
n=1

n=1

Pretoze I A, =lim 4,, 1L D(4,) = lim D(4,) je
n=1 N30 n=1 n—>w®
D(lim 4,) & lim D(4,).
fn—ro0 fn—ro

5
K 2 uvedieme tieto postadujice podmienky:

Veta 5,2. Na to, aby pre postupnost mno¥in {A, 1, 4,CX, W..ﬁha“h

platilo lim D(A4,) = D(4), staéi, aby nmoZiny B, = > A, boli kompakty.

Dékaz: m.emmm dokézat (podla vysiie uvedenej pozndmky), e
lim D(4,) CD(4). Z vety 2,1 a 2,4 dostavame:

@ o

fm D) =11 3 (4, 1LDO, 4,) = DAL 3, 4,) = Dlim 4,) = D(A).
1 m

m=1n=m me= n=m =1n=m
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Veta 5,3. K platnosti lim 4, = A = lim D(4,) = D(A4) staéi, aby
1° Mnofina > 4, bola kompakind v (X, p),

n=1

2°4=72 A,.
n=1

Dékaz. Ak d €lim D(4,), potom d = oz, ¥, ), Znr Yu, €4,,.

- .

Existuju postupnosti ,MHE:VS 1 ,@;:wﬁ_ tak, Ze Tay m,

Yo > Y 4, Y€2 A b j. 2,y €4, teda d € D(4).

n=1
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O MHOMECTBAX PACCTOAHUN MHOKECTB
METPUYECKOI'O HIPOCTPAHCTBA

THUBOP HEYEPYHH U TUBOP IAJAT
Brsoxm

B aroit crarem asTopa paior 0630p Bamuelinx pesynbTaToB KaCAIMAXCHA PACCTOAHME
MHOKeCTE B EBrymgosom mpocrpanctse. Ha Apyroi crpame garmor obobmenus HEKOTOPHIX
PesynbTAaTOR 3HAKOMBIX B [pocTpadcTBax Erkimma, mis HPOH3BOMLHKX METPHYECKEX
OPOCTPAHCTB M TaKHe HEKOTOPLIE HOBHle PC3YIIGTATEHL.

Ilycrs (X, ) MerpEuecKoe npocrparcTeo. ITycts 4, B € X. MAoHecTs0 Beex uncen ofz, V),
z € 4, y €B 06osuaunm D(A, B) 1 Ra30BEM MHOKECTBOM BCex paccrosHER MBOKeCTH A, B.
Honowum D(A, A) = D{4) gnx A C X. :

B nepsoii wacru pabornr mceneayeres casn MEKIY MOMHOCTAMH MHEOMecTB A 1 D(A4).
Ecam A4 6ecxoneyno r A <nrTo ﬂ = n.

Bo Bropoii uacti npusenentr xexoropsie o6mue dopxrynrt s D(A) u pano meobxozmMOe
(reopema 2,2) m pocrarounce yenoene (reopema 2,3) jia NepemeHs onmepanuii D u X.

Teopema 2,2. Heobxopuameim YCIOBHeM I TOro uTo0n cacreMa A, t €T, A, C X VIOoBNe-
TBOPANA PaBEHCTRY

D(J A) = Y D(Ay) )

¢ teT teT

ABJIAeTCA yenosre sup d(A,, Ap) < sup d(Ay).
L=
rue RWWA: Ay = sup {o(z, y), = € Ay, y € A¢);
¢
d(A;) — nusmetep MuoxecTBa A;.
Teopema 2,3. Ecan D(A,), (¢ € T) asnsercs WHTEpPBAJIOM, TO XA BeMONHeAns (1) mocra-
TOYHO 9TO0HE ’
sup d(4 A¢) < sup d(4y)
Lt teT
t,te T

Apanormapan npobaema pewera anA onepangit D » H.

Teopema 2,4. Tlyete Ay, (i=1,2, ...) Komnaktet B (X, 0); A3DA4,D.... Torma
@ .0

D(II A4n) = IT D(A4,)
=l n=1

B 1peredil wactm mccnmenyiotes MHomectsa paccTosmmik PASIRYRLIX BHAOB MHOKECTE
METPEYECKOTO IIPOCTPAHCTRA.

" ‘Teopema 3,2. Ecim A womnarr B (X, g) TO D(A4) xomnaxr (B 0, 4o0).

Teopema 3,3. Ecaz A C X, A nnotHO B (X, @) To D(A) unormo (B €0, 4-00) -

Teopema 3,4. Ecan 6 4+ A C X, A cpasnoe MHOKeCTBO, T0 D(A) ABIAeTcs MHTEPBANOM
JICBLIM KOBRIOM KOTOPOI'0 eCTh Hy:Ib (cJIOBO METEPBAN MOKeT 0603HAYATE TOKEe ONHOTOYEHEOS
MHOKECTBO). ’ - 5 A

Ha npamepe noxasugaercs 1ro n3 nogHOTH UpogTpancrea (X, @) He BEITekaeT Heo6X0AMMO
nonugoTa. -D(X). - TI T s

. B manmefimem cosmaercn KOHCTPYKIMA MOHOMOPJEOTO MEOMecTBa A C X, roropoe co-
HepuT coGCTBeHHOe MOXMHOMeCTBO A’ C A Takoe, uro D(A) = D(A4").

B uermeproif .9acTH Hccnenyiores -cBofictBa onmepammn D .kax DYRKIER MHOMECTEA.
(OtoGpancenne mpocrpanctea 2X B 240, +) . ITokaswBaercs ato D — Kak orobpaxenne F
fpoctpancTsa 28 B 2<0 +©) MOMHO X8PAKTEDPH3UPOBATS CHACAYIOIHUME CBOACTBAME:
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1° Haa Beaxoro A, 0 # A € 2X ameer mecro 0 € F(A). F(d) =

2° i BCAKHAX asyx 4, B; 4, B €2%; A C B mmMeer Mecto F(A4) n F(B

3° Ecuu A € 2X 10 d(F(A)) = d(4)

4° Ecnm {0, ¢} C F(A) 10 cymecrByeT XOTA O&l omua xomnakr K C.4 juA oroporo
F(K) = {0, a}.

B KomTe 570l TacTH aBTOPA IPeANIaraioT CiIeRyomui onpoc: Iycrs (X, p) MerpAvecKoe
upoctpaHcTBo, nycrs D(X) mpomectBo BTOpo#l Kateropmm B < 0, +oo). Ecom A C X, 4
Bropoif wareropum B (X, ¢), meoGxonmmo — am tarske D(A) Bropoil kareropmu B D(X)?

B mATOR 9acTH H3yYaIOTCA HEKOTOpHE BONPOCH Ha KOTOPHie mpeaynpepmn JI. Mummk,
KacaloNmecs CBA3M MeXKAY onepamuedd D m xaycmopcKoro mpefena UOCHeN0BATeNALHOCTH
MHOECTB B METPHUECKOM IPOCTPAaHCTBE.

Tosopum, 9ro D mempephiBHA B (X, ) €CIH JNA BCAKOH MocHeNoBaTenbROCTH {An}n.

AnC X,lim 4, = A4, ameer mecto lim I)(A4,) == D(4)
=|v8 i=—p0
B sro#t 4acTm gaHO HeoOXOgEMOE M AOCTATOYHOE YCJOBMe IS HenpepsBHoCTH D (Komeu-
BOCTH IpocTpancTsa (X, @) 1 TakKe OCTATOYREE YCAOBHA JUIA TOro, 4To6H 1714 HeKoTOpoi
NOCIEXOBATEALHOCTH MHOMECTB {A,}° |, A, C X An — A, Benomuunocs (2) (reopema 5,2

n=1"
" 5,3). , "

ON THE SETS OF DISTANCES OF THE SETS
IN A METRICAL SPACE

TIBOR NEUBRUNN and TIBOR SALAT
Summary

In this paper the authors give a review of some important results relating to the sets
of the distances belonging to the sets of the Euclidean space, on the other hand they
give some generalizations of this results for metrical spaces not necessary Euclidean
and also some new results are given.

Let (X, p) be a metrical space. Let 4, B C X. Then we denote the set of all numbers
o(z, ¥); * € A, y € B by means of the sign D(4, B) and we call it the set of all distances
of the sets 4, B. We pubt D(4, A) = D(4) for 4 C X.

In the first part of the paper the relation of the cardinal number of the set 4 to the
cardinal number of the set D(4) is studied. If A is infinite and 4 <n then UA\C < n.

In the second part some general formulas for D(4).are given. The necessary (theorem
2,2) and the sufficient ?roon.ma 2,3) conditions for the change of operations of D and H
are introduced. .

Theorem 2,2. The =maomw§4% condition for the validity of S.E 85305

D(Q 4 = 3 D(4y) . SRR ¢V

teT teT ¢ o
where t €T, A, hN _m the 4@7&&% Om avm relation o

sup d(A4;, A) < sup d{4y), where d(A;, 4, )= sup Amﬁa. yY; = m\m? Q m&._.v
okt ted . e

E\E is. the diameter.of the set A;.
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Theorem 2,3. Let for every t €T is D(A4;) an interval. Then a sufficient condition for
the validity of (1) is
sup d(4;, A;') < sup d(4,)
tht' teT
Analogical problem for the ovmnm&mobm D and 11 is studied.
.55035 2,4. Let h: i=12...) are compacts in (X, ¢), 4; D4, ..

Then ED?VHHHE\?V TR

n=1 n=1

In the third part the sets of the %mnmﬁoom of var ious WS% of the sets in a Em»m._n@w
space are studied.

Theorem 3,2. If 4 is a compact in (X, ¢) then D(4) is a compact (in (0 + oo).

Theorem 3,3. If A CX, A is dense in (X, g) then D(4) is dense in <0, +o0).

Theorem 3,4. If 8 = A C X, A is connect, then D(4) is an interval with the left
end-point zero. (The word interval may significate also a one-point set.)

An example is given showing that the completness of the space (X, ¢) does not in-
fluence the completness of D(X).

Further a construction of monomorfe set 4 € X containing a proper set 4’ C 4
such that D(4) = D(4’), is given. ,

In the fourth part are discussed the properties of the operation D as of a set function.
(The mapping of the space 2¥ into <0, +o0). It is shown that D as a function of set F,
which mapps 2% into <0, +co) may be described by means of the following properties:

1° For every A, 0 &= A €2X is 0 EF(A) . F(9) = 0.

2° Forevery A, B; A, B€2%; A C Bis F(4) C F(B).

3° For every A€2X s d(F(A) = d(4).

4° If {0, a} C F(4) then there exits at least one compact K C 4 such a&ﬂa F(R) =

= {0, a).

At the end of this part the authors put this question: Let (X, ¢) be a metrical space
and D(X) is a set of second cathegory in (0, +o0). If 4 C X, 4 of second cathegory;
is then necessary also D(A) of second cathegory in D(X)?

In the fifth part are are discussed some questions suggested by L. Miik. These
questionts relate to the relation cm operation and the limit om a sequence of avm sets in
the sense of Hausdorf.

We say that D is ooﬁﬁﬁﬁoﬁm in (X, S. if for every sequence {4,}" , 4,CX,
lim 4, = A the relation

n—>rw

lim D(4,) = D(4) (2)
n—pa0 N

is valid.

In this part is given a necessary and sufficient condition for the continuity (finitness
of the space (X, Evmbm further sufficient conditions for validity of (2) for a sequence
of the sets {d,},., 4,CX, A, > 4 (theorems 5,2 and 5 wv



