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0 ISTOM ZOBRAZENf KOMPLEXNEJ
PROJEKTIVNEJ ROVINY

VACLAV MEDEK, Bratislava

B. A. Rozenfeld [1] udidva jednu moZnost interpreticie komplexného
projektivneho priestoru P, (i) tak, Zek bodom tohto priestoru priraduje priamky
realneho projektivneho priestoru Py, A. P. Norden [2] sa zaoberd touto
interpretaciou pre m = 1. Cielom tejto prace je odvodif niektoré zdkladné
pojmy a vzfahy tejto interpreticie pre n = 2.

1. Pod komplexnou projektivnou rovinou Pyi) budeme rozumiet mnoZinu
vetkych usporiadanych trojic &isel [z + @i, %3 + x4, x5 + 2ei]Y), kde aspol
jedno z redlnych &isel z,; je rézne od nuly; pritom dve usporiadané trojice
Gsel [z + xo, 3+ .&»f z + eil, [o(zy + i), el + zd), o(ws + we)ls
kde ¢ = A -+ pi == 0, budeme povazovat za ekvivalentné. Tym sme rozdelili
mno#inu vietkych usporiadanych trojic do tried. Ka%dd triedu nazveme
bodom roviny Pyi), kazdd usporiadand trojicu &isel z tejto triedy nazveme
predstavitelkou tohto bodu a kaZdym takymto trom usporiadanym &slam
budeme hovorit stradnice toho bodu.

Nech bod X je urdeny predstavitelkou [, + %o, Ty + Tal, x5 + Tl]. Potom
vietky ostatné predstavitelky bodu X majt tvar [Az, — px, + (uxy + Azy) i,
Azy — pxy + (uy + A%y i, Axs — ue + (uxs + Azg)i]. Ku kaZdej takejto
predstavitelke moZno priradif (aZz na pomer 4 : p) prave jeden bod redlneho
projektivneho pitrozmerného priestoru P, o stradniciach {Az; — px,, pa; +
e ATy, Ay — py, s+ Ay, Ars — pe, s + Az,]. Vietky tieto body vy-
plnia zrejme priamku X, prechidzajicu bodmi X(,, &y, %3, %4, Ts) Z6)?)
a X' (—x, Ty, — T4, L3, —Tg, Ts)- Kazdy bod X € P,(i) definuje takymto spd-
sobom v priestore P; involutérnu kolinedeiu | o rovniciach o

F 7’ ’ ¢ 4 ’
Ty = — Ty, Ty = Xy, Ty = — Ly, Ty == T3, Tz = —Tg, Tg = L5,

ktors nemd Ziadne samodru¥né body a spojnice odpovedajicich si bodov s6
obrazmi bodov roviny P,(i). Lahko nahliadneme, Ze toto zobrazenie bodov
roviny P,(i) do uvedenych spojnic v Ps je jednojednoznaéné. Spojniciam typu

. 1) Niekedy budeme pouZivat i takéto oznadenie X; = z; + T, Xp = a5 + 241, Xy =

= %5 + Tl
%) Prebod X € P,(i) a X € P;budeme pouzivat to isté oznabenie, pokial nebude méct

db6jst k nedorozumeniu.
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XX’ v P; budeme hovorif k-priamky. Z vlastnosti zobrazenia ihned vyplyva
#e dve rdzne k-priamky nemajd nijaky spoloény bod. »
Pod priamkou p € Py(i) prechddzajicou bodmi A, B, kde A == B budeme
rozumiet mno¥inu bodov X, ktoré mo#no vyjadrit takto: X = 14 + uB, kde
A=A + A, p = py + pei. Stiradnice prislusného bodu X v P; st potom

T, = My — k@ + by — pbs, x4 = Moy + A2y -+ mby + fesbs,
Ty == M@y + A8y + by + paby, x5 = Mas — At + prbs — feabs, (1)
Ty = MOy — Ay + pub; — pabe, Zg = Mg + A5 + pibg + b,
kde [a;, 4+ a5, a; + a4, as + agl a [b; + by, by + by, bs -+ bi] st predstavi-
telky bodov 4 a B. Ak 4, Ay, pty, p4; prebiehaji vietky redlne &isla, potom

MMMW% body X vytvoria trojrozmerny priestor ?P;. Na to stadi ukdzat, Ze
ica .

@;, -—ag, @H ’ I@M
Qg, ay, by, b,
ag, —ay, by, —b
Qf Q\u ’ Gf @w «Mv
a;, —ag, b;, —bg
Q\a ’ Q.w ’ @a 3 @m

mﬁm romno".wn 4. Priamym vypottom sa presved&ime, e determinant z prvych
ftyroch riadkov tejto matice m& hodnotu (a;b; — @sb, — ab, + ab)? 4
+ (ashy + by — azb, — ab,)? Z predpokladu 4 = B vyplyva, fe matica

An«u +&»rau+a&r§m+aam
by 4 byi, by + byd, by + bl

mé hodnost 2. Potom determinant z prvych dvoch stipcov musi byt rézny
od nuly . .

[a 4 @i, a3+ a4
By + by, by + b
+ @by — ashy — anby) i 0.

Z toho uZ naSe tyvrdenie vyplyva priamo.

Trojrozmerné priestory, ktoré st obrazmi priamok roviny P,(i), budeme
nazyvat k-priestormi.; "

. »P_w zvolime v k-priestore PP, za zédkladné body bizy body 4, 4', B, B’ (st
rwﬁmac.m nezévislé, preto¥e matica (2) m4 hodnost 4), potom bod X € P, mé
mﬁmm,a.om (A , Aas ey fio) & bod X'(—2y, Ay, —phs, py). Vidime, Ze involicia I
ﬁm:w:uo v priestore 2P involdciu I' o rovniciach A{ = —A, 4, = 4y, Hy = —ls,
15 = iy . Spojnice odpovedajicich si bodov v involdeii I’ st Nn.wmm.EW% a tvoria
v 7P, kongruenciu navzdjom mimobeZnych priamok.

43@ 1. Dva rézne k-priestory maji spolobni prdve jednu k-priamku.

UOHSN. Dva rézne trojrozmerné priestory v P maji vidy aspoil jednu
@.EmEWﬁ.mwo_omuﬁ. Nech X je bod spoloény dvom k-priestorom. Potom obidva
tieto k-priestory musia obsahovat aj bod X' a teda celd k-priamku XX".

= aybg — by — ash; + ab, + (ah; +
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Okrem tejto k-priamky nemdZzu mat spolodny Ziaden bod, pretote by museli
maf spolotnt dalSiu w-wiﬁ.amp a potom by museli splynit. :
'Z tejto vety priamo vyplyva, e dve rozne priamky v Py(i) maji spoloény
prave jeden bod. Vietky. priamky roviny P,(i), ktoré prechidzajd jej Tubo-
volnym bodom O, mdZeme potom dostat takto: Zvolime Tubovolnd priamku
0 € P,(i) neprechidzajicu bodom O. Potom spojnice bodu O so vietkymi bodmi
priamky o st zérovel vietky priamky prechadzajice bodom 0. Tento systém
priamok nazveme zviizkom priamok o strede 0. -
Zvizok priamok v Py(i) sa zobrazuje takto: Dand je k-priamka 0, a k-priestor
op,, ktory ju neobsahuje. Potom ka3da k-priamka priestoru °Py spolu s priam-
kou O, urduji k-priestor, ktory je obrazom jednej priamky zvizku v rovine
P,(i). Takyto systém k-priestorov budeme nazyvat zvizkom k-priestorov
s osou O;.
2. Kolinescie a antikolinedcie roviny Py(i), t. . pribuznosti o rovniciach

X;=4,X; (a) X;=4,X; (b) (3)
maji ti vlastnost, Ze transformuji body do bodov. Odpovedajiice transfor-
méacie v P; musia maf potom ti vlastnost, e transformujd k-priamky do
k-priamok. :

VySetrujme také kolinedcie v priestore Ps, ktoré transformuja k-priamky
do k-priamok. Plati: ; .

Veta 2. Nuind a postacujica podmienka, aby Lolinedcia K priestoru Py
transformovala k-priamky do k-priamok je, aby Kl = IK. .

Dékaz. Nech kolinedcia K mé rovnice

Yi = Cylre.
Koline4cia K priraduje teda bodu X bod Y. Dalej nech K(X') = Y. Aby koli-
nedcia K transformovala k-priamku XX’ do k-priamky, treba, aby body YFY
lezali na jednej priamke, a to pre Tubovolni volbu bodu X. Prvé dve siradnice
bodov YY'Y st
Yy = ATy + A 1 GasTs + @y + O1sTs + T
Yy = — Ogy Ty — Opgy ~— Go3®y — Posa — Qg5T5 — A%
Yy = Qya®y — ATy -+ Qs — G13Ta + Q16%5 — A15Te;
Yy = ATy + A%y 1 Baa¥s + oy | AasTs + TaTe>
Y5 == A%y + Gy - G1aTs 4 @142 + G155 + G16%es
; Yy = Gy — Uy ¥y - Boa®s — D23Ts + Qg5 — @5
Aby body Y, Y7, Y lerali na jednej priamke pre Tubovolny bod X, musia
existovat také &sla A, u, », ktoré nie st stdasne rovné nule, Ze plati .
. Ay, + pyi + 09 =0, Ay, + uys + 9. =0,
o to nezévisle od disel z;. Musi teda platit napriklad ,
Aay — Pl + va, =0, Mgy — pgy — vy =0,
Ay + py + v85 =0, Aoy + Uiy — vy = 0.



Ak vypotitame pomer A : u : v z prvych dvoch rovnic a z poslednych dvoch
rovnic, dostaneme porovnanim vysledkov rovnicu
Ay + Qpplgy = 0. . (X)

“Ak vypoditame pomer 1 : u : v z prvej a poslednej rovnice a tak isto z druhej
a tretej rovnice, dostaneme porovnanim vysledkov rovnice

2 P3 2 2 _ 2 > 2 2
ay — a3 + afy — ag = 0, @y — G5 — aj, + af = 0.

Z toho

Ay = 0y, Qg = ay,.
-Dosadenim do rovnice (X) zistime, e md¥u nastat tieto dva pripady:
L oy =@y, @ = —ay 2. ay = —ay, @, = ay. Tym istym postupom, po-

uZijic aj ostatné siradnice y;, y;, ¥; bodov Y, ¥’, ¥, dostaneme obdobné

vzfahy pre koeficienty a,,. Rovnice kolinedcie K mézu maf potom dvojaky
tvar:

Y= Ay + 0% + A3%3 + Ay -+ 5T -+ ag,,
Yo = —Qoy + O3%y — Q3+ Ay — G5 + a5,
Ya = bxy + byxy + by¥y + byy + byzg - bz, (a)
Yo = —bo; 4 by — bx3 + byxy — bezs + by,
Ys = O + Ca%p + €T3 + %y + 575 + cgg,
Yo = —Co%y + 1Ty — %3 + Co%y — €5 + Coig;

(4)
Y1 = 3Ty oy + X3%g b xgy + 575 + xg%,
Yo = %%y — 0%y | gy — 63Ty + 6Ty — oy,
Ys = Pitty + By + Ba%s + Baky - By + Bes,
- _ (b)
Yo = Pomty — B2y + Bixs — By + o5 — Pz,
Ys = V1% + Yo% + Vats + VaZa + V5T5 + Ve,
Y6 == Y2y — V1% + Va3 — V35Ts + Ve%s — Ys-
Lahko sa presvedéime, Ze pre obidve tieto kolinedcie plati KI = IK.
Nech naopak plati KI = IK. Potom porovnanim prislusnych koeficientov
ihned vyplyva, Ze kolinedcia K musi maf alebo rovnice (4a) alebo (4b).
Veta 3. KaZdd - kolinedcia (antikolinedcia) roviny Py(i) je reprezentovand
v priestore Ps kolinedciow typu (4a) typu (4b) a naopak.
Dékaz vety vyplyva ihned z rozpisu rovnic (3a) a (3b).
Kolinedcie typu (4a) budeme nazyvat kolineiciami prvého druhu a koli-
nedcie typu (4b) kolinedciami druhého druhu priestoru P;. Z tvaru rovnic
kolineécii prvého a drubého druhu vyplyva, %e kaZdd kolinedciu druhého

druhu moZno dostat ako siéin istej kolinedcie prvého druhu a tejto Specialnej
kolineédcie druhého druhu:

’ , ’ . s , 5
Ty =Ty, g = —&,, T3 = %3, Ty = —Xy, Ty = I3, Lo = — - A v

Identickej kolineacii roviny P,(i) odpoveds identicks kolinedcia priestoru Ps.
St&inu dvoch kolinedcii K,K; = K, roviny P,(i) odpoved4 stdin odpoveda-
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jécich kolinedcif prvého drubu v Py. Skutodne, nech Ky(X) =¥, Ky(¥) =2,

potom Ky(X) = Z. Bodom X, Y, Z odpovedaji v Py wnwmmmww% X, .MM: xN_
a pre odpovedajtice kolinedcie prvého druhu v P; (ktoré oznatime gwwms . wm
— Yo
K., K;) musi platit tiez K(X,) =Y:, K(¥y) =2, teda KX, = 2,, &
‘A x = K ' ” s i . ¢ = %
wmomsowo& roviny P,(i) tvoria grupu. Sdin wOwEmpo.E a @Hme_w\owwbm@owm I8
antikolinedcia a séin dvoch antikolinedcii je kolinedcia. Kolineacie a anti-
koline4cie tvoria grupu. .
Z predchidzajicich ivah vyplyva: » o .
Veta 4. Kolinedcie proého drubu v Py tvoria grupu. Sdcin wo?.ga‘ae.a »S.em\ N:ov
drubu, a kolinedcie druhbého drubu je kolinedcia drubého drubu. Kolinedcie prvé
a druhého druhu tvoria grupu. . \ o ‘
Nech A, B, C si rézne body priamky p € P,(i). Zvolme siradnicovy m%wwmmw
tak, ahy tieto body mali stradnice A(1, 0, 0), B0, 1, 0), C(1, L 0). Nec
X =34 + uB, kde u 50, to znamens X = 4. Potom dvojpomer

(4BCX) = 4 ax* e reslne dislo, mo#no dat tomuto faktu geometricky

vyznamn, mew 7P, u.otw%mmmaoﬁ do ktorého sa zobrazuje priamka p. Sdradnice
bodov 4, B, C, X v tomto k-priestore st A(1, 0,0, 0), B(0,0, 1, 0), C(1, 0, 1, »3
X(4, 0, u, 0). Vietky tieto body leZia na jednej priamke a zrejme (4 BCX) = Ik
Vidime @WW ;e Tedlne &islo, vietky body X vyplnia celti spojnicu ABC (s vy-
nimkou vo%: A). k-priamky, ktoré prechddzaji bodmi spojnice 4BC, vy-

tvéraji regulus (spéjaja body spojnice ABC aimv mcwogom I EE.&.@SW donM
spojnice A‘B'C’). Dvojpomer (4BCX) u.m teda dvojpomer k-priamok p

ddzajici ‘mito bodmi v tomto regule. -
ormwyﬂ@“““mw NMEM@&&@ priamky k-priestoru ,E&:.? jediny _,.mm:rpw.\HMmNQmu
Stvorica k-priamok tohoto regulu mé redlny 98%0&.5? to Nsmbmob? NM .N&
prisluing $tvorica bodov v rovine Py(i) ma redlny dvojpomer. Takyto system
bodov roviny P,(i) nazyvame refazcom. Plati teda: ‘

Veta 5. Refazce roviny Py(i) sa zobrazuji do regulov w?u@xm.% z wwﬁwsagcw.

Podobne ako v reilnej projektivnej rovine, aj v rovine P,(i) HL@.S“ :
Veta 6. Jediné involutérne kolinedcie roviny Pi) si jej harmonické homo-
logie. ‘ \ o .

Do6kaz mo#no robif presne tak ako v reilnej wwoum_wsﬁx.a rovine [3}.

Prislugna kon$trukcia v Py vypadé takto: Nech 00'je Nn-w\n&aw.m omwo<\om.m-,
jiica stredu homolégie. Nech °P; je k-priestor ommvog.m&ﬁop.oﬁ Wonwowomﬂm
pritom k-priamka OO’ nele#i v priestore oP,. Nech hm% .Hw w-w%@wa HONMN od
00’ a neletiaca v °P,. Potom k-priamky 00" a A4’ urduji w-wimmeﬁ P, , MMM
mé s k-priestorom °P, spolo&nt k-priamku 44". w-wEmBW.% Q.Q v.bm» ;- 2
leZia v k-priestore °P, a urduja v fiom refazec. V tomto refazci existuje k-pria
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ka BB’ harmonicky zdruZena ku k-pri

Bl : -priamke 44’ vzhlad jni )

a A4’ a to je hladana k-priamka. fadom v spofniee 00
.< EOYIE mﬁ\: existuje jediny typ antikolineécii [1]. Vhodnou volbou sirad-

nicového systému moZno pisat rovnice antikolineicie vo tvare

,..Hm?o msﬁ_wozcomﬁm..l& za m.@BOWN@N w.om% vietky body, ktorych o
- o 4 j
predstavitelka mé vietky sdradnice redlne. . Y . Koryeh jodny
| w <mm.:w5~ body, ktorych jedna predstavitelka mé vietky stradnice redlne
va MMNEn sa do bodov roviny °P, o rovniciach 2, = 24 = %, =0 stiam
§e roviny, ktoré ikni iny ° inedciami .
et % y, ktoré vznikni z roviny °P, kolinedciami prvého druhu r-rovi-
Veta 7. r-rovina neobsahuje Ziadne k-priamky.
| %wwmm. Vetu stadi dokizat pre r-rovinu °P,. Body roviny °P, maju sui-
.M@ Eom, .AP 0, 5,0, 9.8. Involtcia I privaduje tymto bodom body (0, a, 0, &
, €). 63. body leZia v rovine °P,. Roviny °P, a °P; sil zrejme Egowwmnm
a wmm.m rovina °P, neméZe obsahovat Ziadnu k-priamku
ritérium, podl 5 Z it, & i 7 # i
ot podla ktorého mozno urdit, & rovina je r-rovinon, uddva této
. Moww& 8. Rovina je “.idSs\Es vtedy a len vtedy, ak obsahuje také tri body, Ze
tie uw ! Yy a @&”@ k nim priradené involdciou | si linedrne nezdvislé. .
4 6kaz. Rovina °P, je urens bodmi 4,(1, 0, 0, 0, 0, 0), 45(0, 0, 1, 0, 0, 0)
,o mMVc.oo“ M& 0, 1, 0). Involdcia [ transformuje tieto body do bodov 4:(0 w. o“
m.u 4 .v. .onu 0,0,1,0,0), 450, 0, 0, 0, 0, 1). Kolinedcia prvého druhutrans-
oMBEo tieto body do bodov 4(a,, —ay, by, —by, &1, —02) Adya;, —a,, b
- ~ - 3 3 s Ty, 3
“ »@u OwMu Q»Vv xu.u?«um\ —Qg, @mu II@@- Cs» lﬁm? \A.MAQN. ay, @mu mu: Cos Guv“ »A...\WAQM‘
~ mmm 55 r.f mf ouv.v k%a?.a..: D, b5, Cg, C5). Tieto body si linedrne nezivislé,
00 e mﬁ@&bwow. tvoria stipce v determinante kolineicie. Rovina °P, sa
pritom transformuje do roviny P, uréenej bodmi 4,, 4,, 4. :
) WW st naopak dané lineirne nezivislé body 4,, 4,, 45, 47, 4;, 45, potom
WM y kM: 4;, mm.ﬁmﬁﬁ rovinu a existuje jedind kolinedcia prvého druhu
xA.OHMJ H.Mawmmow\msﬁa body .\r..\»? A, A}, A;, A} po rade do bodov 4,, 4 .
muw M.Tm % .ﬂ\w a teda-rovina urdend bodmi 4, 4, 4; je r-rovinou T
efinicia. V&etky body roviny P,(i), kioré sa zob 4 e
B . ! . razujd do k- ina-
jucich r-rovinu, tvoria 2-refazec. ’ LT R B
Vela 9. Existuje jeding idzajict
R & 9 2-retazec prechddzajici Styrmi bodme } i
z Nwwﬁi\aw Zadne tri nelefia na jednej priamke. g s bodms: roving 130
6kaz. i i
Do MN Z.@MWW body M, ~< : P, Q roviny P,y(i), z ktorych Ziadne tri nelezia
: oﬁw mu %Em e, N.ovnm&:uz sa do k-priamok M, Ny, P,, @, priestoru Ps;
W Em”w Ziadne triz @n.SBoW M,, N,, P,, @, nembiu lezaf v jednom N?waomeoam
e e@EM M, .~<~. je urdeny k-priestor 1P, a priamkami P,, @, je urdeny
?ﬂﬁmmﬁoﬂ\ Py w-m.ﬁomeon% 1P, 2P, majd spolodnt k-priamku O,. Nech O je
ovolny bod priamky O,. Bodom O prechidza jedind priamka la taks, Ze
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pretina priamky M,, N;; nech md 8 tymito priamkami gpoloéné body M,N.
Podobne bodom O prechédza jedind priamka *a pretinajica priamky Py, €1
v bodoch P, Q. Priamkami a, *a prechadza r-rovina P,, pretoZe napr. body
M,N, P, M, N, P st linearne nezavislé. Kazdym bodom priamky 0, pre-
chadza teda jedna r-rovina, ktora pretina k-priamky M,, Ny, Py, Gy
Naopak nech nejakd r-rovina P, pretina priamky M, N, P, Qv bodoch
M, N, P, Q. Potom body M, N a ich spojnica 15 musia lezat v k-priestore 1P
a body P, Q a ich m@&.io@ﬁ v k-priestore 2P;. Pretore priamky '@, a leia
v jednej rovine, musia sa pretinat v bode 0. Bodom O prechédza k-priamka 0,
spolotnd obom k-priestorom *Pg, 2P, . Pretofe takd priamka je len jedna, je
0, = 0,. Teda r-rovina P, je jednou z r-rovin, konstruovanych v predchidza-
jicom odseku. .
Priamky M;, Ny, Py, Q, pretina teda systém r-rovin, ktoré maji ti vlast-
nost, %e kazdym bodom priamok M,, Ny, 0,, P, @, prechadza prave jedna
rovina tohto systému (budeme hovorif o k-systéme r-rovin). Nech R, je
k-priamka pretinajica r-rovinu P, v bode R. Potom priamka B, pretina vetky
rroviny k-systému. O bode R méZeme predpokladat, Ze nele?i na Ziadnej
z priamok 'a, *a, pretoZe v tych pripadoch je tvrdenie zrejmé. Zvolme bodom R
dve priamky 'r, °r. Priamkou r prechédza k-priestor 1R, a priamkou *r
k-priestor *R;. k-priestory *Rs, 2R, maji spolodni priamku B, . Lubovolni

int 7-rovinu P, toho istého k-systému pretinajd priestory *B;, *By ¥V priam-
kach 7, 7, ktoré sa pretinaji v bode R. Tymto bodom musi potom prechidzat
aj priamka R, ktors teda pretina aj rovinu P,.

Veta 10. Dany je 2-refazec r-rovinow P, a k-priamka P,, ktord neprislicha
tomuto 2-retazcu; potom existuje jediny k-priestor P, priamkou Py taky, fe md
s dangm 2-refazcom spoloény refazec. :

Dokaz. Kaidy trojrozmerny priestor m4 s rovinou P, spoloény aspoft
jeden bod. Ziaden trojrozmerny prietor prechadzajtci priamkou Py nemodZe
obsahovat rovinu P, lebo by sa museli potom priamka P; 2 rovina P, pretnuf.
Priamkou P, a rovinou P, je uréeny gtvorrozmerny priestor P. Priestor P,
nemdie obsahovat rovinu Pj (roviny P,, P; obsahujti 6 linedrne nezévislych
bodov), preto ju pretina vV priamke Q. Priestor P urdeny priamkari Py, Q1
je k-priestor. Skutotne, pretina rovinu Py ¥ priamke Q,, ktord ma aspon jeden
bod A spoloény s priamkou Q, . Potom priamka P, a spojnica 44 urduju ten
jsty priestor Py a je teda k-priestorom. Priamka Q, musi potom splynit
s priamkou @, a priestor P, je hladanym k-priestorom.

Nech Pg je iny k-priestor prechadzajtci priamkou P; a pretinajici rovinu P,
v priamke Q, . Potom priamky @; 2 0, maji spoloény bod A a priestory Ps, P,
by mali okrem priamky Py spolotni eSte priamku AA’, %o nie je moiné.

Poznémka. Priamku @, mozeme dostat priamo ako @iammmiaz.wi@maog
P,, urdeného priamkou Py a rovinou Py, s rovinou Ps. o

Pomocn veta. Refazec je reprezentovany k-priambami kvadriky @3 v k-pries-
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tore P,; potom k lubovolnej k-priamke P; je 2drufend poldra @, takiief
k-priamkou.

Do6kaz. Priestor P, nech mé rovnice z; = z; = 0. Kvadriku @} uréime
priamkou p = (0, X 0,), kde 0,(1, 0, 0, 0, 0, 0), 04(0, 0, 1, 0, 0, 0). Kvadriku Q3
tvoria vietky k-priamky pretinajice priamku p. Rovnica kvadriky Q% je
potom z,x, — x,%, = 0. k-priamka P, nech je uréena bodmi A(a,, a,, a;, a,),
A’{—a,, a,, —a,, a;). Polirna rovina « bodu 4 vzhladom na kvadriku Q% mi
rOVNICU @,%; — A5, — @%; + a;2, = 0. Poldrna rovina «’ bodu 4’ vzhladom
na kvadriku Q3% ma rovnicu a,x; -+ a,%, — 2,23 — @z, = 0. Ak nejaky bod B
le#{ na prieseénici @, rovin «, «', lahko sa presvedéime, e na nej lei aj bod B’
a teda priamka @, je k-priamkou.

Nech R je I'ubovolny 2-refazec reprezentovany r-rovinou P,. k-priamka P,
nech neprislitcha 2-refazcu R. Potom podla vety 10 existuje jediny k-priestor Py
prechadzajtci priamkou P;, ktory mi s 2-refazcom R spoloény refazec.
V priestore P, zostrojme k priamke P, zdruZent poldru @, vzhladom na tento
retazec. Potom k-priamky P,, @, nazyvame zdruZenymi vzhladom na 2-re-
tazec N a prislusné body P, @ v rovine P,(i) taktieZ zdruZenymi vzhladom
na 2-refazec R. .

4. V tomto odseku sa budeme zaoberat vzijomnou polohou refazcov
a 2-retazcov.

Veta 11. Dva rézne refazce v rovine P,(i) mou maf spoloéné Ziaden, jeden
alebo dva body.

Dokaz. Nech retazec ! je urdeny v priestore Py priamkou p a refazec 2
priamkou 2p. Kvadriky Q3 a Q%, ktoré reprezentuju tie dva retazce mézu
lezat vo dvoch réznych k-priestoroch 1P;, 2P;, alebo v jednom P,. Ak leZia
v roznych k-priestoroch, potom tieto priestory maji jedind k-priamku spo-
lo¢nd. Tdto priamka méZe alebo nemusi prislichat obom refazcom.

Nech teraz obidve kvadriky Q%, %Q% leiia v jednom k-priestore P;. Potom
kazd4 priamka modZe mat s kvadrikou 2@ spoloény Ziaden, jeden alebo dva
body. Treba ukdzat, e vietky tieto tri pripady méZu nastat aj pre priamku 1p,
ktord nie je k-priamkou. UkédZem to na troch konkrétnych prikladoch pre
priestor P; o rovniciach z; = 5 = 0 a kvadriku %@} o rovnici z,2, — Z,7; = 0.
Priamka 'p = [(1, 0,0, 1) x (1, ,1, —2, 1)} nemé s kvadrikou %Q% Ziaden bod
spolodny; priamka p = (1, 0, —2, 1) X (—1, 2, 0, —1)] ma4 jeden a priamka
1p = {(1, 0, 0, 0) x (0, 0, 0, 1)] dva body spoloéné s kvadrikou 2Q3%.

Veta 12. 2-refazec méZe alebo obsahoval retazec, alebo s nim mdZe mat spo-
loéné #aden, jeden alebo-dva -body. : :

Doékaz. 2-refazec nech je reprezentovany r-rovinou P, a refazec priamkou p
v k-priestore P,. Priestor P, mé%e mat s rovinou P, spoloéniu alebo priamku g,
alebo bod @. V prvom pripade ide o tvrdenie vety 11 a v druhom pripade
mébie k-priamka @; alebo prislichat retazeu alebo nie, diZe 2-refazec ma
8 retazcom alebo jeden alebo Ziaden bod spoloény.
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Veta 13. Priamka roviny Py(i) mé%e mal s 2-refazcom spolobny alebo cely
jeden bod. 3

*mamannMMm.gw.Wiomwg P, reprezentujuci priamku a r-rovinu P, reprezentujica
9-refazec mozu maft spoloéni alebo priamku alebo bod. o L

Veta 14. Dva rézne 2-refazce mbsu mat spoloéné &wvo «3 .5&@38 nezdvislé
body, alebo jeden bod alebo bod a retazec nim neprechddzajici, alebo i&au@w. |

Dékaz. Nech 2-refazec R je urdeny r-rovinou °P; a w-uamm&wo‘ R r-rovinou
oP,. Potom existuje cely k-systém r-rovin &uﬁ ktoré ammw uréuji w.wm(mm\mwuo Mm
UkéZeme si najprv, Ze iba koneény podet rovin “Py mére mat spoloéné ov%
s rovinou °P,. Predpokladajme, Ze 2-retazce N, Mm maji nekonetne E‘bo i
spoloénych bodov. Potom k-priamky — og.,pN% tychto woﬁ.wodw — wuoﬁwbwwc
rovinu °P, v nejakej mnoZine bodov. Vietky tieto body (s 4%555.5 Wouoobw. M
poétu) musia leZaf na jednej priamke. Keby to a._o,cor.u SW” mpﬁ by sa nijs
gtyri také body, %e Ziadne tri z nich by neleZali na <H¢QESHE@EW¢ m\m..am-
tazce R, R, podla vety 9, by museli splynit. Nech teda <m£wW% mﬁ. wom% A.m AQEWD-
kou konetného pottu) lezia na priamke p. H.QSEQ pa P’ uréuji w-@wﬁm&mﬂm 5 -
Nech 1P, je r-rovina, ktord prechadza vo.moB R, ummb%Bwo m@&oob%o_p ~o (ow
priamky p. Rovina iP, musi pretinat aj vietky Omwmg.gm N?HVE@BWM spo o,,oao
obom 2-refazcom. PretoZe viak tieto priamky (s 4%55.55 kone#ného podtu)
lezia v priestore P;, musi rovina 1P, pretinat P, < H.Em.w%o. Bodom R pre-
chédza ale jedind priamka, ktord pretina Om.em&d@ Nn.m.ﬁmmww&. awamﬁo@w a.a %
priamka p, musi teda rovina P, obsahovat H:.:.?EHE P Kazda ind z H‘.oﬂz Py
moéZe pretinat rovinu °Py, v bodoch, ktoré neleZia H.& ?.EBWW% wlgwuar wBon
byt iba konedny podet. Existuje teda iba konelny womma rovin ~.u§ meuo www\.
tinajt rovinu °P,. KaZdd z rovin “P, moZzeme wo<m\mo<mu¢ za Tovinu vP, a o<m a
fivahu mdZeme zopakovat pre roviny vP, a rovinu °Py; existuje nm.m@ H.U@ Woﬁoo.ﬁ%
podet rovin «P,, ktoré pretinaji rovinu °P;. U,oE...Ame&% eﬁm&:m eammmﬂmwm
konetny podet rovin k-systému =P, ktoré pretinaji alebo rovinu P, alebo

Nt

HOWMMW WM:\E@ 2P, nepretina ani rovinu °P, ani H..o&bﬂw eﬁn Zwow .4 u.ﬂ?ﬁol
volny bod roviny °P,. Bodom X a rovinou 2P, je urdeny QSWONEQS.% H:Wa-
stor P, . Priestor “P; pretina rovinu °Pyv Un@o 2X' (keby ju @8&.5&,.4 \HVHMWE dm“
mala by tito priamka spoloény bod s rovinou 2p, a teda uoﬁ,ww Nuwuw s um
sa pretinali). Bodu 2X" odpoveds involicion ._ v rovine °P, bod N . Pri =N§<0m
1X —» 2X je kolinesciou, pretoze bodom a priamkam wm%oémﬁs. u&umwbm.\omc
body a priamky a incidencia sa zachovava. Samodruzné body tejto kolineacie

urduji spoloéné body retazcov R, R. Z klasifikdcie kolinedcii vyplyva potom
tvrdenie vety priamo. ‘
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OB OIHOM OTOBPAMEHUU KOMIOJEKCHOR
OPOEKTHUBHON MJOCKOCTH

BAIRJAB MEJER
Bruoan

B cTaThE paccMaTpEBaeTCA OTOGpANKEHHE TOTEK KOMILMIEKCHON NPOEKTHBHOR HIOCKOCTH
P(i) ra npaAMble BenlecTBEHHOTO NATHPA3MEPHOr0 NPOEKTUBHOIO npocrpaEcTBa P, Bubepe~
JeHul OCHOBHEIE CBOMCTBA 3T0T0 0TOGpaeHHA M NOKA33HO KaK 0TOOpaKaIOTCA KOJJIHHEANMH,
AHTYROJJMHEAINH, Nelst ¥ 2-nensl. PaccMOTPEHH TOKe COOTHOIICHWA MEMXAY HEnAMA
n 2-nenaMa.

UBER EINE ABBILDUNG DER KOMPLEXEN
PROJEKTIVEN EBENE

V. MEDEK
. Zusammenfassung
‘In dieser Abhandlung ist die Abbildung der Punkte der komplexen projektiven
Ehsne Py(i) auf die Gsraden eines reellen fianfdimensionalen projektiven Raumes Pg
untersucht. Bs sind die Grundeigenschaften dieser Abbildung ausgefihrt und es ist

gezeigt, wie sich Kollineationen, Antikollineationen, Ketten und 2-Ketten abbilden.
Zuletzt sind die Zusammenhiinge zwischen Ketten und 2-Ketten untersucht.
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