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1

UvaZujme o Postupnosti pokusoy €=F,E, ... B, (pokus E; 14 nasleduje
Po pokuse E), pri¢om vysledkom TubovolIného pokusu Z; € € mése byt prive

jeden z ndhodnych javov 45, 4, .., 4; (n > 1 je dané prirodzené dislo).

Budeme hovorit, %e konedns Postupnost 9, = @y Gy, ..., a, &sel
%€{L, 2, ..., n} opisuje priebeh prvych % pokusov Postupnosti @, ak vy-
sledkom pokusu E; je jav mw.\ G=1,2, ..., k). Znak P(Yy = ay, a,, e @)
pouZijeme pre oznadenie pravdepodobnosti, Fe priebeh prvych £ pokusov z ¢
bude opisovat postupnost o, = q,, @3, ..., 4. Pre pohodlnejsie vyjadrovanie
zavadzame znak P(A,) = 1. oo .

O pravdepodobnostiach P(Y, = ay, a,, .. - @) vyjadrujicich ‘zakonitost
skiimaného pretritého stochastického procesu, pravda, plati: ‘

(A) 1 = PN, = ay, a, - @) =0,

pre Iubovolné & celé nezgporné a pre Tubovelnd pripustni Postupnost: 9,
a plati dalej: : ‘

Qwv .MH.%AMC,I TR T Qs t) ”NUAMS =01 Gy, ., ay)
a je teda vidy: S - . .

anH.@TwHH C =

= © > .MWEVH@:. a4, ..., @) =P(Yy) =1

Je zndme, e o pravdepodobnostiach

, v .@o@:@bo@w ow@WoN@wu\ar nezavis-
Iych pokusov s rovnakym rozlofenim pravdepodobnosti g Jen: ¢ takejto po-
stupnosti plati:) _
%Amﬁlﬁiﬂ Qrs Bas oy, i .@_.twy, = .Eﬁ?mﬂ@? Do sv 0 570y) P, = ),
; ey AHV

L Pozri.napr. B. V. Gn edenko, Kurs teorii. verojatnostej, Moskva,. 1954,
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iy <Wo$w~ s, ro vietky réane pripustng Postupnosti g, , g,
Ae11- Je tieZ zndme, e désledkom splnenia odmienky (1) 3 s Ba, .
rovnic: P podmienky (1) je platnost tychto

P, == Y = — .

(U = a,, a,, ce stfﬁ@?lam. iy -5 @), (2)
kde mwt 3, - .., a; je Tubovolng pripustng Postupnost a (s, lyy ..., 4y) je Tubo- L
volnd permutdcia, #isel L2 ..k dalej z ( 1) vyplyva: .

,M .Nvﬁwﬂxl.n =ay, s,

P2 ces @, 4, ) =P(%,; = a, G, - a4, f). (3)

Inym mov.wm zndmym désledkom splnenia, podmienky (1) je tento désledok:

o absolutnej meomﬁimzob&.v pravdepodobnosti P(A}), 2o vysledkom k-teho
pokusu bude jav A%, plati:

PA}) = P43 = .. — Py = ... (4)

pre Tubovolné ¢ € {1, 2,...,n} a pre Tubovolné &slo % Pprirodzeng.
V na%om brispevku budeme ga, zaoberat takym stochastickym Procesom

po w:..woBm::& znémych veci predoslime eSte pozndmky, ktoré osvetlia vafah
podmienky (2) k ostatnym podmienkam (1), (3), (4). Ako bolo u# konstato-
vané, plati: . .

ACHVAMY Euv@“ ACHVRVM

¢ize: Tubovolng z Podmienok (2), {3), (4) je nutnou podmienkou Pre platnost
rovnic (1). :
Lahko sa Presveddime, e plati toto-

(1)=(2) = (3) = (4).

Ew& aj (3). Ak totiz jo splnend podmienka (2), potom stiget, z (3) mo#no upravit L
takto ,.
...HMHN.VGHin”@m&? ..;a\:mv& ”..WWAQENH&TQQ ceea Oy, g, 1), a ‘

z doho ihned podla, (B) Vyplyva rovnics, (3). Obdobne je to, ak Postupnost
%5 @y ..., @4, je prizdna (t. i- ked k& = 0). Plat{ preto (2) = (3). Doké¥me ‘
napokon, Ze (3) implikuje (4): ak je splnens podmienka, (3), potom je nutne L.
pre TubovoIné s € {2, ..., n} a pre Tubovolné % Pprirodzend: 1

:
@W Eﬁtuacs&:;si.vu P =ay, 0y, ...,0,,, i)

n
..TWH.WAE» T 0y, ., i) = Py, = 4,8, ...,a,,, 1)

NS e ot e .

a teda:
.Nv?&m;uv” M M M.TAMF+~ =y, @, ....Qaumv”wawﬁwﬂumv ”Nv?&wvv

;=1 a=1 a =1
¢o dokazuje platnost vztahu (3) = (4).

UkéZme elte, %e #iadne dve z podmienok (1), (2), (3), (4) nie s ekvivalentné.
Ze podmienky (3), (4) nie si ekvivalentné, je zndme. Podla vy3Sie uvedeného
je ktordkolvek z podmienok (1), (2), (3) ostrejsia ney podmienka (4), t, i-
platnost rovnice (4) je sice nutnou, nie viak postadujiicou podmienkou pre
splnenie ktorejkolvek z poiadaviek (1), (2), (3). Ako priklad na, stochasticky
proces, v ktorom je splnena potiadavka (3) a nie je splnend poriadavka (2),
méZe ndm posliZit zovieobecnend Pélyova schéma takto konStruovani: nech.
7 =2 a nech 4 je Tubovolné &islo z intervalu (0; 1). Nech pre Tubovolnt
pripustnd kone&nii postupnost a,, a,, ..., a;,, pri Tubovolnom celom nez4-
pornom k plati:

Nuawri.u”awam Ayy Cpyy, %) P(Wyyy =ay,a,, ... ay, %)
bl ¢ 4 3 3 b = H — k 3 +mu
W@?t“&?&? cee Gy, Gryy) { ) WES”&T&? ces )

_ (%)
ak je i = a;,, a nech je:
Py =a,,a,,...,0a,, Tpi15 8) (1— 4) Py =0y, 0, ..., a4, 14)
Py = ay, a,, ey O, Qpyy) ‘ P, = a5, 05, ..., a;) °
(6)

akjei % a,,,, [prik =0 kladieme P(%,) = 1 a podiel Py =ay,...,a,0):
Pl =a,,...,a,) prejde v pravdepodobnost P, = 1)),
Pomocou rovnic (5), (6) moino zrejme pri danych pravdepodobnostiach

P =p; (kde 1 > 2> 0; D p;=1) a danom &sle 4 urdit Tubovolni
i=1

pravdepodobnost P(¥, == D, 0, ..., ), kde 1 =234, ... . ,
Z rovnie (5), (6) vyplyva pre Iubovolné i € {1, 2. .. ., n} toto:

n
M .wAwﬁwuwm = Ay oy Gy, sV ==
Fppr=1

WG?..IH&CQ? ce @y, 1) m i
=(1— . _
( 4) P, =a,, 0, ...,a,) gTWnum.Aﬁ»i
Ty gy ey By, Gpyg) m_mxw.;t =585, 0., Oy, 1) = )
= A_, - kv,.mAwﬂT: =a, Tas - - vy A5 &v + B%A@Hw+n = @.Hq Qm,p seey g, @.v ==
. =P(Wppy =ay, a,, ..., a,1).

' Teda opisand zovieobecnens Pélyova schéma, -vyhovuje podmienke (3) pri

=1

Tubovolnom 4 €(0;1) a pri Iubovolnych P:€(0; 1), kde > p, = 1. Tato
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schéma nevyhovuje viak podmienke (2), lebo napr. pofiadavke P(9, =
=1,1,7) = P(Y, =1, 7, %) mo¥no vyhoviet len tak, ked 4 =0 a to je .uz
pripad opakovanygch nezévislych pokusov, vybodujiici 2 rdmea nami opisanej
zovieobecnenej Pélyovej schémy. . w ,

_UkéZme napokon pomocou jednoduchého prikladu, e splnenie poziadavky (2)
nie je postadujicou podmienkou pre platnost rovnic (1): Nech P1: Doy« ooy Py
(kde n > 1) 80 TubovoIné &isla € (0; 1) také, Ze plati Mv P;= 1. PoloZme pri

! <

Tubovolnom % prirodzenom:-(x) P( AU =ay,a,, ...,a0;) = Pi, ak je a; = a, —
= ... =a =ic{l,2, ol (B) P(W =y, a5, ..., 0,) = 0, ak ¥ A, sa
vyskytuji aspoii dve rézne ¢isla. Takto definovandé pravdepodobnosti priebehu
pokisov postupnosti & vyhovuji zrejme poziadavke (2) a nevyhovuji po-
Ziadavke (I), t. j. :&...mo 0 postupnost opakovanych nezgvislych pokusov.
Plati teda (4) non = (3) non = (2) non ( 1), ¢im je naSe tvrdenie dokizané. 7 uve-
deného vyplyva preto ohladom vzijomného vzfahu medzi uvaZovanymi po-
Ziadavkami toto: po¥iadavka (2) implikuje poZiadavky (3), (4), je nutnou, nie
je viak postadujiicou podmienkou pre splnenie poziadavky (1).

* O postupnosti & budeme hovorit, Ze je postupnostou opakovanych skoro
nezavislych pokusov, ak pravdepodobnosti P(%, — @y, g, ..., a;) priebehu
pokusov tejto postupnosti vyhovuji pozZiadavke (2). :

Poznidmka 1. Uvedeny nizov opakované skoro nezivislé pokusy volime
preto, aby sme zvyraznili aj v samotnom nézve skutoénost, e medzi uvede-
nymi dasto uvaZovanymi po¥iadavkami (2), (3), {4) je poziadavka, (2) najblizsia
poziadavke (1). . : )

Poznémka 2. Pojem pravdepodobnosti Vv postupnosti opakovanych skoro
nezivislych pokusov sa u¥ v literatire z teérie pravdepodobnosti vyskytol.
Tento pojem spads pod pojem tzv. postupnosti ekvivalentnych néhodnych
veli¢in, o ktorych je v literatire us niekolko pojednani (spomeiime napr.
pricu H. M. GruZewskej, On the law of probability and the c. f. of the stan-
dardised sum of equivalent variables). Hlavné vysledky tychto pric J%G\Jw&.&
zo vSeobecného pojednania zaloZeného na metédach funkciondlne;j analyzy
Pochidzajiceho od E. B. D ynkina (pozri [7]). Tam viak st rieend iné problé-
my a pouZité s iné metédy ne% tie, o ktorych pojedndme v daliom.

3

Prejdime teraz ku skimaniu ‘postupnosti opakovanych- skoro nezavislych
Pokusov. Skuto&nost, e pravdepodobnosti v stochanistickych procesoch; ktoré
hodldme skiimat, vyhovuji rovniciam (2), umoziiuje ndm zaviest isté zjedno-
dusené oznadenie: nech owmm n>1 je Q.M.Bm prirodzens &islo; symbol P[&,, &,,
F 6, Tedo &6, - g, < ¢, pouijéme pro omatenie prasdepedor.
nasth, %e postupnost. 3 o £ Slenoch opisujtica pricbeh prvych ¢.pokusov. bude
©obsahovat ako' ¢lena dislo 1'prive &, krat, &islo 2 prave &, krat, atd. af &islo n
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@Rﬁom:W&e.‘Ham,@upwu.%Ewro,..._cuBom=o<%_.@&mn,®w, wo,ﬁm:.oBaeud
zavedeného oznadenia, ako sidet takto: el

P2, 1,0, . <0l =P(UA, =1,1,2) + P(Y, Hu.,,u,.‘m‘“ : + P(¥Y, i 2,1,1).
PretoZe vo vieobecnosti réznych postupnosti %, (ako.o tom hovori aj E.B&m:%
priklad), vyhovujicich poZiadavke, aby &@zoﬁ postupnosti bolo &.&w i prive
g krdt 1 =1,2, ..., n), mozé byt viacej, je 4.%3@&5@ definovat si pre .‘?,c.om
volni postupnost celych nezdpornych &isel o 30&@:8: N = mr.mf. Puay & 3
pravdepodobnost #[&,, &,, ..., £,] pomocou P[¢,, &, ..., &,] takto:
: ) ' g v . i .
EEl g b 0)

Koeficient pri nf£,, &, ..., £,] v rovnici (7) je ¢&islo, ktoré uddva podet
rdznych takych postupnosti o & = &, + &+ . &, &wdoQF. v .Wnowwow
¢islo 4 € {1,2, ..., n} sa vyskytuje prive &, krat. Preto amumt gy e .mL —
vzhladom na to, Ze € je postupnost opakovanych skoro smwwﬁ.mqaw pokusov =
je pravdepodobnost, Ze priebeh prvych & pokusov bude owumowpm muwoﬁuﬂm
(jedna) pevne zvolend tak4 postupnost.o & &lenoch, v ktorej &islo ¢ sa vyskytuje

prave £; krat. . o
Poznimka 3. Aby nedo¥lo k nedorozumeniu, rozliujeme symboly prv

Wmmnv mmu. ey mau_”

‘a teraz zavedené jednak tym, %e prv za symbolom P pousivali sme gulaté

a‘teraz hranaté zitvorky a jednak tym, Ze v novozavedenom symbole ne-
uvédzame oznadenie pre postupnost &, &, ..., &
Z rovnic {B) Iahko ¢%ﬁ€<@ pre pravdepodobnosti z[£,, &, ..., £,] platnost
tychto, pre daldie tvahy déleZitych rovnic: . .
Q«ﬁ%ﬂum»u ...um=ﬂ_.”uHmMH+“—»M&u ....maul—l .
+ #lé, &+ 1, Eay v &+
e +
.+.. Qumm.u. m»u s ey mw.luu m: + Hu.

(D)

Ak £,8,...,&,7 ,mm Tubovolné o&m Bmxmﬁogm éisla, kde o.A.Wm..w c.A 7,
potom opakovanym &omm.no<pEB do rovni¢ (D) presvedéime sa, Ze plati vidy
aj toto: .

Amv QN_WMM m»v ey m=u_ = Mrgw«_ldn—dlé:_un_”m“— + M MN. -+ Nas <o vy m: +S:”_u

kde naznadeny sidet treba previest cez vietky rozne rozklady &isla 7 na celych
nezépornych séitancov ot o, =1 o
. Prvou #lohou, ktord si vytyéujeme pri skiimani postupnosti omeo.,ﬁwﬁwnr
skoro nezavislych ‘pokusov; je odvodenie jednoduchého vzorca wum\ .J%owma
tzv. faktoridlnych momentov rozloZenia pravdepodobnosti n-tic néhodnych
premennych {£, &, ..., £,} po & pokusoch. . IR
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Definujme si najprv funkein @ premennych u, v (kde u, v s4 &isla celé
nezaporné) takto: . : .

“.&E“iglwx\glmv...A§!e+c. ak v >0 (8)

w® = 1 prelubovolné u celé nezdporné (je tieZ 09 = 1),
Pomocou funkeie ™ definujme faktoridlne momenty g.(s,, s,, ..., s,) roz-

loZenia pravdepodobnosti pro Iubovolné prirodzend & a pre Tubovolné cel§
neziporné &isla s, s, ..., s, takto:

Peldrs 8, -0 8) = P&, &, L., 8] BN o) (9)
kde naznadeny stdet treba, Previest cez vietky rozne rozklady é&isla £ na celych
nezipornych séitancov E+&4 ... + &, =&

Poznimka 4. Faktoridlne momenty pri dvahich z tedrie Pravdepodobnosti
pouZivaji dasto mnohi autori (napr. V. 1. Romanovskij, S. Guldberg,
J. Seitz a1i.)?) v tomze zmysle ako v nadej praci, pouZivaji vak pre ich ozna.-
Senie ind symboliku, ) , : ,

Priamo z definicie je zrejmsé, %e plati

?:(0,0,...,0) =1 pre vietky £ 0. (10)

PoloZme s — $1+ 8 4 ... 4+ s,. Lahko dokéZeme, %e plati toto:

PelS15 83, ..., 8,) =0 vidy, ked je &< § = S+ &+ o4 s,. (11)

Ak je totiz £ < s, potom pri Tubovolnom rozklade &sla & na celych noxmwom.-
nych s¢itancov aspoit jedno é&islo & je mensie ne &islo 8; a pretoZe pre &, <8

je zrejme £ — ¢ (pozri definiciu (8) funkcie u'?), musi sa rovnat nule kazdy
zo séitancov P[£,, &,, ... £1. godglad nl a teda aj cely stidet na pravej
n ] cely Prave)

strane rovnice (9) rovns sa nule, ak je £ < s.
Ak je £ = s, potom plati:

Pels1, 85, .. .,8,) = Pls,, Sa, 58,1818 s = slafs,, sy, ..., 8,].
(12)
Nenulovym s&ftancom v saéte pre @u(s,, s, ..., 8,) mdZe byt toti¥ séitanec
Ple, &, o &1 6 89 )y Korom e &=¢; &=us; ...

é, = s, a Ziadny iny. Pretose je s = ;! pre Tubovolné celé nezdporné 8,
vyplyva z uvedeného naSe tvrdenie,
Nech teraz je & > s; £ — » + s. Je teda:

PredS1s 80, o, 8,) = BP[E, &, ..., &,]. gl £, (13)

Poloime & = r, + 8;. Pretoze meﬂoﬁwn .?o&m kladnym) sé¢itancom v siudte
na pravej strane rovnice (13) méZe byt len s¢itanee, v ktorom & =28, pre

*) Pozri [2], [3), [5].
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vietky ¢ = 1,2, ..., n, moino hladany faktoridlny moment vyjadrif takto:

QT_.-A%: 895« 1oy .w.av =

== M“.NUHQ.N + 8, e + Sg5 -0 0y Ta + .w#“_?.m + %C?L?.» + .wwv?L e Aia + %:Y?‘L- v
: (14
kde sticet treba previest cez vietky rozne rozklady &isla 7 na celych nezdpor-

nych séitancov ry + 1, + ... 7, =1
Ak do rovnice (14) dosadime podla (7) a pouZijeme vzfah (r; +- s,)l8 =
(ri + s)!
= IQ.I—II

Fid

, dostaneme:

(r + s)!
T M (mts) e+ ... (r, +s)
. ?.mlT.wL_. (rs 4 8)! b .|all|¢:+.w=: calr sy, s, ...:».=+ ”
7 1yl r,! : .

a po vykriteni a tiprave dostivame napokon

(r + s)! r!
ﬁl..aA%H. %Nu ...urm.:v” ﬁ_ B M Q.ku.n— . ?:_ wﬂﬁﬁulTMH.iml_I%Ma ...u§§+ﬁmauw
15

.¢ize [pozri (E)]:

8)! ‘
ﬁn.IA&.H« &.m.v ...vhsv”hw_fva_ﬁmv%&u ...umawu AHmv

alebo — ak pouZijeme vyjadrenie pomocou funkcie w™ a poloZfme #[0, 0,
-+, 0] =1 — moZeme vietky rovnice (10), (11), (12), (16) nahradit jedinou
rovnicou:

@81, 8, ..., 8,) = &9, e[Sy, 85, -, 8,1, (17)
ktors plati pre Iubovolné celé neziporné 8, s,, ..., s,, £.
Dostali sme tak velmi jednoduchy vzorec pre vypodet faktoridlnych mo-
mentov zo zndmych pravdepodobnosti n[s,, s,, . . ., 8,
4

Rovnica (17) umo#iiuje ndm ties pomerne lahky vypodet obvyklych moc-
ninovych momentov u(s,, s,, ..., s,) takto definovanych:

Be(81: 8y, ..., 8,) =ZP[E, &, ... E] . EL. &8 . g (18)
kde s, 9,, ..., s, st Tubovolné celé nezéporné &isla, & IubovoIné prirodzené

¢islo a kde naznadeny sidet treba previest cez vSetky rozne rozklady &isla &
"na celych nezdpornych sditancov L+&+ ..+ &, =¢

Velmi jednoduchy-je prechod od momentov ©(8y, 8, -.., 8,) na momenty
#:(81, 83, ..., 8,) pre malé s — 8+ 8+ ... + 8,. Tak napr. priamo z de-
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finjeif e%org momentov je zrejmé, ¥e Plati pre s = 0 a pre Tubovolné ¢ pri-
rodzené toto: , . |

g 9 imo»p,.ﬂ; 0) = @40, 0,..,0=1 (19)
{2de g0 = g0 — ] 4 je &V = &; porovnanim rovnic (9), ,Cmv Iahko zistime,
7e ak je $; = 1 pre vietky ¢ — 1,2 ..., n, tak plati: ,

. . \hvnA%Hu.wmv ...u%:v”QMA%uu&..wv .-.uam.v—v‘..v . AMOV
~~Teda je napr.: - - . : . -
#1,0,0, ...,0) = 9:(1,0,0, ...,0) = £€.a{1,0,0, ..., 0]

\LMAO. Hu Ou TR, Ov “.‘ Qmmﬁcu u_,u Ou T Sy Ov R m ] M«HG» u.« Ou % 8 4y Q.._ ANHV
#(l, 1,0, .., 0) = g1, 1,0, .. ., 0) =&¢E—1).201,1,0, ..., 0].

Ak je s, =2 pre ¢ = 1 & 8= 0 pre vietky i = 1, 1€{1,2, ..., n), plati

podla (9), (18) a (20):

(2, 0,0, ...,0) = py(2,0,0, ..., 0) ~ pd1,0,0, ..., 0)

)
diZe:

CHg2,0,0, ..., 0) = £, (¢ —1).a2, 0,0, <01 % & a1, 0, 0, 2.5 0]
Obdobne plati:

020, 0) = (1) af0,2,0, .. o4 £.20,1,0, ... 0]

Tym st odvodené vietky momenty potrebné napr. pre vypodet koeficientu

wﬁaﬂ&.m r1,2() . (ktory je odvisly od podtu & vykonanych pokusov) takto
definovaného:

1,0(8) =
#e(1, 1,0, .., 0) — ©e(1,0,0, .. -5 0) . u:(0, 1, 0,...,0)

 {#(2,0,0

se 5 0) —p¥(1,0,0, w2 O [(0,2,0, . 0) — o, Lo, ..., 0
v e e (22)
Je totiz podla (17), (20), (21), (22) po tprave:
1y -
AHJMV L 1,0, ..., 0] ~afl, 0,0, ...,0].a1,1,o0, -..0]
() = ¥

S E e M?.l Wv {2, ow 0,..., 01— a1, 0, 0,5, o;w._ H | v ..Awwv

.:~IMV [0, 2,0, ...,0] — 220, 1, 1, ..;Bﬁ

z moro Iahko odvodime tiito limitu:

Hm ro(8) =

m¢+su. [ . T
2L 1,0, ...,0] —af1,0,0, 0. 2(0,1,0,...,00
:..;slaﬁupp..;o%.??mvo.:;el.ans}p..;éw.

Poznémka 5. Vzorec pre’ vypodet Loeficientu korelicie ri #(8), kde
.7}C{L,2 ..., n}; fi, 7} = {1, 2}, d&itatel si Iahko odvodi z (23). Podobne
Tahko sa odvodzuje limita lim i i{€).

g+
Z porovnania rovnic (9), (18) mo¥no viak vyvodit aj dalsie désledky.
UvéZme, %e ?woq&ﬁ% nenulovy sadin £, gl gl oo vyjadrif

nasledovne:

(d | ol .mm.-am.” P Y S mwoﬁ%oﬁ“““.“”...‘.:..:ﬁ TLE. L - &,

s 8y,
kder, r,, ..., r, 84 celé nezéporné &isla, ktorych stidet ¢ = ntrnd .+,
je mendi nei s=s 48+ ... 4 s, a kde koeficient a—“:“: Ha_ je
1990% nsng n

odvisly od kombin4cif &sel 7i» 8; a nie je odvisly od &isel m,? &, ..., &,. Platf
preto:
s—1
Pe(61, 82, ..., 8,) = 8581, 8, ..., 8,) + WMQTHL ........«&tm?u,u Tas v es?y),
(24)

kde naznadeny druhy stdet treba previest cez vletky rozne rozklady &isel
r=0,1,...,8— 1na celych nezdpornych sditancov r — LT kO S S
Koeficient oﬁ.“““au je pritom vidy &slo celé. Podla toho mo¥no obrg-
tene momenty u.(s,, m“v -« -5 8,) Vyjadrif pomocou momentoy (81, 82, .. ., 8,)
takto: :
81
B, 8, -, 8,) = @ulsy, 8, ..., 8,) .MeM&ﬁ“M.,......“.ﬁ Pelrys g, oo, 7L,
. . ' (25)

kde o..w,ma. g% stidet treba previest pre vietky r = 0,1,...,8—1 a pre
vietky rozne rozklady &isla 7 na, celych nezipornych séitancov r = r, 4+ 7, 4
Fers 1. :

Toho vyuZijeme pre vypodet limit momentov rozloZenia pravdepodobnosti
, . &
. G+ &+ ...+ & ,
M, s, ..., 3,) (kladieme & = L+ &4 ...+ &) takto:

nshodnyeh premennych £, —

Definujme si momenty

M(sy,8,, ...,8,)= > P&, &a, ooy & vas . AIM»Jva. e AIW..»V.:“ (26)-

(namiesto premennej & Nmimm: sme w—..mEmnuﬂm!Mh =¢§,, ktord uddva relativny-
podet vyskytov javu A, v ¢ pokusoch). Plati teda: .
My, s, 8y = e B8y, 8, ..., 8,). - (@
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Vypoditajme limitu {81, 8, ..., 8,), ked £ rastie nad vietky hranice. Plat{:

lim M T 1 .
st mA%w. %m‘ c ey .u.av ’mmmns Imq\hmAQM« hm. PECIRN :v ==
.1 -1 :
= lim — (s ‘ i LT T 1
st oo mq QrA Hn.%uu e, %av + mW“H-eo ﬂw M&M-:-n. .....“N.lﬂﬁm?.uv ﬁmv o .v»..:v.
Je viak:
. 5. £
= wWMﬁS,M!u”HM ak u.&#”.wu
a je:
X X ME
%wzs =0 ak jo r < 5.
Plati preto [pozri (17)}:
lim 21, _
o rnAm.nu 89, o .y .w.av = uﬂﬁ%ng 8, .. . %8“—. Awmv

M m?_ 8, ..., 8,) 86 momenty ni
18, ..., 8, y néhodného vektors (4, & £,) ob
. ; y6as o, &, medze-
Mmﬁo MM&MSEB: 0 g M 1. V désledku toho a podla <¢M% 1,6 a koroldru ~o~
w a h o mdl.Hm..EmH._nE. The ﬁw@W«nS of moments, New York 1943 existuie
M.wmaw uwmbw vmuwﬂ.%:mzw funkcia F(z,, ) n-rozmerného <o§ohw
15 62, - .., &,) obmedzend i J 4 ma
J,J\;.m Nm% eného podmienkou 0 = & £ 1, ktord m§ za momenty

M(s,,s,, ..., s,) = mmwps My(s,, s, ..., $,).
NHMHM MN@HVMM&@. m%mams mmm& splitujicich (D) je IubovoIny (pri samo-
Zre) e zeni, ¥e x s pravdepodobnosti). Pousitim Ppostupnosti sk
Jmm.@ﬁﬂ%a# pokusov bola, zostrojend distribudnd funkeia P, % %) ako
HEBm:m rozdelenie, ktors m4 uvedend hodnoty za moment __Om, $. wL mw.o
dand distribudns funkeia m.u:?mt Z,, ..., %,) ndhodného <¢§M.~.m Amum, '
‘obmedzeného podmienkou 0 S&E=1a Ms,s, ... s,) st H.m._.u WWO.HH.:WWMNV

Potom existuje postupnost sko. g e T
ktorej plati: T ro nezavislych pokusov, o pravdepodobnostiach

ammwwu.? <, 8,] = &M?T &, ...,8,).

5

v Eﬂ&ob%&n&.moar Castiach zaoberali sme sa zékladnymi vlastnostami
Mno.or@mnpow,mro Procesu, v ktorom pravdepodobnosti <%ro<=mw“m vo&”MmMMM www H
H~.~ mﬁ.zMHMmenooE www<mmwwno¢b0ma %@.F = 83,0y, ..., a;) je invariantng <omm
st Wm % rmutdcii mnmmm ay, a,, ..., .&T Uk4zalo sa (v dasti 2), %e existuji
>vOCIASHICkS procesy (ponfmané ako priebeh vysledkov v postupnosti opak
vanych mWO.wo nezavislych pokusov), v ktorych — napriek tomu, e je m@%“@%m”
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- odmienka (2) — nie je splnens podmienka (1). Teda napriek tomu, %e je
splnens, podmienka (2), podmienend pravdepodobnost ;

H ...a.
NVAMM.%MW; “a«nm“ﬁa”\ubuu : .u.u»awwww.:v ”..Nv?«\ll wﬁmv A“wOV
mbZe byt odvisld od volby postupnosti ¥U,.

V literatiire z tedrie pravdepodobnosti sa &asto stretévame so skiimanim
takych postupnosti opakovanych pokusov, v ktorych podmienend pravde-
podobnost nie je sice kondtantnd, ale predsa spliia isté podmienky. Neraz boli
skimané také systémy pravdepodobnosti, v ktorych podmienens prayde-
podobnost javu 4; v (k - 1)-om pokuse sa zvy3uje (resp. zniZuje), ak relativny
podet vyskytov javu 4; v predchddzajiicich k& pokusoch bol vy$&i (resp. nizi
neZ pravdepodobnost P(%; = j) (sem patri napr. aj znéma Pélyova schéma
a jej mnohé zovieobecnenia),?) alebo naopak. Takéto schémy vystihujt dobre
procesy, v ktorych zmena podmienenej pravdepodobnosti P(a.,|%,) je vy-
voland odklonom skuto&ného priebehu procesu od ,,normalneho priebehu,
t. j. od priebehu, v ktorom relativny potet vyskytov javu rovns sa (alebo
sa pribliZne rovna) pravdepodobnosti P(2(; = j).

Pomerne $iroké moznosti vo volbe distribuénej funkcie F(z,, %,, ..., &,)
(z predchddzajicej 4. dasti) charakterizujiicej stochasticky proces, pravde-
podobnosti ktorého vyhovuji podmienke (2), priamo nis nabidaji k tomu,
aby sme na pravdepodobnosti v opakovanych skoro nezivislych pokusoch
klddli este dalsie podmienky. Urobime tak a budeme pozadovaf nasledovné.

Nech z,, z,, ..., z, st TubovoIné celé kladné ¢isla také, Ze je
T &yt i Z, =P(Y =1): P(A, =2).:...: P(Y, =n).
Ziadajme, aby o pravdepodobnostiach z[%,, &, ..., £,] definovanych v dasti 3

platilo toto:
uﬂﬁMH + g, m» IT Lay « ey ma + .&.:“_.” Q.u_uw...: mM» o @ iy, m:.”_ . u«_uﬁwn &mh Tt &L Aw_u.v

pre Tubovolné celé nezdporné &isla &, &, ..., &,. .
Vyslovend poziadavka m4 tento zmysel: Ziadame, aby o pravdepodobnostiach
P(YU, =ay,a,,...,a,), ktoré vyhovuji podmienke (2), platilo efte aj toto:

.NwAw~§+w+~ = Qy, Gy, . .,.. Qs.‘.;.;&v _— .NUAMH§+~ =q5,a, ..., @::3 Awwv
.NVAMHS..I“”SHLQM. p..wg:i.wv . . wA@H:-HHQQVQMu.‘.QQEV

za. predpokladu, Ze je k = x,.+ 2, 4 ... + z, a Ze v Siastoénej postupnosti

Brnt1s Tmizs - -5 By 58 &islo j vyskytuje prive: x; krdt; indé povedand: #ia-

dame, aby podmienend pravdepodobnost P(: | &sv sa nezmenila, ak v dalsich &
pokusoch bude normiiny priebeh (t. j. ak relativne podetnosti vyskytov jed-
notlivych moZnych javov budi sa rovnat ich apriornym pravdepodobnostiam).

- %) Pozri napr. [2], [4], [5], [6].
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Poznamka 7. Daldin podmienku pre pravdepodobnosti v postupnosti-opa-
kovanych skoro nezdvislych pokusov formulovali sme rovnicou (31) prédbezne
len pre pripad, kde pravdepodobnosti P(9, = t) sl &isla raciondlne. V dalfom
8a ukéZe, %e uvedent poZiadavku mo¥no Iahko zovieobecnit aj pre Iubovolné
redlne P(9, = i) € (0, 1). _

Prv ne# prikrodime ku kondtrukeii s
-+ 5 &1, ktory vyhovuje podmienke (31) [¢im bude siidasne zostrojeny uva-
Zovany systém pravdepodobnosti, vyhovujici ‘aj podmienke (32) aj pod-
mienke (2)], urobme niekolko pripravnych dvah. - , =

Nech je dand Iubovolnd &tvorcové matica

ystému pravdepodobnosti [f,, &,

Il a..x:m.u.,.l , ktord mé tieto vlast-

nosti:
(«) 0<a; <1 pre vietky i, § €{L,2,...,n}
n
(B .Mwa..z. =1 pre vietky <€ {1,2, ..., n}
. . -
(y) determinant
B3> By -y Oy, i
D, — ,a«u.f @y 9, y Qg
Rm.uvga.uu _Q:.a

nerovna sa nule; :
4 .wo?mgm b, ;=log a..m“ Emﬂu determinant

@“—.Hu @u.uu % % ®~.=
@n.ﬂ- @m..r: ey @m n
D,

@:.Hu @:.Nv v ey @a.:
nerovna sa nule.

.Zoorataf....aamﬁmmemﬁmmb@ &isla, z ktorych kaZdé je mensSie ne¥ 1.
Zmowﬁmﬁoacr&.*.o.».“....+9.HH. ‘ .

Definujme funkeiu #fg,, ¢,, .. -» &,] premennych &, &,, ..., £, takto:

b bl = abafh . ab boafady
5 —+ nxsw_ramw - QM.::. (33)

Pokusme sa néjst Hsla z,, %, .. ., 2z, tak, aby platilo:
QNMNH + an 2y + m»‘ sy 2y + mau_ == uﬂ_...N: &mm A NL . q«mm:.m»u BR by =H_ A“wh.v
- preTubovolné &, &, - -.; £, Trividloym riefenim nadhodenej tlohy je riefenie
%= 0 pre vietky ¢ = 1, 2, . -.+» 7. Preskéimajme, & existuje a za akych pred-
pokladov existuje netrividlne riefenie tlohy. o A
Polozme pre zjednodufenie: ;
caiials . .. am.:” A pre Iubovolné i € {1, 2, coom} , (35)
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avolme & = &5 0; & = & = ... = £, = 0. Z rovnice (34) dostaneme tito
: 851 = ’ ‘ .
podmienku. Plati:

3
SamL -+ Qwam; SR Thas Q:&ml = A.S + Y o yeas;
-+ n»&.erT son oma«mpv

pre vietky £, z ¢oho vyplyva ihned:
Vi __ Y Yu

¢ Co C,

, (36)
&ite (pozri (35), (36)): o :

iy ... @ =atadh ... AP = ... =aniGds ... @l s (37)
alebo tieZ [pozri (x), (f), (8)]:

F.Hun + @u.&&» + by, = :
=by 2 F by %+ .-+ by 2y w (38)

= @S.wua JT @.ﬁwNw IT v + ~u= :Ns.
Ak teda istd n-tica &isel {z;, 2, ..., 2,} vyhovuje rovniciam (38), %o@ou.c
vyhovuje tymto rovniciam aj Iubovolnd n-tica {0z, 02, ..., 02,}, kde ¢ je
1
Tubovolné redlne ¢islo. o o ~
Mo#no preto jednu z takychto m-tic &sel ndjst rieSenfm sdistavy rovnic
(uva¥me, e b; ; = log a, ; & 0 pre Tubovolné ¢, € 1,2, ..., n}):

by 1% mrmum + oo by 2, = B
@m.pmp + @m.wuw + ..+ @m.:&: =B

@:.wNH IT @3.&&& + LE J_I @P:N: = w

(B je lubovolné &islo rézne od nuly) a ostatné rieSenia E@?.nﬂﬁ. {07, 02,
0z,}. <%ro<E.~mom rieSenie nadhodenej tlohy existuje zrejme vidy, Wmm.u
Qoewmgﬂnmbe mmmEZ% rovnic (39) je rézny od H:b%.. To sme Wmmw.wwommwoﬁmﬁmr
(pozri vlastnost d). Tym sme nasli odpoved na prvi ommsws,\wdog sme si
polozili. Polofme si teraz druht otdzku: aké vlastnosti musi Eﬂm matica
|| @i |, aby sa dali ndjst &isla ¢, ¢,, ..., ¢, poZadovanych vlastnosti (¢; > 0;
> ¢; = 1) tak, e plati toto: ;
@ ; P
- f = :#f0,1,0,...,0]:...:=7[0,0,0,...,1].
NH“NN.....m=|aﬁro.ou..;.3 a,m , 0, - A 40)

(39)

XK odpovedi na druhi o,&.s_ws nis povedie tato b.ﬁb.mu podla (33) plati
7[1,0,0, ..., 0] =@ay 6, @16+ .+ - + @ ¢,

70, 1,0, ...,0] = @46 + @390 + .- + @, 20,

(41)

a[0,0, ...,0,1] = A S
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K tomu, aby existovali &sla €5 G, - .-, ¢, Vyhovujlce rovniciam (41) tak,
Ze plati (40), je nutné a stadi, aby existovalo riefenie tohto systému rovnic
(nezndme sii ¢, c,, ..., c,):

n«u.uﬁu + @N.HOm + LS4 + Q:.~Ga e QNn ~
g o€ + @y 4C o Fa, ., = 0O
1,201 + 2,2C2 + + ,2 2 (42)

@y, uCtt Bl -+ ... @y 1€, = Cz,, & . :
kde C = 0 je lubovolné pevne zvolené &islo, z,, z,, . . -» %, 81 €isla vyhovujtice
rovniciam (39). v :

Sustava rovnic (42) m4 vidy riedenie, pretoZe jej determinant je podla
vlastnosti (y) rézny od nuly. Tym viak eite nie sme s odpovedou na druhi
otdzku hotovi. Od é&isel @15 Ces - - ., ¢, sme Ziadali totiz, aby platilo: 1. ¢, >0

a
pre vletky i€ (1,2, .. n} a aby 2. platilo > ¢; = 1. PoZiadavke 2 mo#no
=1 ]

vyhoviet vhodnou volbou &sla ¢ v rovniciach (42). In4& je tomu u poiia-
davky 1. Aby bolo vyhovené aj poiadavke prvej, je zrejme nutné a stai,
aby &isla ¢, c,, ..., ¢,, ktoré si rieSenim ststavy (42) (pri pevne zvolenom
C = 0), boli bud vietky kladné, alebo aby vietky boli zdporné.

Teda ak m4 matica | a; ;| mat i t4 vlastnost, se k nej existujii dsla
€15 G5 -+ -, €y, kboré maja vietky pozadované vlastnosti, potom o tejto matici
musf platif: existuji &isla B, 0 (B =+ 0,0 = 0), ¥e rieSenim ststavy rovnic (42)
st &isla kladné.

Po tychto pripravnych dvahich vrifme sa k systému pravdepodobnosti
7léy, &, ..., &,] (teraz opéaf é&isla &; st celé nezéporné), ktory vyhovuje rov-
niciam (31). Z vykonanych tvah dochddzame k tomuto zéveru: Nech ||a, ;|
je matica spliiujica podmienky (), (8), (y), (8). Nech €15 Ca, - .., C, 84 redlne
tisla a nech =g, ¢,, .. -» &,] je funkeia definovans pre vietky nezdporné
&, 6, ..., & vztahom (33). Potom k tomu, aby existovali kladné ¢&sla
G5 Ces - -+, €, 80 stttom rovnym jednej a skupina kladnych &siel z,, Ry s w1052,
tak, aby pre vietky nezdporné &, &, ..., &, platil vztah (34) a aby siidasne
bolo o g o

AiZl...iz, = 7[l, 0,0, <v5 0] :2[0,1,0,...,0]: ... 1 #f0,0,...,0,1],
je nutné a stadi, aby ‘existovali &isla B *+0; € > 0 tak, Ze systém rovnic

@26+ 836+ ... F a, 1¢, = Oz,

Oy, 4y +- Q5 nCa + s ok Qp,nCn == Q&av
kde 2, 2,, ..., 2, je riefenie systému rovnic

bz + ... by, 2, = B,

mé kladné riefenie.
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Z tychto tvah je tieZ zrejmé, ako moZno zovieobecnif poZiadavku (31)
a najst kondtrukeiu prisludného systému pravdepodobnosti, ak sa dané pomery

P =1):P(Y;, = 2): ... : P(Y, = n) nedaji vyjadrif pomocou prirodze-
y=1):

nych d&isel. Staéi totiZ poZiadavku (31) formulovatl takto: Oznadme P(%, =
= {) = p,; Ziadame, aby platilo

TIN5 i VR e o TRSTE 18 i NN PR
7%y, Tay ooy T,
»m
M&..Ivﬁw Amhvy
T,
Sa; " Pr

pre vietky celé nezdporné &, &,, ..., &,.

dﬁw&Bo niekolko prikladov matic, ktoré E&ﬂm vilastnosti (x), Cw.vw A.E. (8),
(¢), (p) a im odpovedajicich systémov pravdepodobnosti vyhovujtcich po-
ziadavke (31). . . o .
Emwémor n AV W je l'ubovolné prirodzené &islo a nech 4 je lubovolné &islo z inter-

valu on :(_|HV . Zostrojme Stvorcova maticu |, ;[f ;-1 = 4 takto: a, ; = 4,
P :

ak ¢ 3= §; a;;=1— (n—1) 4 pre vietky ¢€ {1, 2, ..., n}. Hvam.ﬁo@\»
prave NOmﬁou.m?» mi zrejme vlastnosti («), (B), (¥), (9). Ew \onoNES B =
=log A" [1 — (n — 1) 4], potom rovnici (43) vyhovuji ¢isla z, = z, =
= =gz, = lapriC = h1%@&5 ststavy rovnic (44) sid tieto d&isla ¢, =
= ... =, = - ,

I

‘a»l...”ca”ﬁ.

Teda matica A m4 aj vlastnosti (¢), (¢). Systém waﬁmmwoﬂovuoma odpo-
vedajici matici 4 je potom rovnicou (33) definovany takto (kladieme & = £, 4
+&+ ... &) . .

— & §-&
ﬁmmH.m?..;mL”ﬂﬁﬁlAS 14 . 4 +

41— —D)APA TR 4 [ — (0 — 1) ATrA )

a teda bmm,vu. .

. 1
a{l,0, ..., 0} =—=P(% =1); #[0,1,0, ..., 0] = —=P(% = 2)

atd. az y
a0, ...,0,1]=—=P(% =n).
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~ Jo dalej afl, 1, ..., 1] = W [l — (0 — 1) 4] 4%} = [1 — (n — 1) 4] 4v
a plati: E
ME kL bt L bt U= ({1 (n— 1) et gt

T = — ) Afertt grbi—tm1 oy (m — 1) APwtE grHefay
=== 1) A1 4" alg, &, ..., £]=a[lL, 1, s alEL &, L 8]

pre vietky &, &, ..., &, celé neziaporné.
+ V uvedenom priklade je konstruovany systém pravdepodobnosti vyhovujici
Tovnici (31), v ktorom je P, = 1) =Py, = 2) = ... =P(% = n), a to

. 1
pri Iubovolnom 4 € Ao. Hv .

Existuji viak aj systémy vyhovujice rovnici (31) (pritom stéle mime na,
mysli systémy, ktorych pravdepodobnosti spliuji aj podmienku (2)), v ktorych
je P(% = 1) = P(%; = 2). Uvedme jednoduchy priklad.

1 6 4 3 .
Nech n = 2; Bia = Gy = ag, =7 g Hﬂ.wgocpuoaﬂ 1Ty =
G o . ‘o 5] 4 B o
= 1: 2 a prisludné &isla ¢,, ¢, sd rovné vyrazom:c, = 3 ie=5> ktoré majd

vietky poZadované vlastnosti, Opisanej matici odpoveds, systém pravde-

podobnosti takto definovany:

=g (3 )

Lahko sa moino presvedéit, se plati

Q«E.M + H. m.m + M.,_ S uﬂ_ﬁm: MMH : uﬂ_”u.u Mu

: 1 , -
a je afl, 0] = 3 #f0, 1] = lml teda systém takto konstruovany spliuje

vetky poZiadavky a je pritom P, = 1) & P9, = 2).

Ukézali sme, %e ak vhodne volime maticu ||a; ;|7;—;, moino podla tejto
matice skondtruovat gystém pravdepodobnosti, ktory opisuje zékonitost
v istom pretriitom gtochastickom procese a ktory vyhovuje~okrem pod-
mienky (2) edte aj podmienke (31). Podmienka (31) nemusi byt zrejme eite
splnend, ked je'splnend podmienka, (2) a podmienka, (1) nemusf byt eite splnens,
aj ked st splnené podmienky (2).a (31). Ho&m‘m%m&E% pravdepodobnosti,
ktoré vyhovuji aj podmienke (2) aj podmienke (31), st akymsi prechodom
medzi systémom pravdepodobnosti v postupnosti opakovanych skoro nezd-
vislych pokusov-a systémom pravdepodobnostf v- @mm@:@dm.m.ﬁ o@prd..\wu%ow
nezdvislych pokusov. L'ahkost s akou mo#no z matice | ;i lij=1 s vlast-
nostami (x), (), (e), (9) skonitruovat systém pravdepodobnosti vyhovujtci
©obom podmienkam (2)-a (31) spolu so skutoénostow, e sa di pri Stadiu ta-
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kychto systémov s vyhodou pouZif metéda momentov, podtrhuje vyznam
ftadia takychto matic.
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_ BEPOATHOCTHU B HOCITEOQOBATEJIBLHOCTH
IOBTOPAKMUXCHA NOYTH HE3ABUCHUMEI X ONEITOB

AHTOH KoHmur
BrBogu

B crarve rosopmrea o cucreme BepoATHOCTEll B mOCTENOBaTenBMOCTH HOBTODAXOMMXCH
OILITOB. Mycrs peaymbraToM Kakoro-nuGo M3 onniTon MOKeCT GHTh OFHE H TOMBKO OJHH Hd
CAy9aiiHbIX ABICRAH Ay, Agyol, Ay, NyCcThb NOCHACNOBATENBHOCTE Uy = a,, g, ..., ag
qacen a; € {1, 2, ..., n} omaEcuBaer POTEKAHHE HEPBLIX k ONBITOB TAKMM crocoboM, uto M
HONOFKAM a; = 7 TOTNa ¥ TOMBKO TOrNa, KOrHa PesyIbTaToM i-0ro OUbITa ABANETCA ARNEHHe
Aj. Camsomom P(U; = @, a3, ..., ag) (rge k-BarypaneHoe gncno w U, — moGas no-
nycTaMas k-usieHnas TIOCAEOBATEIBHOCTS) 0603HATUM BEPOATHOCTE TOTO, YTO HNPOTEKAHHE
TepBHX k OUKTOB ONMIIET NOCHCIOBATENbHOCTE Az. B craree maywaeres Takam cmcrema
sepoarocTell P(Up = g, a,, ..., @}), HOTOPAA YAOBIETBOpSAET ClIelyIomeMy YCNOBHIO:
apu mo6oM HATypasbHOM THCIe k 1 HpH 000# HOnYCTEMOH MOCIIe0BATEIBHOCTH A, nmMeer
MECTO PaBEH(TBO -

PUr = a1, ay, ..., a3) = P(W; = Biyy By, - -y 04),)
rae (%, ..., 4) — mobas nepecraHoBRa THeen 1, 2, ..., k. O6osgaumm cumGozom
n
P&, &, ..., & BEPOATHOCTE TOTO, YTO_NPOTeKAHHe nepsuix £ onuiton Am = N mn‘v ounnIeM
i=1

TAKaA HOCIE0BATEeNbHOCTD Em. B KOTOpOi 4mciio ¢ 06’ssurea To4HO & pas. O momenrax

’ mu & mu L] En *n
Mo(s180, + oy 80) = S P&y, &, ..., &) ANV .Aﬂ S v
(rme 8,38, ..., s, mobue [ieJible HeoTpumaTeNAbHEle YHCNA H e BhIIEYBEICHHYIO CYyMMY
HYXHO TTDOBECTB [JIA BCEBO3MOMKHLIX pasnomennst umesa £ Ha mesne HeOTPUIaTeabHbie
cioraemsie & -- S+ ...+ & = &) AlOKA3LIBACTCA, YTO MMeeT MeCTO COOTHONICHHE:

— . A A |
M(sy, 85, ...,8) = lim Me(sy, 85, ..., 8,) = 122 n

fotoo Awﬁ. .w..v :

Tl

~Plsy, 8, ..., 8] .

Joxasannaa cBass MEKIY MOMEHTaMI Emﬁ 83, ++ ., 8y) H BEPOATHOCTAMH Pl&, g, ...,
-+« &3] (cooTrercTRRHO P(Uyp = aq, a,, ..., az)) no3BoNACT HOCTPOATH BCe CHCTEMBI BEPOATHO-
CTell B MOCHENOBATENLHACTAX MOBTOPAOMHAXCH ONLITOR (KOTOPHIE YAOBIETBOPAIT BELIHEY Be-
AeHHOMY ‘ua.aomﬁov € IIOMOLILI MOMEHTOB PaclipelieuTeIbHoi Gy HKIUA F 1=z &<, ...
- e o1 8n Z 7y) Coywaitabix nZPasMePHBLX BEKTOPOR, KOTOpPaf YROBJIETBOPALT YCAOBHAM: ()} <

n
SnS1 e =1
i=1

B nanbueitmiem usywaores crerems: BEPOATHOCTEH, KOTOPHe Kpome YIIOMSIRYTOrO Vo0~
REA BHIONHANT eme JantbHefllee yCI0BHe: YCIOBHAs BEPOATHOCTE TOrO, 9T0 Pe3yABTATOM
(m 4 r + 1)-ro ouwira Oymer spjemme A; papHsercs YCIOBHOH BEPOATHOCTE TOro, 4T0
pesynbratoM (m + 1)-ro onwra Gymer aemenve Ay, ecam [IPOTeKaHHe NePBEIX M ONKITOB
6410 B 0GOHX Chyyasx OXHHAKOBHIM H. eci IpoTeKanne RANLHERANNX £ ONKTOB ABASETCA
HOpMumbHEIM. IIpHaTOM npOTEKaHHE KOeuHOro YHCMa 3a cofom0 cenyomux onsToR cam-
T4eTCA HOPMAJIBLHKM TOTAA, KOMJ@ OTHOCHTENhHEE UACTOTH BCex OTHEIBHHX BO3MOMKHHEIX
ABICHAR PABHAIOTCA mX SUPHAOPHHM BEPOATHOCTAM.
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B crarbe NOCTPOEHEl CACTEMEL wm@on.—.:cn%m_.wq KOTOPbIE YIOBIETBOPHIOT obonm %maﬁo:ﬁunvw
YCNOBHSAM. Ozmwzwmmﬂnm. YTO M TaKag CHCTEMa elle He JOJIZKHA OBITH cHCTEMOR BEpPOATHOCTER
: 4y
HOCHICNOBATENNBHOCTA TOBTOPSIIOUIMXCA HE3aBHCUMKWX OULITOB ¢ OfMHAKOBHIM pasioxeHHeM

BEPOATHOCTH.

WAHRSCHEINLICHKEITEN HZM:OHQM
VON WIEDERHOLTEN FAST UNABHANGIGEN
VERSUCHEN

ANTON KOTZIG
Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird ein Wahrscheinlichkeitssystem infolge von wiederholten
Versuchen behandelt, das wir folgendermaBen erhalten: A.mmb <mn«m.c.». der ersten k Ver-
suche in einer gewissen Versuchsfolge (wo als Ergebnis eines dm:mv.ﬁmb 4@51&_3 nur
eines den zufilligen Erscheinung 4,, 4,, ..., 4, sein W@E&. legen wir durch die Zahlen-
folge U, = a4, a5, ..., a; (Wwo a; € (1,2, ...,n} fir alle ¢ = 1, mw. oo k) so mmwm, daB
a; = § genau dann ist, wenn das Ergebnis des i-ten <mumﬁo~ﬁm die sc»”m._r.mm Humowmsﬂ.uwm Aj
zur Folge hat. Mit dem Symbol P(U; = a,,0,, .. .. a..A.V bezeichenn wir die Aﬂ@wumormﬁrar.
keit, dafl der Verlauf der ersten k& Versuche durch die H.,o.ﬂmm wﬁ.\n gegeben ist. Gegenstand
dieser Untersuchung sind solche Systeme der Wahrscheinlichkeiten P(Y; = Gy, O, - - a;)
(wo % eine beliebige naturliche Zahl, 9% eine wm:mgm.m sﬁmo.wmm.mmdm w;o:wmw mit k Gliedern
bedeutet), die folgende Bedingungen erfiillen: Fir eine beliebige natiirliche Zahl k und

fir beliebige zugelassene Folge U gilt:

NquCn =01, Qgy <oy Q.w.v = ‘Tﬁwﬁw = Gy Wiy o v oy Qa.av
wobei (45, %y, ..., ;) eine beliebige Permutation der Zahlen 1, 2, e k vmmmﬁomn. Die
Folge wiederholter Versuche, in der das Wahrscheinlichkeitssystem die oben angefiihrten

i 1 i i lten fast unabhingigen Versuchen
Eingeschaften besitzt, sind als Folge der 45@&9.&0 _un ;
vosmmcrbm? Mit P[&,, &, ..., &) bezeichnen wir die Wahrscheinlichkeit, dal der Verlauf

L - - - . s
der ersten & Versuche (§ = M £;) durch die Folge U festgelegt ist, in der die Zahl ¢ genau &;
i=1
mal vorkommt. Folgendes wird bewiesen: Von den Momenten

Me(sy, 85, ..., 8) = MH.RT Egy s5n, mLAWv&. A!Mn.vun 5 sonne un AWVW*.

iebi i i hlen bedeuten und wo die oben an-
0 83,8, ..., 8, beliebige ganze nichtnegative Zal 0w > 0
Amwmwrwémnwcgpﬂmo= iiber alle méglichen Zerlegungen der Nmm—.w £ in ihre nicht negativen
Summanden durchzufithren ist; & + & 4+ ... + & = &) gilt:

‘ ; 811851 ... 8,1
M(s;, 83, .., 85) = lim Mg(s,, 85, ..., 85) =2 2 P(8y, 8y -+, Spl.
ta+& M h».v _
i=1
Die abgeleitete Beziechung zwischen den Momenten Mis,, &, ..., 8,) und den Wahr-

scheinlichkeiten P&, &, ..., &] ermdglicht es Wahrscheinlichkeitssysteme in Folgen
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von wiederholten fagst unabhéngingen Versuchen mittels von Momenten solcher be-

liebiger n-dimensionaler <o§m¢:bmmm§~nﬁob¢= Flé <2 ... €n = ) zufilliger
"

Vektoren fiir die ¢ =&H=1; N.,m.. = 1 gilt, zu konstruieren.

scheinlichkeiten, die dag Ergebnis des (m 4 r+ 1)-ten Versuches die Erscheinung 4, zur
Folge hat, soll einer bedingten Smrnmoro_.bmcww@? die das Ergebnis des {m + 1)-ten
Versuches in derselben ‘Versuchsfolge die Erscheinung 4; zur Folge hat, gleich sein,
wenn der Verlauf der letzten r Versuche von (m + 1) bis (m + 7)-ten Versuch normal
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