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0 EKVIVALENCII ISTYCH PRAVIDIEL
KRATENIA V POLOGRUPACH

RENATA HRMOVA, Bratislava

Této prica do istej miery nadvizuje na pracu [1], v ktorej sa vySetrovali
pologrupy splitujice niektord z tychto podmienok:

Podmienka 4;: 2z = 2y - x = y pre ka¥dé z, v,z € S.

Podmienka A4,: 2z = yz2 > 2 = y pre ka%dé =, y,2€S.

Podmienka A4: § sphiuje stidasne 4,1 A4,.

Podmienka C: 2? = zy = y? — x == y pre kaidd dvojicu z, y € 8.

V préci [1] sa vySetroval predovietkym vyznam podmienky C. Je celkom
prirodzené sa pytat na vlastnosti pologrip, ktoré spliiuji niektoré z tychto
podmienok: .

Podmienka B;: 2% = 2y - x = y pre kaidé 2,y € S.

Podmienka B,: 2 = yz —> z = y pre kaZdé z, y € S.

Podmienka B: § spliiuje sidasne podmienku B, i B,.

Logicky sivis vSetkych uvedenych podmienok je dany touto schémou:

Je zrejmé, %e podmienka 4, (resp. 4,) je vo vieobecnosti slabfia neZ pod-
mienka 4. .

Priklad multiplikativnej pologrupy redlnych &isiel uzavretého intervalu
<0, 1) déva dalej priklad pologrupy, ktors sphiuje podmienku C, ale nesplituje
podmienku B.

Nasledujtci priklad, ktory je modifikicion istého prikladu pochidzajiceho
od: G. Thierrina [4], je prikladom pologrupy, ktord spliiuje podmienku B,,
ale nespliiuje podmienku 4,. ‘

Priklad. Uvafujme o' mnozine S rdznych prvkov {a;.}u {b,}, kde
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t =1,2,... prebieha vietky prirodzené &isla, zatialdo k& nadobida iba dve
hodnoty, & = 1, 2. Zavedme do S ndsobenie tymito definiciami:

B - Qi = By, @i - by = @y,

b

it - By = @...I.? by - Oy = ;-

HQES. m@. E@?&Q&Emv Ze § je nekomutativna pologrupa..
V § nie je splnens, Podmienka: 4,; lebo aj pre m == m, t.:j. pre b = b
5 A et N ? LY " 1
Hmms. @y - b =Gy - b, Podobne hie. je splneng ani- podmienka 4,, lebo aj
H:.M ) n_r 7, .a. j. pre ba = by, plati b,, . U = b, . a,,. V woﬂomﬁ%m S nie je
Splnena ani podmienka B, lebo ajpre k == m, t. j.prea; =+ a, plati (@, )2 =
”@Q«.Qﬁ:. g : t im> tk —

AvSak uvedens pologrupa spliiuje podmienku B,. .

. Na dékaz tohto tvrdenia ukéZeme, %e pre prvky z, Y,z €8 rovnica 22 = yz
implikuje 2 = . . -

Nﬁm &,W tvaru z = a,, a y je tvaru ¥ =28, vileh {varu (a, ==&, . a
nie je vobec moiny, lebo je totoiny = o mie | 8,
S y 0 Je totoiny so vztahom Us;k = Oy, CO Die je moZné,
. Ak a<.._.m\ tvaru & =0z ay je tvaru y = q,,,, potom vztah (@) =a,, .a,;
W@. dodoN:uw so vztahom ay,, = q, +im+ TO je moiné vtedy a len vtedy, ak
LH~+.§~QH§W b l=14, k=m, teda a;, = a,,.

»wLw z )e tvaru z = b,, a 'y je tvaru Y = @, vztah 2? = yz je totony so
<>Nam~55 bo; 1 = ay,,; taky vztah je viak nemoiny, lebo katdy prvok a,, je
rozny od ktoréhokolvek prvku 1/ : N

.>W Wo%mmzm z je tvaru x = b, a y je tvaru y = b, potom vzfah 2? = yx
. u.< Aw&v = by, . by je totoiny so vztahom bsit = byyim, 8 tento vzfah je
mozny vtedy a len vtedy, ak 2i — | +ihk=m,t.j. ak t=lLk=m emwm.
by = by,- Tym je nade tvrdenie dokézané. u u

H\.ﬁovos\ tejto price je ukézat, ye pre dve $iroké triedy pologrip, totiz E.o
wwzomwowﬂ pologrupy a pre tzv. po elementoch bikompaktné wo_cmwcw.% (kto-
rych mwmﬁ@r&\s prikladom st bikompaktné pologrupy) st podmienky 4, a B
(a analogicky 4, a B, ako i 4 a B) ekvivalentns. N N

r... 1

Najprv dokéeme jednu lemmu, ktord budeme v daliom potrebovat.

H&.EEm 1. Neck v pologrupe S je splnend podmienka B,. Potom pre ka#dé
dva idempotenty e, e €8 plati ee, = ¢,. -

Dékaz. a) Neck : , o
B Tor ) Nech a je Iubovolny element €8 a e IabovolIny idempotent

(eae)? = (eae)(eae) = (eae) ae

a vzhladom na podmienku B, : eae = qe, t. j- elae) = qe.
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b) Pre dva Iubovolné idempotenty € § méme teraz
(€165)% = €185 . 616, = €,(es8,6,).
Vzhladom na vztah dokazany sub a) je viak eyee, = ¢e,, teda -
(€165)2 == e;(e165) = €165 = (€,6,) €,. .

Odtial, vzhladom na podmienku B;, dostdvame ee, = e,; tym je nae tvrdenie
dokézansé. o i - .

Veta 1. Nech S je periodickd pologrupa. Potom podmienka B, je ekvivalentndi
s podmienkou A,. ,

Dokaz. Stadi dokdzat, Ze z podmienky B, vyplyva, %e v pologrupe plat
pravidlo kritenia zlava (t. j. podmienka 4,). o

a) Nech a € 8. Potom existuje také prirodzené &islo o = o(a), e a? = e,
kde ¢, je idempotent. Zrejme plati

-

ﬁ«@n s QHQ\.

Z rovnice (e,a)? = (e,a)(e,a) = e(ae;) a = e,(e,a) a = (e,a)a, t. j. (@) =
= {(e,a) a, vyplyva (vzhladom na podmienku B)) e;a = a, teda e;a = ae, = a.

b) Nech je teraz e, lubovolny idempotent € S a a ITubovolny element € S.
Potom (pouiivajic lemmu:l) mame

00 = ey(e,0) = (€,8,) @ = €0 = a.

Vztah e = a hovori, %e ktorykolvek idempotent €S je lavou jednotkou
pologrupy S.

¢) Nech st teraz z, y, @ tri lubovoIné prvky € 8. UkiZeme, e zo vztahu
ax = ay vyplyva = = y. . .

Tym bude nala veta dokézand. Ndsobme dany vztah ax = ay prvkom ae!
zlava. Mdme afx = afy t. j. ¢,z = ey. Vzhladom na vztah dokizany sub
b) mame e;x = %, e,y = y, teda x =y, & b. t. d.

Pozndmka 1. Podobne sa dokéZe, Ze v periodickej pologrupe st podmienky
A, a B,, resp. A a B ekvivalentnsé.

Pozndmka 2. Periodicks pologrupa, v ktorej plati B, (a teda aj 4,), m4
zndmu Struktiru: je sidtom disjunktnych izomorfnych grip. Periodické polo-
grupa, v ktorej plati B (a teda aj 4) je dokonca grupou. Dékazy tychto tvrdeni
st zndme a urobia sa analogicky ako v praci [3].

2

V tomto odseku ukaZeme, fe veta analogickd k vete 1 plati aj v istych
typoch topologickych pologrip. : . :

Nech 8§ je topologickd Hausdorffova pologrupa. Nech je @ € §. Oznadme
4 = {a*jn = 1}. Budeme hovorit, %e S je po elementoch bikompaktné polo-
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grupa, ak pre kadé g € § je mnoZina 4 obsagen v nejakej EWOE@QE:&.
podmnozine z .
Pripomerime si eite toto (pozri [2]): Ak oznadime 4, = {ali > n}, je

prenik G(a) = .HN: neprizdna mnogina g je to grupa. Oznadme znakom e jej

jednotkovy element. Element ¢ je jedinym idempotentom leziacim v 4 (t. j.

grupe S sy podmienky A4, a B, ekvivalentng,
. D Mwmm. Staéi opit dokdzat, ye podmienka B, implikuje platnost podmien-
Yy 4,.

a) Nech je ¢ €S, Polotme 4 = {a"n = 1}. Oznadme znakom e, jediny
idempotent mommmo_w v 4. Pretoge A je komutativna, pologrupa a elementy’ o
ako i g lefia v 4, je ae, = eq.

Z toho dostdvame {pouzitim lemmy 1) — préave tak ako v dékaze vety 1 —
ae, = e,a = q.

b) Nech e, je lubovoIny idempotent € § a ¢ Iubovolny element € g. Prive
tak ako v dokagze vety 1, odsek b) dostdvame e,q — a; t. j. kazdy idempotent
pologrupy § je jej avou jednotkoy.

¢) Nech si z, Y, a tri lubovolng prvky € 8 a nech plati az = ay. Pretoge
plati ea = a, 29 vztahu e, 4 — G(a) vyplyva vztah a = eg e 64 = Q(a),
b. . 'a € G(a).

- Kedze elementy a, ¢, patria do grupy G(a), existuje taky element p € Ga),
%6 b.a = e,. N4dsobme vztah az = qy elementom & zlava, Mime baz = bay,
t. j. e,x = e,y. Pretoge kazdy idempotent € § (ateda aj e,) je Tavou jednotkou
pologrupy 8, z posledného vztahu vyplyva 7 — ¥, Go bolo treba dokdzat.

bikompaktna pologrupa, v ktorej plati podmienka B,, resp. B, je siStom
disjunktnych topologicky izomorfnych grap.

V tomto odseku poukiieme na, jeden dalsf typ pravidla kritenia, ktory, ako
sa ukiZe, je vo véeobecnosti »»Silnejsi“ ney vietky doteraz uvedend pravidls
kritenia.

Podmienka dy:zy=yz > g —, pre kaidé z, y, 2 €S8,

~ Podmienku 4, napisani v tejto ‘forme by sme mohl; nazvaf pravidlom
kritenia, »vnatornymi elementami.

Ked%e vztah TY = yz moZno pisat tier v tvare Yz = xy, moZno sidasne
hovorit aj o kréteni »»vonkajsimi‘ elementami.

Veta 3. 4k pologrupa splituje podmienky A, potom splituje tieZ podmienku A4
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Dékaz. Nech § spliiuje podmienku 4, a nech plati ab = qc. Nésobenim
Sprava elementom ¢ dostivame abg — aca. Vzhladom na, platnost A4, po
kriteni ,,zniitra‘ dostdvame @b = ca a po kriteni »2zvonku‘“ dostdvame b = ¢,

Analogicky: vztah ba = cq implikuje vztah abg — aca, z ktorého po kriteni
»»2nttra’ dostaneme ab = cg g po kriteni , zvonka* dostdvame b=c.

Logicky stvis podmienok 4,, A, 4,, A, je tento

4o

h\b\h/b

r

Ze podmienka, 4, vo vieobecnosti nie je totoina s podmienkou 4 ukazuje

tato veta:
Veta 4. Ziadna nekomutativng pologrupa nespliiuje podmieniu 4,.

Y = Yz, t. j. § je komutativna. Teda Ziadna nekomutativna pologrupa,

Teraz Tahko néjdeme vetu o ekvivalencii podmienok 4 a A,.

Veta 5. Nech S je pologrupa spliugica podmienku A. Potom § splituje pod-
mienku A, vtedy o len viedy, ak 8 je komutativna,

Doékaz. a) Ak § splituje podmienku 4,, potom musf byt podla vety 4
komutativna. _ .

b) Nech S je komutativna, Potom vztah ac —= cb je totoiny so vztahom
ac = bec. Kedse § splfiuje podmienku 4, vyplyva z posledného vztahu ¢ — b.

Teda S splituje podmienku 4,.
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0O wmmsw\whmzﬁzocﬂs EEEOHOWEX NPABUJ
COKPANIEHUYA B HOJNYTPYHIIAX

PEHATA I'PMOBA
Burpojn

fIycts § — nouyrpynna. Craxewm, yro § YHOBIETBODACT YCMOBHAIO B,, ecim 7% — Yyxr -
—> T = y LI BCAKOI napetz, y€ 8. § YHOBAETBOpHET yCn0BHMIO A,, ecrn B S mMeer MecTo
HPaBANO COKpameHns cnpaga.

B crarhe norassmaercs (Ha onmom pEMepe), 1o yciosna A, n B

+ B OOMHOCTH He pKBH-
BaJIEHTHEL,

» B KOTODBIX JOKA3aHO, YTO g ABYX DIHPOKEX
RJIACCOB NOAYrpynn, mMeHo musg [ePHOMYeCKRX MONYIPYIN B miIs TOJAYrpynn mo ajeMeH-
TaxX GHROMIAaKTHEIX Yea0susn A, u B, sxBHBasenTHLI,

B nmocuenuei qacrn PaccmatpuBaorea mour

YIPYHIIEL yI0BACTEOPSIOLme YeJIoBRn: zy =
= YZ > T =z A Beex «, Yy, z€S.

ON THE EQUIVALENCE OF SOME FORMS OF
THE CANCELLATION LAW IN A SEMIGROUP

RENATA HRMOVA
Summary

We shall say that a semigroup § satisfies Condition B, if 4® = gz implies z = y for
every couple of elements z, yE€S. A semigroup S is said to satisfy Condition 4, if the
right cancellation law in § holds.

An example constructed above shows that in general Conditions 4, and B, are not

equivalent. The main purpose of the paper is to show, that there are two wide classes
of semigroups, namely the torsion semigroups and elementwise bicom;
in which Conditions A, and B, are equivalent.

The last section contains a remark on semi
Y = yz implies = = z for all %, ¥, z€8.

pact semigroups

groups satisfying the following condition:
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