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0 CIASTOCNE KOMUTATIVNYCH
PERIODICKYCH POLOGRUPACH

BLANKA KOLIBIAROVA, Bratislava

Praca sa zaobers vySetrovanim periodickych pologrip, v ktorych idem-
potenty si komutativne so vietkymi prvkami. Ukazuje sa, %e takito polo-
grupa md isté viastnosti spoloéné alebo podobné s komutativnymi periodickymi
pologrupami (vySetrovanymi napr. v praci [1], [5]). Takto sa do istej miery
osvetluje tiloha idempotentov v periodickych pologrupdch. UvaZuje sa hlavne
o vztahoch medzi idedlmi a idempotentami, o $truktire ideslov a o konstrukeii
vySetrovanych pologrip. .

%

Definicia. Budeme hovorit, %e periodickd pologrupa S je Ciastoéne komutativna,
ked pre kaZdy idempotent ¢ €S a kaZdy prvok z € 8 plati ze = ex.

Taks pologrupa sa dé zostrojit napr. konstrukciou uvedenou v ‘odseku 5.

Polozvizom rozumieme komutativnu pologrupu, ktorej ka%dy prvok je idem-
potent. Polozviz je &iastodne usporiadans mnoZina, v ktorej z < y znadi
zy = z [6].

Ozna¢me znakom I(S) mnozinu idempotentov v é&iastodne komutativne]
periodickej pologrupe §. Znakmi e s indexmi oznadme viade v daliom prvky
z I(S). Zrejme I(S) je &iastodni pologrupa pologrupy §. Pretoze pologrupa
1(8) je komutativna a kaidy jej prvok je idempotentom, je to polozviz.

Analogicky ako v préci [1] zavidzame: Nech S je periodickd pologrupa,
nech e je idempotent v S. Budeme hovorit, %e prvok x €S patri k idempo-
tentu e, ak existuje také prirodzené &islo n, ze platf 2* — ¢. Mno¥inu vietkych
prvkov patriacich k idempotentu e budeme oznadovat znakom K (e} a budeme
ju volat K-triedou patriacou k idempotenty e. Grupa @ s vlastnostami: a) G je
Siastoénd pologrupa v 8, b) e €@, ¢) v S neexistuje &iastoéns pologrupa @,
ktord je grupou a pre ktord plati G C € 8, budeme nazyvat maximalnou
grupou patriacou k idempotentu e a oznadovat Ge).

Zrejme kazdy prvok z € § patri len k jednému idempotentu, pridom pre
kaZdé K (e) je e € K(e). Dalej je zrejmé, Ze prvky z, y patria do tej istej K -triedy
vtedy a len vtedy, ked pre isté prirodzené &isla m, n plati 2* = y™. Je znidme,
Ze grupa G(e) sa sklad4 zo vletkych prvkov tvaru ze, kde x € K(e).

Lemma 1. Neck S je liastobne komutativna periodickd pologrupa. Nech
z €G(e), y € K(e). Potom xy € GQe), yx € Ge).
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Dékaz je zrejmy vzhladom na to, e Ge) sa sklads z prvkov tvaru xe
(x € K(e)) a len z nich.

1. Rozklad na K-triedy

Lemma 2. Neck x € K(e,), y € K(e,), potom zyee; leZi v Gee,).

' Dokaz. Podla predpokladu existuji také prirodzené &isla m, n, e 2+ = e,
y" =e. Teda (ze;): = eye,, (o)™ = ey, t. I wey € K(ege,), ye, € K(ee,).
Vieme, Ze tie a len tie prvky z K(ee,) patria do G(e.e;), ktoré st tvaru uee,,
u € K(e,6,). Teda prvky Te2018y = Te1€y B Ye,01, = yeye, sO prvkami grupy
Gee,). Teda, aj ich siéin xe,e,ye.e, = xye.e, patri do grupy Gie,e,), ¢. b. t. d.

Veta 1. Ak x € K(e,), y € K(e,), potom zy € K{ese,). :

Dokaz. 1. Nech xy € K(e), t. j. existuje £ > 0 také, Ze (xy) = e. Je eee =
= eey(zy) = [zye,e) € Glee,), teda ee.e = epe,.

2. Nech pre n > 0 je x'=¢,. Plati ¢ = (xy) = 24, kde A = (yx)~'y.
Z toho ¢ = € = zed = z(xA)A = 224° Indukeciou e — A" e = e A",
Z toho ee, = ee 4+ = e, 4+ = ¢, t. j- ee; = e,

3. Podobne nech pre m >0 je y»=e¢,: Potom e — (zy) = By, kde
B = z(yz) 1, teda ¢ = e = Bey = B(By) y = By Indukciou ¢ = Bmy™ =
= Bme,. Teda ee, = Breye, = Bme, — e, t. i ee, =e.

Zo vztahu dokazaného sub 1 vyplyva teda: €165 == &8¢ = (e.e){ege) = e.

Désledok. Nech z € G{e,), y € K(e,), pridom e, = e,. Potom zy € G(e,).

Poznédmka 1. Vetu 1 mozno sformulovat ties takto:

Zobrazenie % pologrupy S na I(S), ktoré kazdému prvku z € § priraduje
idempotent, ku ktorému z patri, je homomorfizmus.

Inymi slovami: :

Rozklad &iastodne komutativnej periodickej pologrupy S dany jej K-trie-
dami je vytvéarajicim rozkladom!) na S. Prisluind faktorové pologrupa
je izomorfnd s polozvizom I(S).

Lemma 3. Nech S je periodickd pologrupa. Nech K ~triedy sy Giastoéné polo-
grupy v 8. Potom rozklad na pologrupe S dany jej K-triedami je najjemnejsi
rozklad pologrupy S na disjunktné, Siastoéné pologrupy.

Dékaz vyplyva z toho, %e Ziadna K-trieda sa neds pisat v tvare sidtu
dvoch disjunktnych pologrip, pretoze obidve by museli obsahovat po jednom
idempotente, ¢o nie je mo#né (lebo K-trieda ma jediny idempotent).

Veta 2. V &lastoéne komutativnej periodickej pologrupe je rozklad na K -triedy
najjemnejsim rozkladom na Eastoénd pologrupy.

Dékaz. Vzhladom na vetu 1 st K-triedy ¢iasto&né pologrupy. Potom

je veta 2 dosledkom lemmy 3.

!} Vytvérajacim rozkladom nazgyvame rozklad uréeny kongruenciou.
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2. Rozklad na Hﬂ-nlmm%

Definicia 1. Neck § je pologrupa. Potom nazyvame
a) tdedl] = {x} U Sz lavygm hlavngm idedlom vytvorengm prokom x [znak ()1,
b) idedl I = {z} u xS provym hlavngm idedlom vytvorenym prokom x

[enak ()],
¢) idedl I = {2} U Sz U 28 U 828 obojstranngm hlavnym idedlom vytvorenym
prokom x [znak (2)]. ; :

Dalej nazgvame (podla [2] ) mnoZinu vethsyjch prokov.vytvdrajicich tente lavy
hlavny idedl Lavou triedoy (znak F ). Lavi triedy Prokov vytvdrajicich idedl (z),
oznatime - F (z).

Analogicky definujeme pravi, triedu Fp, [F ()] a obojstranni triedy F [F(x)).

Zrejme Tavé triedy sit navzajom disjunktné (takisto pravé a obojstranné
triedy).

V nasledujticich tivahich lemmy oznagené * platia aj v pripade, se vyraz
»1avy hlavny idedl* nahradime vyrazom »Pravy hlavny idesl”, resp. ,,0boj-
stranny hlavny ide4l®, vyraz ,,lavs trieda‘ nahradime Vyrazom ,pravi trieda‘,
resp. ,,obojstranna, trieda‘, V dokazoch sa postupuje rovnako ako v pripade
lavyceh hlavnych idedlov a lavych hlavnych tried. .

V lemmich 4—7 budeme uvazovat diastodne komutativnu periodickid polo-
grupu S. g

* Lemma 4. Neck z ¢ K(e). Potom (), n K(e') &= 0 vtedy o len viedy, ked
e <Ze.

Doékaz. Nech ¢' <o, Potom. podla désledku vety 1 je e'z €G(e'), teda
(2), 0 K(€') + 0.

Nech (z), n K(e') # 0. Potom pre y € K(e*) je yx € K(e'). Potom vzhladom
na vetu 1 je e*e = ¢', teda e*e — e'e a teda e'e — €', 8o znadi e <e.

* Lemma 5. Nech x € K(e). Potom F{x) C Ke).

Dékaz. Nech y EF(x), t. j. (x), = (9), a nech y € K(e'). Plati Y€(x), n
n K(e'), teda (z), n K(e') + § a teda podla lemmy 3 je ¢' <e.

Takisto viak (#)r 0 K(e) % 0, teda e = ¢'. Dostdvame ¢ < e" < e, odkial
e=e\ o .

Lemma 6. Pre kaidy prook e € I(8) plati G(e) = F(e) = F(e).

Dékaz. Nech » €G(e). Potom z — e, z oho (x), C (e), = (e). Zrejme
e €(z), teda (e) C (z);. Z toho vyplyva dalej, ze (%), = (). Plati teda
Gle) C File) a G(e) C Fe).

Nech z € F(e) (» €F (e)). Potom pre isté y € § plati x — ye = (ye) e = ze.
Podla lemmy 5 je z € K(e) a podla lemmy 1 je € G(e).

Uhrnom Fle) = G(e) = F(e). . :

* Veta 3. Nech S je Siastodne komutativna periodickd pologrupa. Potom.:

@) Rozklad dany na pologrupe S jej F-triedams je zjemmenim rozkladu daného
na S jej K-triedami. Pritom, je katdd mazimdlna grupa Gle) jednow F-triedou,
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b) Rozklad dany na S jej F ~triedami je zjemmenim rozkladu daného na &
jej F-triedami. Pritom je kaZdd maximding grupa Ge} jednon F, -triedou.

Dékaz. a) vyplyva z lemmy 5-—6. : :

b) Nech z, y € F, . Potom {z);, = (¥),, z doho vyplyva z € (y), C (y), teda
() C (y). Podobne (%) C (x). Teda (z) = (y), dite F(x) = F(y). Dalsie tvrde-
nie vety vyplyva z lemmy 6. : .

Nech 8 je tiastodne komutativna, periodickd pologrupa. V mnogine F,-tried
zavedme teraz &iastodné usporiadanie a podobne v mnosine Fy-tried a F-tried.

Definicia 2. Budeme ‘pisat, e F (2) < Fily) viedy a len vtedy, ked
(#) € (¥);. . .

Rovnako zavedieme reliciu < Vv mnozine Fy-tried a v mnogine F-tried.

Poznédmka 2. Mnosina F -tried (oznaéme Ju$£,) je vzhladom na reldciu
dand definiciou 2 &iastosne usporiadanou mnozinou, ktors, je izomorfng
s Ciastodne usporiadanou mnoinou lavych hlavnych idedlov (usporiadanych
pomocou mmozinovej inklizie). .

To isté plati o mnogine Fp-tried (%) a mnogine F-tried ().

Veta 4. Ciastoéne usporiadand mnofina F~ je homomorfngm obrazom &ias-
toéne usporiadane jmnoZinyg F; (Fr); prislusny komomorfizmus je dany mnoi-
novou inkliziou. : : : -

Ciastoéne usporiadand mnoina T je homomorfrygm obrazom Ciastoéne uspo-
riadanej mnofiny F prislusng homomorfizmus je dany mno¥inovou inkliziou.

Dékaz. Nech Fi(2) < F o (y). Vtedy z € (z), (#)r C (), teda (z) C (y),
Size F(x) < F(y). Z toho a z vety 3 vyplyva prvé tvrdenie.

Nech F(z) < F(y), = € K(e), y € K(e'). Vtedy e € (z) C (), teda e € (y),
odkial podla vety 1 plati e < e'. Z toho a z vety 3 vyplyva tvrdenie.

* Veta 5. Idedl (z), je suciom véetkyjch F ~tried, ktoré si v reldci; I =< F ().

Dékaz. Nech y ¢ (%), a nech y' € Fy(y). Potom Y ey, =(y), C (%),
teda y' € (z),. Plati teda Fi(y) C (x),, Fi(y) < Fy(z).

Zrejme pre kaxdé F,, ktoré je v reldcii F < Fy(x), plati Fy C(z),.

* Lemma 7. Neck z € K(e). Potom Gle) = Fi(e) < F (z).

Dékaz. Pre isté prirodzené &fslo n plati x* — e, Potom e = 15 ¢ (%),
teda (e) C (z),, dize Gle) = Fy(e) < F () (lemma, -6).:

Definicia 3. Budeme hovorit, Ze &astobne usporiadand mnodina M- (uspo-
riadanie oznadme znakom =) je usmernend nadol [6], ak ku kaZdej dvojici
prokov z, y e M existuje prook z € M taky, e 2 <z, 2z < Y.

* Veta 6. Ciastodne usporiadand mnoting FL je usmernend nadol.

Dékaz. Nech z € K(e), y € K(e'). Podla lemmy 7 je G(e) < F(z), Ge') <
< Fi(y). Aviak (ee') C (€), (ee') C (e'), teda Glee') < Gle) < Fi(z), Glee') <
< G(e) < Fy(y). _

"Pozndmka 3. Podobne ako v prici [5] zavedme analogicky k pojmu
multizvizu [3] pojem multipolozvizu: , .

Nech P je giastodne usporiadand mnoZina (usporiadanie oznadme =). Bu-
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deme hovorit, 3e P je multipolozviz, ak ie splnend axiéma: nech z,y €EP;
ak existuje také « € P, e o =7, 0 £y, potom existuje aj také z € P, ze
@=z, 25, 2=y a ez podmienky b <z, b =¥, 2=<b vyplyva b — 2.

Z predosiych dvah je zrejmé: V pripade, Ze ka¥dy rastici retazec F -tried
je konedny, je mnosina F,-tried multipolozvizom, v ktorom pre kaidé x,; y
je mnoZina prvkov 2 neprizdna. (Niekedy je mno#ina F,-tried dokonca, polo-
zvizom.) . . . v y

Rovnaké tvrdenie plati pre mno#inu Fp-tried a F-tried.

Veta 7. Nech z,y € K(e). Potom kaidy zo vztahov a) Fizy) = F,(y),
b) Fi(yz) = F () je ekvivalening so vztahom F oY) = Gle). .

Dokaz. Poznamenajme najprv, ze vztah Fi(y) = G(e) je ekvivalentny so
vztahom y € Ge). .

a) Nech y € G(e), potom podla lemmy 1 a 6 je Fi(zy) = G(e) = Fo(y).

Nech F (zy) = Fi(y, t. . (zy), = (¥),. Teda pre isté z €8, z € K(e) je
Yy = zxy, alebo y = ay (druhy pripad je v8ak zahrnuty v prvom pre z = z).
Pretoie y € K(e), podfa vety 1 musf K(e) < K(e), teda ee' — e, Aviak. aj
z.€ K(e), teda podla vety 1 je zx € K(ee') —= K(e), t. j. pre isté prirodzené
¢islo n plati (zz)* = e. Plati viak ¥ =22y = (2x)(2xy) = (zx)ly = ... —
= (2) y = ey, teda podla lemmy 1 je y € Gle). -

b) Ak y € G(e), podobne ako v a) platf F,(yz) = F.(y).

Nech (y), = (yz);, teda pre isté z e S,z€ K(e'), je y = 2yz, alebo y = yz.
Pre isté prirodzené &isla m, n musi platit z2» = ¢'| xt — ¢ Pretoze y = zyx —
= 2(2yx) ¥ = 2y = . . — FMYxmt —= e'ye. Podla, vety 1 vyplyva z toho
ee' = e a dalej y — ey, €o znadf podla lemmy 1, ze y € G(e).

Désledok. a) Fi(z) = F(z**1) plati vtedy a len vtedy, ked Fi(z?) je
grupa. b) Ak ¥,(x) c K(e), potom existuje prirodzené &islo n také, je F,(z") =
= (G(e).

Definicia 4. Prook » pologrupy S nazgvame reguldrnym [1] vtedy o len vtedy,
ked existuje prook 2 € § taky, %e xzx — g.

Veta 8. Nech 8 je &iastoéne komutativna periodickd pologrupa. Potom prvok
z € 8 je reguldrny vtedy a len vtedy, ak patri do niektorej maximdinej grupy G(e).

Dékaz. Nech z € G(e). Potom existuje prvok z-1 ¢ G(e) taky, ze x-1x — o,
To znadi, Ze pre z plati zz %z = 4, :

Nech z je regulidrny prvok. Teda existuje prvok y € § taky, e zyr = .
Potom viak zy — (ryz) y = (xy)(xy), Size zy je idempotent. Podla lemmy 6
je F(ry) = G(xy). Avak (%) = (zyz) C (xy) C (%) odkial (x) = (zy), teda
z € G(zy). .

3. .WONW_@Q na Q-triedy

Zavedme teraz dalsi rozklad na pologrupe 8. Za tym tdelom zavedieme
pojem hlavnych kvéziideslov. v zhode s pojmom kvéziidedlov v préci [4].
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Definicia 5. Nech S je pologrupa. MnoZinu M — {2} U [Sz n 28] nazveme
hlavnym kvdziidedlom vytvorenym prokom x (znak (z)o)-

Mnozinu prvkov vytvérajlicich tenze hlavny kvaziideal budeme nazyvat
kvdzitriedou (Q-trieda). Kvézitriedu, do ktorej patrf prvok z, budeme ozna-
dovat Q(x). , . v .

Vzhladom na definiciu st kvazitriedy disjunktné.

Poznimka 4. Lahko sa overi tvrdenie: Ak y € (2),, potom (#)g T (2),-

Veta 9. Plati: a) (#)g = (2)p, N (2); b) Q(z) = Fi(z) n Fp(z).

Doékaz. Tvrdenie a) je zrejmé. .

b) Ukézeme najprv, %e Q(z) C Fi(x)y n Fy(z). Zrejme €EF (x) n Fp(x).
Nech y € Q(z), y # z. Potom pre isté s, s' € § pPlati ¥ = sz, y = 25" a teda
()5 € (2. (9) € (2)y. Odtial vyplyva Fy(y) < Fy(z), Fa(y) < F,(z), teda
Y €F(x), y € Fp(x), ize y € Fi(x) n Fp(z), $im sme dokdzali Q(z) C Fy(2) n
N Fy(z). . ; .

-Treba efte ukazat, e plati Fy(z) n Fy(z) C Q(a). Zrejme z € Q(x). Nech
Y €F(x) N Fp(x), y + x. Potom pre isté s, s' € S plati y = sz, y = zs', teda
¥y €8Sz n x8, dive y € (x)q; odkial (y), C (%)q . Pretoze viak y €F () N Fp(z),
pre isté z, 2' €S plati tief z — 2y, x = yz', odkial, tak ako v predosliom,
vyplyva (z)y C (y),, &o spolu diva (2)g = (¥)g 'a teda y € Q(z). Dostdvame
Fi(2) n Fg(z) C Q(x). § e : .

Poznimka 5. Lahko sa d3 nkizat, %e prenik hlavnych kvéziideslov je
kvéziideal, ktory nemus{ byt hlavnym kvaziidedlom. Naproti tomu sidet hlav-.
nych kvéiziideslov nemusi byt ani kvaziidedlom. Dalej plati: sa&in (v zmysle
ndsobenia. komplexov) hlavnych kvéiziidedlov nemusi byt hlavnym kvézi-
idedlom. . . ‘ . ;

Priklad. Nech S je volns pologrupa s mnoginou vytvarajicich prvkov
(generdtorov) {a,, a,}. Potom. (a:)g (¢ =1,.2) je mno%ina prvkov, ktoré maji
jeden-z tvarov a, aaa;, kde @ je Tubovolny prvok z &. ;

Stdet hlavnych kvaziidedlov (a1)q 2 (a,)q je mnozina prvkov, ktoré maji
jeden z tvarov a,, a,, @00, , @005, kde @ je TubovoIny prvok z S. Ak by stidet
bol kviziidedl, musel by doii patrit aj prvok g,a,, ktory v&ak, ako hned vidief,
dofi nepatr. . 3 o - . g ",

Sadin (a,), . {(@2)y (v NH.F%&@ nésobenia komplexov) hlavnych kvaziideslov
(1) & (a5)q je mnoZina, prvkov, ktoré maji jeden z tvarov a,a,, 0000, 10 By ;
aa'a,a.0a,, kde a, a' sq Iubovolné prvky z 8. Teda. patri-dot napr. prvok
gty . To viak .Zznadi, e stidin (@1)g - (a5), nie je hlavny:kvéziidesl. -

V dalSom uvazujeme iastodne komutativnu periodickd pologrupu S

Z.vety 9 vyplyva:. s . . e 3

Lemma 8: Rozklad, dany na 8 jej Q-triedams je .zjemmenim rozkladu na S
daného Fi-triedami. . R : Coo

Zavedme reliciu &iastoéného usporiadania v mno#ine Q-tried takto:

Definicia 6. Budeme pisat, %e Qz) < Q(y) viedy a len vtedy, ked (x)g C:(y),.
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Poznimka 6. Mnozina Q-tried je vzhladom na relgciy dand definiciou ¢
diastodne usporiadanouy mnoZinou,

Veta 10. Plos. (%), je sudtom vetkyjch Q-tried, ktoré sz o reldcis Q < Q).

Dékaz. Plati Q(z) C (%)g, pretose ak Y €Q(z), plati (%) = (%)g, teda
Y €(z)y. Nech teraz Y €(x), a nech ¥ €Q(y). Potom (#')e = (¥)g C (w)g
(pozri pozn. 4), teda y' ¢ (%)g. Z toho vyplyva Q(y) (%) a Q(y) < @?&..

Nech teraz Q(y) < Q(z). Potom Q(y) € ()g € ().

Lemma 9. Plyy;. Qe) = Qe) pre vietky x € K(e) je Q(e) < Q(z).

Dékaz. Tvrdenie Qe) = Qe) vyplyva z vety 9 g vety 4. UE&. zrejme
(ex), C (%)g, z éoho vyplyva Q(e) < Q(x). ) : :

Veta 11. Ciastosne usporiadand mnofing Q-tried je vzhladom, na reldciu dang
definicion 6 mnoting nadol usmernend,. ‘

Dékaz. Nech @: C K(e), Q> C K(e¢'). Podla lemmy 9 je Gle) = Q(e) <Q,.
Zrejme (ee’), C (€)g, 6. j. Qlee'y < @(e). Uhrnom Qlee’) < Q,. Rovnako sa
dokéze Qee’) < Q(e). :

Veta 12, Ciastosne usporiadand mnoding F z-trieda je homomorfrym obrazom
Ciastotne usporiadanes mnoiny Q-tried, prislusnyg homomorfizmus je dany mno-
Zinovou inklyzion,

Dékaz. Nech Qz) < Q(y). Podls, lemmy 8 (x) C F(z)a Qy) ¢ F(y).
Podra predpokladu (z)y C (%)g. Ak & = Y, zrejme F (z) < Fi(y). V druhom

va.m@mxm.w sa x d4i qu.m\&k.m& v tvare T = zy AN € »m«v. H@Q@ A.&vh Vel A@vhu Eive .N.hﬂ&v IA\ —

4. Hlavné idealy a.idempotenty

.aﬂonm 13. Ak » pologrupe -8 existuje minimdlny lavy idedl n, tok je jeding
@ je rovny minimdlnemy pravemu a minimdlnemay, obojstrannému idedly, Pritom

..Um&mmm. N,H.B.Bm minimalny Tavy idedl je hlavny (takisto pravy, oboj-
stranny). — Nech § mj minimalny Iavy idedl (),, nech z € K(e). Podls,
lemmy 7 plati Ge) = Fley<F (%), teda vzhladom na minim4lnost {x),; musi
Gle) = Fi(z). Podla vety 5 je teda, (2)y = G(e) = (), a teda (), je -grupa.

Nech () nie je minimglny obojstranny idedl; teda existuje (z') C (%), 6o

kde ¢ <e¢, ¢ = ¢, teda podls vety ‘3 je G(e) = F(e' =F,(e') < Fp(a) <
< F (x), &ize (z'), C ()5, %o je v Spore 8 minim4lnostoy (). Teda (z) je
minimalny ovou.megssu» idedl, pri¢om podla vety 3 je (z) = Gle) = (z),. —
Podobne by sa dokézalo tvrdenie pre pravy minimélny ides].

Nech (e),, (&), st dva rézne miniméilne Iavé idedly. Potom ak et = ¢,
ie (e;), nie minimilny (pretoze (e28,), C (e1)1), ak viak €1 = €6, = ¢, je zag
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(), nie minimélny (pretoze (e180)), C (&)1, €3 # &1). Teda nemézu existovat, dva
rézne minimalne lavé idedly.

Veta 14, Nutnd o postatujica podmienka, aby v pologrupe § existoval mini-
mdiny lavy idedl, 7e, aby existovalo e ¢ I (8) také, %e plats €, = e pre kafdé
& €I(8). (T. 5. pologrupa idempotentov md nuly.)

Dékaz. Ak v I (S) existuje ¢ s predpokladanou vlastnostou, potom podla-
désledku vety 1 je Se C G(e) a teda vzhladom na vetu 5 je (e), = G{e) mini-
mélny Tavy idesl. .

Nech existuje v § minimélny lavy ideil n. Potom podla vety 13 je n =
= (e)y = G(e), e € I(S). Nech ¢, € I(S). Potom je ¢,e €G(e) a teda ee — ee; = e.

Pozndmka 7. Ak m4 kazdy klesajiici retazec Tavych tried minimalny
prvok, ma aj kazdy klesajuici retazec pravych (obojstrannych) tried EMEE..MF%
prvok. . : .

Veta 15. Ak pre isté x €8 plati § — (%), tak ezistuje taky idempotent
€ €S8, Ze plati ee, — €; pre vetky idempotenty e, € T (8). (1. 3. pologrupa idem-
potentov md jednotku. ) . .

Dékaz. Z podmienky vety vyplyva, %e &astodne usporiadand mno#ina

F~tried m3 najvidsi prvok a teda to isté platf aj pre polozviz I (8), ktory je
podia vety 4 a 1 iej roEoBoumb%E obrazom. .

Poznimka 8. Podmierika vo vete 15 je nutna, ale nie postadujica na to,
aby pre isté x € § platilo § = (), ako ukazuje priklad:

Nech pologrupa § = {ay, a1, a5, a4}, kde nésobenie je dané takto: A0y = a, ;
pre a,a; # a,a, je g =a, (i, k =0, 1, 2, 3). Idempotent, je jediny a,; aviak
pre Ziadne a € § neplati ani § — @)z, ale ani 8§ = (a),, ani § — (@)g, ani
8= (a). . ‘

Veta 16. Nech v S je kazdy klesajuici (rastict) refozec do sebe -zapadajicich
lavgch Mavngch idedloy koneényj. Potom je v S konelnyj aj ka#dy klesajici
(rastici) refazec tdempotenion. C

Dékaz. Z predpokladov vyplyva, Ze kazdy klesajici retazec v diastodne

. - v

usporiadanej mno#ine FL je koneény. Tvrdenie vety vyplyva z toho, se polo-

(veta 4, pozndmka, I).

Tvrdenie o rasticich retazcoch sa dokige podobne,

Pozndmka 9. Rovnaké tvrdenie plati pre kvéziidesly.

Poznimka 10. Obratens veta k vete 16 neplatf, ako ukazuje priklad:

Nech § je pologrupa, ktorej prvkami st dvojice celych &isel (m, n). Naso-
benie je definované takto: a) (m, n)(m', n') = (mm', n') ak m, m' s nestdeli-
telné, b) (m, n)(m", n') = (0,0) ak m,m' si stdelitelns, — Idempotent je
jediny (0,0). Existuje viak klesajici refazec do seba zapadajicich lavych
hlavnych ideslov
. AQS s ﬁvvh 2 AA%QVN ) vam U,Q%%%w ’ Evh D
(D1 P2, 25, ... sii-navzijom rézne prvoéisla), ktory nie je koneény.
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5. moEoEOHQNE% F-tried a K-tried

V celom tomto odseku § znadi diastodne komutativny periodicki pologrupu.

Veta 17. Nech e, — 1¢y. Polom zobrazenie z — ze, (v € K(ey)) je homomorfné
zo0brazenie mnofiny K(e,) do K(e,); (0znaéme ho Pi). . .

Dokaz. Podla vety 1 pre € K(e,) plati ze, € K(ey). Pre z,, z, € K(e,) plati
(218, )(,0,) = (712,) e,

Pozndmka 11. Nech & =& < ¢;. Potom pre zobrazenie @3 a @} zrejme
plati pipl = g3, _ : |

Veta 18. Nech e je wdempotent v §. Pre homomorfné zobrazenie x — xe polo-
grupy S do seba (oznadme ho @) plati: .

a) @ je homomorfngm zobrazenim pologrupy 7 do seba,

b) ¢ je homomorfngm zobrazenim Giastoéne usporiadane]j mnokinyg 57, (pri-
padne Fp, F ) do seba. . .

Dékaz. a) Treba ukazat: ¢K(e) pK(e') = gpK(ee'). Nech homomorfizmus ¢
je uréeny idempotentom e* € §. Potom podla vety 1 je gK(e) C K(ee*),
pK(e') C K(ee*) a znova podla vety 1 je K(ee*) K(e'e*) C NQN_@*V a teda
pK(e) pK(e') C K{(eex) Ke'ex) C K(ee'e*) aviak v 7 je K(ee'e*) = pK{(ee').

b) Najprv ukéZeme, ¥e ku kazdej F-triede F (%) existuje taks trieda F (),
ie gF (z) C F,(y). Nech 2 €F (x). To znadi, alebo z =z, alebo z' = sz
pre isté s€ 8. Ak z' = sz, plati z'e = sxe = sex, &o Nﬂwmmm x'e € R&.vm.. Teda
(z'e), C (we),. H.omo.vbm.mm_ :W%ma.@.&n_ C (x'e),, o spolu diva (ze), = (a'e),,
t. j. Fi(a'e) = F,(ze). To plati aj pre 2* = . Trieda F,(z) sa teda zobrazi
do triedy F,(y), Y = xe. o , .

Dalej zrejme plati: ak F,() < F(z), pFy(a) ¢ F.(y), F,(z) C F,(y),
potom F,(y') < F,(y). | o .

Poznimka 12. Lahko sa, vidi, %e plati ¢F,(z) C Fi(y) < Nuu?vn ale pritom
nemusi pF,(z) = F(y). .

Pozndmka 13. Nech ©1f = €4, &16; = ¢,. Nech pl(pl) je homomorfné N&E-
zenie z vety 17 dané prokom e, (e,). Potom zobrazenia ¢} a P! st na grupe ((e;)
lotogné. T ‘ ,

Dékaz. Pre » € Q(e;) plati ze, — (ze)) ey = ze, = A&Q,L €3 = ze,. . . .

Poznéimka 14. Nech vietky K-triedy v § st grupy. Nech zobrazenie I’
pologrupy § na § Mn,mﬁnoﬁﬁﬂmmgoi na kajdej z nich. Nech pre F.oo<.o~.§%
idempotent e € 8§ _p..oEoEoi,bm zobrazenie - xe z vety 17 onu@mms_o ho ¢)
m4, vlastnost oIz = I'pgx pre kazdé &..m@. Potom .N.ovg.sms.mm_ I je wﬁo-
morfizmom na S, o o 5ox . . V .

Dékaz tvrdenia je obdobny ako «dokaz mzﬁomw.owm\ro&ﬁ,@g?.{ praci mﬂ..

*

Vznikd prirodzensd otdzka: Nech je dany polozviz I a ku kasdému \H:imp
e € I je dan4 &iastodne komutativna periodicka pologrupa K, s jedinym idem-
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potentom e. Ci existuje také Siastodne komutativna periodicks, pologrupa S,
ktorej polozviz idempotentov je: (okrem izomorfizmu) I a pre kaZdé e€ ]
K-trieda patriaca k idempotentu e je diastodnou pologrupou pologrupy §
zhodnou (okrem izomorfizmu) s pologrupou K (¢). — Odpoved na tito otdzku
je kladni. Uvedieme dve konstrukcie pologrupy S z daného polozvizu I
a z daného systému pologrip K,.

L. Ku kazdej dvojici prvkov e, ¢' € I » bre ktord plati ' < e, nech je dané
homomorfné zobrazenie g, pologrupy K, do pologrupy K, a to tak, e plati:
a) @; je identické zobrazenie, b) ak ¢, prislicha dvojici €' < e, g dvojici
e < e", dvojici €' < e" prislicha zobrazenie P4 = L. Takéto homomor-
fizmy vidy existujd, ak e' < e, stadi napr. poloZit ¢tz = €' pre kazdé z € K,.

Oznadme S mnozinovy sidet vietkych mnozin K, . Definujme na § nasobenie
O takto: Nech z € K,, y ¢ K, . Potom 0y = Ve p% Y.

2. Ozna¢me S mnoZinovy stdet vietkych mnoZin K, . Definujme na 8 n4-
sobenie O takto: a) nech z, y€K,, potom 20y = zy (sidin v K,), b) nech
z€K,, yeK,, e+#e. Ak ¢ < €', potom zOy = yOx — z. Ak e, e sd ne-
porovnatelné, potom 20y = yOz = ee'.

V obidvoch pripadoch 1, 2 dostévame diastodne komutativnu periodickd
pologrupu 8, v ktorej I(8) = I a K-trieda patriaca k idempotentu ¢ je prave K o
Dékaz je Tahky a neuvidzame ho.

Dalsie takéto pologrupy sa daji skonStruovat na mnogine 8§ vhodnym
skombinovanim kon&trukeii 1 a 2.

Aviak nie vetky takéto pologrupy mo#no skongtruovat uvedenymi spé-
sobmi, ako o tom sveddf rad prikladov, napr. komutativna periodickd polo-
grupa § vytvorens takto:

Majme polozviz prvkov e,e'. Nech ¢' < e, Prvku e priradme pologrupu
K, = {e}, prvku ¢ pologrupu K,, = {¢', a, b}, kde nisobenie je dané takto:
pre z,, 2, € K,. je 2,7, = ¢'. Na mno¥ine § — K, u K, definujme nésobenie O
takto: eOe = ¢; pre z,, , € K, je ,0m, = z,z,; dalej eOb = bOe = ¢0Oq —
=a0e = b, eO¢' = €'Oe = ¢'. :

Je zrejmé, e uvedens pologrupa sa neds skonitruovat kondtrukciou I
ani 2,

Lahko sa vidi (pomocou vety 17 a pozndmky 11), %e v pripade, ¥e K-triedy
st pologrupy s jednotkou, d4 sa ka¥di tiastotne komutativna periodicks
pologrupa vytvorit konitrukeiou 1, pricom K, st periodické pologrupy s jed-
notkou.
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0 YACTHYHO HOMMYTATUBHBIX
INHEPUOANYECKUX HOJYTPYIIITAX

b. KOJIMBUAPOBA
PeawomMme

-

Hepuommaeckyo HoIryrpynry S, B KOTOPOH INA BesKOro ¢, £ €8 (¢ — muemmorent)
%e = ex, OyXeM HA3LIBATE YacTEYHO KOMMYTaTEBHOA. 374 mOXyrpynma o6ragaer MHOrAMHE
CBOMCTBAME OZOGHEIMIT CBOHCTBAM MEPHORMIECKEX IIOJYTPYHN (MCCIeOBAHHLIX B paborax
1] = [5). ,

Muosecrso muaemnorenaTon moayrpynnst § o6pasyer HACTAIHY0 nonyrpynny I(S) mosy-
IPYInst §, ABISIOMYIOCH BomycTpyrrypoii. ToBOpmM, 410 siement z € § NpAHAATEIKAT
K NaWHOMY WCMIOTeHTY ¢, ecym CYMIECTBYeT TaKOe HATYPANBHOE WHCIO 5, 4TO % = e,
MuomecTBo Beex asementop UPHHAAAERAMAX K WIEMIOTeHTY ¢ GyieM HaanBaTs K-riac-
com. K-gnacewl o6pasyior Parropuonyrpymy 7, HOTOpaf ABAAETCA MOMYCTPYKTYDOIA.
Pas6uennme womyrpymmer S ga "K-KnaccHl gBifercs HamGoiee MEJIKAM pasfmeHmem .S
Ha HACTHMHbIE TONyrpymmsr. B neproii waci H3YHAI0TCH HeKOTOPLIe CBOHCTRA MOy TPy IIBL 7

MmosmectBo anementor z € § TOPONAIOMAX OMH M TOT e TABHBI Jienpiil njea,
HasepaercA Fr-KIaccoMm (TOYHO Tak e BBeJieM K p-Kiacesl B F-rmaccer). Maomecrso Fz,
SNEMEHTEl KOTOPOTO Fr-KNaccH, SIBIAETCH MHOMECTEOM HANPABJEHHKM BHW3Y (COOTBET-
CIBYIOMee OTHOWCHHe YacTHIHOTO YHOPAAOYGHEA N4HO B onpeflelesa® 2). AHAJOTHYHOE
yTBepHieHHe cipaBeAimBo 1 ity Fru K . Cymecrayior romMoMopdubie oToGparenna gac-
THYHO YHOPAMOYCHHBIX MHOMKECTE: .,%Nﬁmwv.:m ro\nﬂ Ha MN\.“ NOLYCTPYKTYPH A 1 [ (S)
msomopdurt. Bo Bropoit wacrm H3YUATCA HEKOTOpHle CBOHCTBA MHOMKECTR FL, Fen F .

Hazee uayuarorca kpasmmmeans: u COOTBETCTBYIOMEE KBAZUKIACCH, KOTODHIS ABJIAIOTCS
fiepecevenneM ITaBHBIX JIeBRIX B TIPABLIX MEAJOB (coots. L n .Mw-:umooomv.

B wactm 4 maywamorcn HEKOTOphle CBOHCTBA B3aWMHON CBASH TiaBHBIX HJEeali0B ¢ MHO-
wecrsamet Fr, Fr, F u 1(s).

B vacta 5 mayvasorea roMoMOpdHLIE 0TOGPAIKEHAN L —> e HOIyrpymist S B § (06o3Haven-
Hele uepes @). IloxasuiBaercs, wro Hanpumep ¢ romomopdmo oro6paaer K 5
Fis L, u T. x. Honeuno npueenens: npe ROHCTPYKUHH, HOKA3KBAIOMAeE, KaK X3 NAHHOR
CHCTEME! | 9ACTAYHO KOMMYTATHBHEIX TICPAOAMIECKAX MOJYrPYNON (OPH 3TOM cHeTema [
YACTHYHO YHOPAAOYEHHA T4K, YT0 OHA HBIIHETCH JIOTYCTPYKTYPOH) mOCTPOmTH Tarylo
nouayrpynmy .S, Koropas mMeer K-KiIaccami JaHHbIe TOXYTPYIIH.

ON THE PARTIALLY
COMMUTATIVE TORSION SEMIGROUPS

BLANKA KOLIBIAROVA
Summary,
.We shall call a torsion semigroup S a partially commutative if for every x, e €S
(¢'is an idempotent) we = ez holds. Tt has some properties similar to the commutative

torsion semigroup (dealt with in [1] and [5]).
The set of idempotents of S forms a subsemigroup I(S) of S. I (S) is a semilattice.
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The set of all elements z € &8, for which gt — ¢ (nis a natural number, ¢ € I {S) holds, is
denoted as K (e) and called K -class K(e). The K -classes form a factor semigroup %", which
is a semilattice. The decomposition of the semigroup S into K -clagses is the finest de-
composition of S in itg subsemigroups.

In the first part, some properties of % are being dealt with.

The set of elements 2 €8, which generate the same principal left (right, two-sided)
ideal, is called L(Fp, F) class. The set of F'y, classes ig denoted as Sz and is down oriented
(the respective ralation is given in definition 2). The same holds for £ & and .

There exist the homomorphisms of the partially ordered sets: one of AWMA%WVOSS F,
one of K onto T the semigroup 54 is isomorph to I(S). __ The part 2 deals with
some properties of %7, Fr and F .

Further are studieq the quasiideals and the quasiclasses belon ing to them, which
are shown as intersections of principal left and right ideals (resp. of F; and Fp classes).

The part 4 deals with some properties of ideals with respect to the sets’ %7, S,
S and I(8). . ,

In part 5 are studied the homomorphisms z — ze of 8 into S denoted as ¢ It is shown,
that ¢ is a homomorphism of K into K and of S into Ay, )

At last it is shown in two ways, how to construct from a given system I of partially
commutative torsion semigroups (7 is g semilattice) a new 'semigroup S, the K-classes
of which are the given semigroups. )
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