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Z TEORIE KONECNYCH GRAFOV
S LINEARNYM FAKTOROM 11

ANTON KOTZIG, Bratislava
3. Nasytené grafy
Graf @, v ktorom existuje linedrny faktor, budeme na

mwmmoEw ked TubovoIné dva jeho uzly, ktoré s v relicii
aspon jednou hranou. Je zndme, e I

zyvat nasytenym
4,80 v @ spojené
ubovolny kompletny graf s parnym

»

vyplyva, Ze kompletny graf s
graf nemusi viak byt kompletny, ako ukazuje napr. graf n

Ako ukiZeme v dalom, pl
linedrny faktor existu

4 a obr. 4.

. ati toto: nech v istom grafe Gy obsahujiicom
; tuji také dva uzly nespojené hranou, ktoré sq v relacii 4;
t. - nech @, je nenasyteny graf. Ak ku grafu G, v
takéto dva uzly, vznikne graf G, , ktory m4 to isté jadro ako graf @,. Pridivat

’

H@.&A len tak dlho, kym isty graf G, nie je nasyteny,
priddvanim hrin povodny graf »henasytime**
Snadno nahliadneme, %e pode
nasyteny, je vidy koneény,
Veta 14. Nech @, je Tubovolny graf, v ktorom existuje linedrny faktor L,

m4& povedans, kym
(odtial nizov nasyteny graf).
t . krokov®, ktoré treba urobit, aby graf bol
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a nech u %= v sd lubovolné dva jeho uzly. Utvorme 2 grafu Gy graf G, tak, %e

kw grafu G, priddme novi hranu kb spojujicu wzol u s uzlom v. Plati-

(1) v grafe G, existuje linedrny faktor,

(2) je mwh = >o prave viedy, ked uzly w, v si v grafe Q, v reldcii A; ak v grafe G,
nie st w2ly u, v v reldcii A, potom h patri do mw_ a mw/a je podgrafom grafu mwr ,

(3) ak uZv grafe G ewistuje istd hrana b’ spojujica uzly w, v, potom je U, = U2

(4) ak graf G, je nasyteny, je tie? graf G, nasyteny.

Dékaz. (1) Graf G je podgrafom grafu @,, mnoZziny uzlov v oboch tychto
grafoch si rovnaké a v @, existuje linedrny faktor L,. Podla lemmy 3 linedrny
faktor L, grafu G, je tie linedrnym faktorom grafu ;. Preto v G, existuje li-
nearny faktor.

(2) Nech uzly u, v st v reldcii 4 v grafe G, . Predpokladajme oproti tvrdeniu

1

vety, Ze istd hrana h, € mqw nepatri do ). Potom viak v @, existuje x-kruZnica
vzhladom na L, (oznadme ju K,) obsahujica hranu k. Kruznica K, nepatri
celd do G, (indd¢ by %, patrila do m\«w — spor s predpokladom). To je len tak
mozné, Ze hrana % (nepatriaca do G, a teda ani do L,) patri do K. Cesta C,,
ktora vznikne z K, , ak v nej zru$ime hranu h, patri celd do G, a C, je zrejme
«-cestou vzhladom na L, ktors spojuje uzly u, v v grafe G,. To je spor, lebo
sme predpokladali, %e uzly u, v st v relécii 4 v grafe G,. Preto neexistuje
hrana patriaca do m«w a nepatriaca do m.: ak je udv v grafe G,. Pretoye %o je
podgrafom grafu mwr je nutne potom MWQ = mwﬁ Ak uzly u, v nie st v reldcii A
v grafe Gy, t. j. ak v @, existuje a-cesta vzhladom na Ly, ktord spojuje uzly
u, v, potom tato cesta spolu s hranou % tvoria v grafe G, istt kruznicu K, ktors
je a-kruznicou vzhladom na L; v grafe G,. Z toho ihned vyplyva (lebo K obsa-

Py

huje %), Ze hrana h patri do G, a pretoze & nepatri do G, (teda ani do mwcvv
je nutne m«w %= o>u~ . Ze jadro mwo je podgrafom jadra mwb je zrejmé.

{3) Nech uZ v @, existuje hrana A’ spojujica uzly u, » a nech w, ¢ st Tubo-
volné dva uzly z G, (a teda tie# z @,). Ak plati wQt v grafe @, plati tief wQt
v grafe (; (lebo IubovolIni cesta spojujiica uzly w, ¢ v grafe G, je cestou spoju-
jcou uzly w, ¢ aj v grafe @, a Tubovolny linedrny faktor z G, je tie¥ linedrnym
faktorom grafu @; — pozri lemmu 3). Nech teraz je wit v grafe @, t. j. nech
v G, existuje cesta O spojujiica uzly w, t, ktorej lubovolna hrana je hranou
asponl jednoho linedrneho faktora grafu @,. Ak cesta €, neobsahuje hranu &,
je zrejme C} tieZ cestou v G, a ka#d4 jej hrana patri aspoii do jednoho lineér-
neho faktora v &y, &ize je potom wQt aj v grafe G,. Predpokladajme, #e C,
obsahuje hranu 4. Nech L, je ten linedrny faktor grafu @,, ktory obsahuje
hranu k. Ak v L, nahradfme hranu % hranou %', dostaneme tak isty linedrny
faktor L grafu G, ktory je tie linedrnym faktorom v @, (pritom L obsahuje
hranu '), Hrana b’ je teda hranou aspon jednoho linedrneho faktora grafu G,,
preto ak v ceste C, nahradime hranu % hranou ¥, dostaneme tak cestu Cj,
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v grafe G spojeng hranou, plat; Uy — o .
A z 8. L ’ . "0 v
. M svo: mmw Qw .Mum smm.&ﬁm:% m\n&% tj. v@, neexistuju také dvs, uzly nespojené
E@:oc‘ Mno Y boli v reldcii 4. Teda ak dva uzly w, ¢ v @, nie sg spojené
» Potom v grafe existuje x-cesta vzhl v ’
: g { mmoEsmhvwoo\ juj
MM.M:SV ¢ Tato cesta, e vSak x-cestou vzhladom na, Lyajv mwwmo G HWHMMMHMW
! :Mw wwmwwmm QW existovat také dva uzly, ktord by neboli m@&.w.:m\ hranou
T1ex tomu by boli v reldcii 4. x5 j yteny 7
ety rykonany. o A; gize Gy je hasyteny graf. Tym je dékaz
Mamw 15. Lubovolng nasytensy graf je w&es.&mm.
mmm«wz %@MW Zwo% G je nasyteny graf, Huummmvow_mhﬁ.im oproti tvrdeniu vety
o s ZMMM hﬂm _MOM_@OWM@&&M a nech uzly y, ¢ patria do réznych WOEwobmsm
g g ¢ lubovolny inedrny faktor v ¢ 1% istuj
0. & : - V grafe @ neexist
w@ouzu_.wom uzly u, v a teda neexistuje v @ anj x-cesty, vzhladom na Mmﬁo mmom
&% Spojovala uzly %, 0. Je teda w4y 5 pretoze u ie s Py
do réznych WoE@osgsu platf nutne- i6 jo nastens
P e: ( nie je nasyteny

Vi ] j
S\n&ﬁwwﬁsﬂw M@QMNQ e ?.mewc?&\ nasgteny graf, v ktorom exisiuje aspor;, jednq
i 1, ktord &c&%&m uzly w,, v, patriace do r6znych tried rozklady
s {U,, U,, L 0L)s Smgm.e_mgm t %= §. Plat;- .

(1) hrana b, nepatri do FHadnelo linedrneho fakiora grafu G

’

’ XQ v grafe @ Spojeny najmenej jednoy hranoy
® Uj je v grafe ¢ spojeny najmenes jednoy hranoy

Umww\mwm. Hrana %, nemége patrit do Ziadneho J;
lebo mac by platilo Qv a uzly w,,
€ Ui — spor s predpokladom.

Nech Z je TubovoIny linedrny faktor v grafe . Oznadme znakom u, (resp. v )
- . N

@ e by 4 (resp. v,). Keby v @ exis.
ovala hrana A, Spojujica uzly w,, %2, potom by hrana Ay m@&: w%rgzoﬂxw
- H

as 5@&@5~ z L spojujiicimi uzly u,, w,; Y1, % a8 uzlami u,, g tvori
a-krunieyu vzhladom na 1< gige h i ey <o~.._§
lincieng fape i i Cize hrana, hy by patrila do jadra @ a existova] by
0 hrane #, mowmsmwnw.mm@.w W.M.MHWWOW mM_HMMM F.M o MT o e o o ome
. e X1stuje hrana spojujy
mmMWmMMMWMMWMW_Wo oproti tvrdeniu vety, Ze ani uzly «,, WM HEM_.: MMM.MN“M.QM“ Mwm
tenho. et pE.:ﬁa”AmSwm .Q. Potom Sme. nemoéze byt (pozri definiciu nasy-
st e m em ani ﬁ\H.et teda, existuje cesta Cl s (resp. C, 1), ktora, je
exituje potom v mSHuM G M.%MMMM szNNWMT ew ?mmﬂ. e Pl i
e 11 ujica ug j j
M:om\:iv\ QMH Vs, ktors, je x-cestou <NE_»Q0w:_=m L. HHWMHM MMMM%% mmnM-MWMeMMAM_:-
vorl a-kruznicu vzhladom na L — spor g prekladom, leho h, napatri mﬁ“

0 nedrneho faktora grafi @,
vy by patrili do tej istej triedy rozkladu

jadra G. Predpoklad, Ze neexistuje v @ ani hrana spojujtica uzly u,, v,, ani
hrana spojujtica uzly u,, v,, viedol ku sporu. Preto bud existuje v @ len hrana
spojujica uzly u,, v, (prvy pripad), alebo existuje v @ len hrana spojujica
uzly %,, v, (druhy pripad). Treti pripad, t. j., Ze existuji v @ obe tieto hrany,
nie je mozny, lebo potom by tieto hrany spolu s hranami z I, ktoré spojuji
uzly u,, u,; v, v, tvorili x-krunicu vzhladom na L, &o vedie ku sporu s pred-
pokladom, Ze uzly u,, v, patria do rdéznych tried rozkladu Us. Rozoberme
prvy pripad: v @ existuje hrana h, spojujica uzly u,, v, a existuje tiez hrana
spojujtica uzly u,, v,. Ak trieda U i€ W%owmpr&o len uzly v,, v, (t. j. ak hrana
spojujdca uzly v,, v, patri do kazdého linedrneho faktora v @), sme s dékazom
hotovi. Huuom@oﬁmmﬁ.iou Ze trieda U; obsahuje okrem uzlov v,, v, eSte daliie
uzly. Potom hrana g spojujica uzly v, v, je hranou jadra Ga pretoze je v, Aw,,
u Av,y, plati (podla vety 10) v, Au, pre fubovolny uzol v, ¢ U;. Z toho ihned
vyplyva — pretoZe @ je nasyteny graf — e kazdy uzol z U je spojeny aspon
jednou hranou s uzlom u,. Uplne rovnakou dvahou zistime, ze v druhom pri-
pade je kaidy uzol z U, spojeny aspofi jednou hranou s uzlom v,.

Teda ak uzol u, € U, je spojeny hranou s uziom v, € U, (i + j; U,, U,eUg)
v nasytenom grafe G, potom bud kazdy uzol z U; je spojeny aspon jednou
hranou s uzlom v,, alebo kazdy uzol z U; je spojeny aspoii jednou hranou
s uzlom w,. Dékaz vety je vykonany. ,

Veta 17. Nech G je nasgteny graf a nech U o Je lubovolnd trieda rozkladu U .
Ak trieda U, obsahuje viac ne# jeden uzol, potom lubovolng uzol z U, je spojeny
aspoti jednow hranou s lubovolngm wngm uzlom z U, a lubovolné hrana z G spoju-
fiica dva uzly w U, nepatri do Ziadneho linedrneho faktora grafu Q.

Dékaz. Nech u, v st lubovoIné dva rézne uzly z U,. Je teda udv a pretoze G
je nasyteny graf (pozri definiciu nasyteného grafu), uzol u je v grafe @ spo-
jeny aspoti jednou hranou {(oznadme juh) s uzlom v. Keby isty linearny faktor L
obsahoval hranu 4, potom cesta u, &, v by bola x-cestou vzhladom na L a ne-
platilo by uA» — spor s predpokladom. Preto % nepatri do Ziadneho linedrneho
faktora grafu @, & bolo treba dokazat. :

Veta 18. Nech G je lubovolny nasyteny graf, U, U;, nech si. také dve rézne
triedy rozkladu U, %e isty uzol wz U ; je spojeny aspor jednou hranou s kazdym
uzlom z U; a nech V, je td trieda rozkladu U%, ktord obsahuje wzol w. Potom plati:
Tubovolny wzol 2 V, je spojeny v G aspot jednou hranou s lubovolnym uzlom
triedy U;. Ak v je lubovolnyj uzol z U; nepatriaci do V,, potom uzol v nie je
v grafe G spojenyj hranow so Ziadnym uzlom 2 U;.

Dé6kaz. Nech L je ubovolny linedrny faktor grafu @. Podla definicie roz-
kladu U je V,C U,. Nech V, obsahuje okrem uzla u eite aspoii jeden uzol w'.
Predpokladajme oproti tvrdeniu vety, Ze uzol «' nie je spojeny hranou
8 istym uzlom ¢ € U ;- PretoZe @ je podla predpokladu nasyteny graf, existuje
v G cesta C; = w,, hys, Wy, ..., kg, y3,, Wy, spojujica uzol w, = %' s uzlom
Wy, =t (w,z Cystuzly, h_,,,zC, s hrany, hrana b, .1 SPOjUje uzly w, +w, ),
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ktord je x-cestoy vzhladom na [, Hrana by 5 patri teda do L a uzol w, ¢ C,
patri zrejme do U;. Je w, =+ u (ind¢ by neplatilo u Ay’ — w;) a hrana, %y ne-
moZe byt hranou kazdého linedrneho faktors v G, lebo v opaénom pripade by
do triedy U; patrili len dva uzly u' =y, 4 Wy, — spor s predpokladom, e
% patri do U;. Preto hrang 5, patri do jadra @. Podra vety 10 plati uAdu,
pre vietky uzly U, €U, — to je spor, lebo uzo] % nie je v rel4cii 4 g tym
uzlom z U, s ktorym ho Spojuje hrana gz [, Huwom@oimm“ Ze lubovolny uzol
%' € ¥, nie je Spojeny hranou s Istym uzlom ¢ € U;, viedol ku sporu. Preto
Tubovolny uzo] 7 V,y je Spojeny aspor jednou hranou s Tubovolnym uzlom
z U,.

Nech v je Tubovolny uzo] 4 U; nepatriaci do Vy. Uzol v nie je v reldcii 4
S uzlom y; existuje preto v @ cesta €, = % Gr2, Uy, . ., Jom—1,2m 5 Vo, SPOJUjlica,
uzol = v, s uzlom ¥ = Uy, ktord je x-ceston vzhladom na L (hrang ezl €C
Spojuje uzly Y F v, €0). Hun.mmcoEp&M&Sm oproti tvrdeniu vety, Ze uzol v
je spojeny hranou 8 istym uzlom ¢ ¢ U,. Nech ¢ je ten uzol z U;, ktory je
Spojeny hranou 4’ € J, 8 uzlom ¢. Hrana 4’ nemoéZe patrit do cesty C, pretoze
potom by bud uzol ¢, alebo uzol ¢’ bol Spojeny istou «-cestoy vzhladom na J,
(¢iastodnou to cestou cesty () s uzlom % a to nie je mo#né, lebo uzly ¢, £ sq
Spojené hranou s uzlom % a t4to hrana spolu g uvedenou cestoy by tvorila,
a-kruznicu v ¢ spor s predpokladom, e uzly u, ¢ (resp. uzly 4, ¢’) patria,
do réznyeh tried rozkladu US. Teda hrana A nepatri do O. Qesta ¢ spolu
s hranou Spojujicou uzly v, ¢ a s hranou A’ (spojujticou uzly ¢, ¢') tvorf n-cestu
vzhladom na, L, ktors, Spojuje uzly u, ¢'; gise hrana Spojujica uzly 4, ¢ patri
do jadra @, To je spor, PretoZe podla vety 17 uzly u, ¢ g4 Spojené hranou,
ktord nepatri do Ziadneho linedrneho faktors grafu @, Predpoklad existencie
hrany Spojujiicej uzol gz U:~V, s uzlom gz U; viedol ku sporu. Preto ne-
existuje v ¢ hrana Spojujiica takéto dvg, uzly, &o bolo treba dokézat,

Veta 19. Neeh, ¢ je Tubovolny nenasgteny graf, v ktorom existuje linedrny
faktor, potom existuje taky nasyjteny graf ', 0 ktorom, plati:

2) @ obsakuje vdetky hrany » @ 4 lubovolnd hrang » G nepatriaca do G

Gy = @ hranu ky spojujicu uzly w;, v, vznikne tak graf @, ktory — okrem
toho, Ze nemusi byt este nasyteny — mg, vietky vlastnosti, ktoré poZadujeme
od grafu ¢, Ak by graf @, bol nasyteny, polozme Gy =G a sme 5 dékazom
hotovi. V opaénom pripade mozno pridanim istej hrany. ku grafu @) vytvorit
graf @, dalej graf G, atd. 3 vytvorit tak postupnost grafoy G, G, ....0

o
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o ktorej plati: Tubovolny &len postupnosti Gt =1, w_, <+ p) obsahuje <w¢uaww
uzly grafu @, (graf G, je podgrafom grafu G;) a lubovoln4 hrana z G; nepatriaca

AN e . <] o
do Gy nepatri do Ziadneho linedrného faktora grafu Q.m je G, = m.«c a je G ,mh Mc
ao an@ 7; tych dvojic uzlov, ktoré st v grafe G, v relacii A a nie 54 ¥ grafe :
m@oWzm Emzoz plati: my > m > ... > 7,. Pretoie &islo 7, je woswoso“ EaMN
pre isty graf @, platit z, — 0, &ize graf G, je nasyteny. Nasyteny graf @’ — .

- = ’ v N ~ £ ﬂm-
istuje a mé vietky pozadované vlastnos N o
axﬁw& 20. Nech G je lubovolns nasyteny graf, L Iubovolns R@w N.s.saﬁ«wsm\ \aio%
a nech u %= v si lubovolné také dva jeho uzly, ktoré nie si v reldcii A. | 4 .S,S&h.
existuje cesta C,, ktord (I) spojuje uzly U, v (2) je ﬂ-n&?ﬁ wnwma&mﬁ&gqum
(3) obsahuje najviac dve také hrany, ktoré spojujs uzly z Smgmo\» ?ma d roz U G-
Dékaz. Pretoze podla predpokiadu uzly «, v nie st v relicii ;\MN muamn:_vo
. n j = Ry g, Wy, ... @»r::SSHQSMH@,
v grafe G aspori jedna cesta ¢ — Wy, by g, wy, ) by =
Em& mé vlastnosti (1) a (2). Je zrejmé, Je uzly Sﬁ:_... wy, cesty C, s W%OHMBME
incidentns hrana hoy 1. (Patriaca do L) s v reldeii Q a teda patria do tej
istej triedy rozkladu Ug. Keby cesta C' obsahovala najviac mﬁu <$Wm rwm:%“
ktoré spojuji uzly z roznych tried rozkladu U2, netreba ni§ up Q.OW@Noemw
C.O C = Q.v Nech \amnrwulvuu N@mnu.ny»i: MR anuﬁ.mwul.u Qw@@ ,\WQ <oy A\,uv . .MPM n«w
sd iw@am% tie hrany cesty C, ktoré spojuji dva uzly patriace do réznych trie
tozkladu U2 a nech p > 2. _ , . .
ONSQmEmnNSQWoE U, ta triedu uzlov z Ug, do ktorej patria uzly Woa; 415
w Wy, (i=1,2, ..., p+ 1; kladieme = 0; &,.; = n). Pozname-
g+ ey g y “s o o . . : )
d“Bo Ze tej istej triede z U2 mose pripadne pri tomto %NSmMmum HE%M& aj
; ia v§ 6 i adu a je
viac oznageni. Uzly Way; s Way,, Patria viak do réznych ‘.Em . aow o o . u.m
teda U, = U, =, ..., & U,.1-Pretozeuzly Way, s Wpy 41 84 SpoOjené Bzo_‘u a _<
1 3ty ) 5 . .
nasyteny graf, plati (pozri vetu 16): bud Iubovolny uzol z U, Je m%o._mgw mm@ouw
jednou hranou s uzlom Wy, 41, alebo Tubovolny uzol z U;;1 je spojeny aspori
jednou hranou s uzlom Wag, -

Rozoberme najprv tieto pripady: -
.. Pripad (A): uzol Wy, je spojeny hranou s kazdym uzlom z U, a uzol w,, .,

Jje spojeny hranou s kazdym uzlom z U,. Tvrdim: v @ mN\mweEm hrana, N«uﬁ..? 21y .~I ,
ktora spojuje uzol Wy, 8 uzlom w,,, ., . Dékaz: Wmv% nww&mo E.Msm =MMNM<»W&M<M. Mu
znamenalo by to (pretofe je nasyteny graf), ze existuje M M_oMm 20 Mm._o:
juca uzly w,, , w,, .., ktors je «-cestou vzhladom na m wuzw. wm ° Mm&w&.m&
obsahuje hranu Bty 95 42- Potom vak podgraf (' gra; u : \Huo. Sty Me
z prvkov cesty (', hrany &,, 5., a z E..@b% F,.Fms.ﬁ Awwouwio& o M_w_
s uzlom w,, ., € U,; takito hrana v @ zrejme existuje) obsa, Mumr& -
vzhladom na L, ktori bud obsahuje hranu N@mg:unl._. m_wwo o mwﬂ Mwm arans
by, wn_+m. To nie je mo#né, lebo uzly Waai1s Smni.& patria do M a Mw L Oqup.rE. m
a nemézu byt preto uzlami tej istej x-kruZnice. meeo.oMm a 4

hranu hag, 41,2142 Potom viak cesta O spolu s hranami 204, 901415 Poay 41, 200 12
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a s hranou 8pojujicou uzol Wz 42 8 Uzlom w,, | tvorf a-krugnicu vzhladom
na L. Opét spor, lebo uzly w,, | Waa, 11 Ni€ 81U v relicii O, Predpoklad, se ne-
existuje v @ hrana bisa, 92,41, Vedie vidy ku sporu. Hrana spojujiica uzly W, ,
W,y V grafe ¢ existuje, :
Z dokizaného tvrdenia vyplyva ihned tento ddsledok: ak P > 2, potom
v pripade (A) existuje v ¢ taks x-cesta vzhladom na [ (oznaéme ju C), ktors
spojuje uzol % — Wy s uzlom v = o, | v ktorej podet hrin spojujdcich uzly
z réznych tried rozkladu Ug rovng s, ? — L. Cestu ¢ 7

y

medzi uhlom Yoo, @ uzlom w,, . nahradime jedinou hranou L

Pripad (B): uzo] Waa, j€ spojeny hranou s kaZdym uzlom z U, a uzol Wyy, j&
spojeny hranou g kazdym uzlom - U,. Tvrdim: v grafe @ existuje hrana
s, 20y14 Spojujica uzly w,, Wag 1. Doékaz: keby neexistovala v G hrana
P 2ai1s znamenalo by to, e existuje v @ taks, x-cesta (oznadme ju C), kters,
spojuje uzly W s Waa,yy. Cesta O nemése obsahovat ¥iadny z hrin hary 20i1s
Foast1 20,45, L (pozri dékaz tvrdenis, Vv pripade (A)) a preto cesta C spolu
8 uvedenymi hranami tvors a-kruznicu vzhladom na L obsahujicu uzly z réz-
nych tried rozkladu T3 — Spor. Preto hrana oa, pagis existuje g v pripade (B)
moZno cestu ( obdobnym spdsobom ako v pripade (A) skratit na x-cestu
vzhladom na L Spojujicu uzly 1, v, ktorg obsahuje iba P—1 hrin spojujicich
uzly z réznych tried rozkladu Ug.

Zéiver: v pripade, %e je P > 2 a uzol w,, je spojeny hranou s kafdym uzlom
z U,, d4 sa cesta O skratit tak, se vznikne x-cesta vzhladom na L spojujiica
uzly u, v, ktors, obsahuje u# len P — 1 hran spojujicich uzly z réznych tried
rozkladu U%. Z predosiého vyplyva tief toto: ak uzol w,, je spojeny hranou
s kazdym uzlom z Usajep > 2, potom existuje v @ hrans, L Spojujica
uzol w,, s uzlom Waay1a3 CiZe: x-cestu ¢ mozno skritit tym, Ze dsek tejto
cesty od uzla W, do uzla, Waayiy Nahradime jedinou hranou haa, 91,41 Takto
skritens cesta m4 o jednu hranu spojujticu uzly z réznych tried rozkladu Ug

. jicu len p—1
hrén spojujicich uzly z réznych tried rozkladu Ug aj vtedy, ked uzol Wy, 41
je spojeny hranou s kazdym uzlom g U, resp. aj vtedy, ked uzo] Woa,yy J€
spojeny hranou s kazdym uzlom z U, (k tomuto zdvery snadno déjdeme, ked
uzly cesty € oznadime znakom w,, w,, . .. » Wy, V obritenom poradi: w,, = y;
W, = v). Teda ak p > 2, skrétens x-cesta, spojujtica uzly v, ¢ existuje aj vtedy,
ked uzol Way, j€ spojeny hranou s kazdym uzlom u U, 3 ] vtedy, ked uzol Wag, 4y
je spojeny hranou g kazdym uzlom z U,. Pretoze viak podla vety 16 bud
uzol w,, je 8pojeny hranou s kazdym uzlom z U,, alebo uzol Wax, 11 j€ SPOjeny
hranou s kazdym uzlom z U,, znamens to, Ze ak p > 2, potom cesta, (' d4
sa vidy skritit, Postupnym skracovanim cesty C mozno docielit to. 3e et
«-cesta vzhladom na (oznadme ju C.) spojujtca uzly u
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najviac dve také hrany, ktoré spojuji uzly z n@sﬁ%or. tried rozkladu U%. Cesta
C, s pozadovanymi vlastnostami existuje, &0 dokazuje <m§.. o

Veta 21. Neck G je lubovolny nasgteny graf, L lubovolngj jeho Ngmaw.s\.@ faktor
@ nech u = v si lubovolné také dva jeho uzly, ktoré si v reldcii b a nie sid v re-
ldcii A. Potom v G existuje takd a-cesta vzhladom na I, spojujiica w2y u, v,
kiorej vdetky wzly patria do tej istej triedy rozkladu UZ.

Dékaz. Pretoze uzly u, v nie st v relacii 4, existuje v @ R.-ommam vzhladom
na L spojujiica tieto dva uzly. Podla vety 20 @xmm&&w v G aj a&m@ Q-ommew C
(vzhladom na L), v ktorej najviac dve hrany m@ou.:_m uzly z .H.on_%o.r tried
rozkladu U3Z. Potom viak bud vietky uzly cesty C patria do tej istej 3”5&% U,
rozkladu Ug a netreba nié dokazovaf, alebo cesta C' okrem uzloy triedy U,
(do ktorej patria uzly u, v) obsahuje uz len uzly z istej alo.&w \Q JEUHU, £+ Q> \.V,v,
lebo indé by cesta C obsahovala viac nes dve hrany spojujice dva uzly z roz-
nych tried (po ceste ¢ vyjdeme z uzla w € U, a do uzla v € U; sa .bm%ow\oc
po ceste (' musime vratit). Nech ¢ — Wy, hyg, W, ..., hou12., s, je takito
x-cesta, kde u = w,; w,, = v a nech do triedy U; patria uzly Wag, 11, Won, 13,
s Wary1, Way, (4 < &y). Ostatné uzly z C Ppatria do triedy U.. mgsuw Poay g0t s
Wy, 20,41 2 C spojujti dva uzly z réznych tried rozkladu Ug. Podla vety wm
bud uzol %ae, j€ Spojeny hranou s kaidym uzlom z U;, m_.wvo :.NE W jO
spojeny hranou's kazdym uzlom z U, Q.&m._.“ g:.w :m& Wyq, j mwowobww hranou
s kazdym uzlom z U, dalej: bud uzol w, 1 € spojeny hranou s kazdym uzlom
z U;, alebo uzol w,, 4, je spojeny hranou s kadym uzlom z U;.

Ak by uzol w,,, bol spojeny hranou s kazdym uzlom z U ; A.nmm%. ak by uzol
Wy, Dol spojeny hranou s kaidym uzlomz U i) woeomﬁ .@oNE dokaz vety 20)
by existovala v @ hrana, hoa,, 25,41 NEPatriaca do L spojujtca uzol w,, s uzlom
Y21,41- P0 nahradeni prvkov cesty C od :N«m Wy, PO UzoOl w,, ., touto hranou
vznikla, by z cesty C cesta C, ktors by spojovala uzly wu, v, bola by &-cestou
vzhladom na L a obsahovala by len uzly z U, &i%e cesta ¢ by bola hladanou
cestou. o o .

Predpokladajme, e ani uzol Wya, aNi UZOl Wy,,,, nie je spojeny wz.mbo: 8 Wm.s-.
dym uzlom z U,. Potom viak podla vety 16 uzol Swnwi a .EmN uzol wy,, uw..
spojeny s ka¥dym uzlom z U,. Oznaéme Nupw.oE O} ta ast cesty C, ktors
spojuje uzol wy,, ., s uzlom Waa,. Cesta O je a-cestou vzhladom na h Hrana &, ,,
dalej hrana spojujtica uzol w; = % 8 uzlom Wi, mmx.u_: 8 .oomnoz mm a hranou
spojujicon uizly w,,, ., , w, spolu s prisludnymi zNFB.H tvoria &.WE.NE.oz <N~<-m\‘-
dom na L, ktors obsahuje uzly aj z triedy U, aj z S.Em% QN To nie je B«oamﬂm.,
Predpoklad, %e ani uzol Waa, aNi UZOl Wy,,,; nie je mwﬁoﬁx Em=o=| s WwNﬁ.mwSp
uzlom z U;, vedie ku sporu. Preto podla predoslého mﬁm;.mz.uw cesta C' m.wou:_:ow.
uzly u, v, ktord je x-cestou vzhladom na L a vietky jej uzly patria do tej
iste] triedy rozkladu U2, %o bolo treba dokazat. _

Veta 22. Nech G je lubovolny nasyjteny grof a nech U= (U, U,, .. . U,}.
Oznaéme znakom G, (i = 1, 2, ..., n) podgraf grafu G, Ktory pozostéva zo
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véetkyjch wuzloy triedy U, neobsahuje u? Liadne iné uzly a obsahuje tie hrany
a len tie hrany z @, ktoré spojujy dvg uzly z U,. Pre Lubovolné | e {1, 2, ... n}
plati: Graf @G, je nasyteny graf o tubovolné dyg, jeho uzly sy o reldcis O M g
U3, — (U,). S

Déokaz. Huwmmonm&E.E@ naopak, Ze @, nie je nasyteny; ¢, I., Ze existuju
v G; také dva uzly u + v, ktord nie s spojené Ziadnou hranou v Giava@

’

Je teda graf G, nasyteny. Druhé tvrdenie vyplyva hned odtial, Ye kazdé dva
uzly z U, st v relicii 0 aj v grafe (7,

Z prive dokézanej vety ihned vyplyva tito veta,

Veta 23. Neck ¢ je lubovolny nasygteny graf a nech (F je graf, ktory vanikne
2 grafu G, ak v Hom zrusime vdethy lrany a len tie brany, ktoré Spojuji, uzly
2z &NSN& tried rozilady U§. Potom o grafe @ plags: (1) Tubovolng komponentq
grafu G je nasyteny graf; (2) je U2 = Ug, (3) Lubovolny linedrny faktor grafu G
je tied linedrnym faktorom, grefu @ a naopak.

Dékaz je zrejmy z vety 22.

Vety 22 o 23 maji tento zaujimavy désledok: Tubovolny graf @ s linedrnym
faktorom, ktory nie je nasyteny, mozno pridanim hrin spojujicich uzly
z roznych tried rozklady Ug = (U, U,, ..., U.} doplnit na nasyteny graf
(tak, Ze sa nezmeni mnozing hrian grafu, ktoré s vyskytuji v aspoil jednom
linedrnom faktore grafu) len vtedy, ked Tabovolny z jeho podgrafov G; (graf G,
pozostiva z uzloy mnoziny U, g g tych hrén grafu @, ktoré spojuji dva, :NQ.
z U)) je hasytenym grafom. Teds nasytené grafy G, v ktorych Iubovolné

podgrafmi takych nasytenych grafov, v ktorych rozklad Ug obsahuje viac
ako jednu triedu. Ak -teda chceme dany graf @, v ktorom existuje linedrny
faktor, nasytit tym, ze Priddéme k nemu hrany, ktoré sa viak nebudyg vyskyto-
vat v Ziadnom :smmwsonw faktore nasyteného grafu (& mnogjna tych hrin

tried rozklady q% .

O tom, aké SU moznosti pospijat hranami (nepatriacimi do Ziadneho linesr-
neho faktora) Jednotlivé nasytené grafy G, (v ktorych U2 — {U: ), uv% tak
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Veta 24, Neck @ je tubovolny graf s komponentami @', G" ¢ nech, kompo-
nenty G, G si nasyjtend grafy. Nech M’ je lubovolnd takd neprdzdna podmnoding
mnoZiny wuzloy komponenty @', ktord md tieto vlastrosti: (1) bud M’ obsahuje
jeding wzol, alebo lubovolné dva uzly 2 M’ sy v grafe G’ v reldcii A, (2) lubovolny
uzol 2 G' nepatriaci do M’ nie je v reldcii A aspot; s jedngm uzlom 2 M'. Utvorme
z grafu G graf G, takto: v grafe G spojime aspots jednou hranow katdy uzol 2 M
s kadgm uzlom z G”.

Plati:

(a) G, je nasyjteny graf;

(b) graf G, md to isté jadro ako graf G:

(¢) T8, = U3;

(d) lubovolnd hrana - G, nepatriaca do @ nepatri do Zadneho linedrneho
faktora v @, ¢. j. [ubovo[nd hrana F 2 Gy patri asposi do jednoho linedrneho
faktora grafu G, préve vtedy, ak b patri do @ a al }, je hranow aspos; jednoho
linedrneho faktora grafu G.

Dokaz. Nech L je ?co«.og%.:zmmg% faktor grafu @, potom L je zrejme
tieZ linedrnym faktorom grafu G,. . ,

Ak uzly % == » nespojené v @, hranou sit oba z &, alebo st oba, z ", potom —
pretoZe aj G aj @” je nasyteny graf a oba tieto grafy st podgrafmi grafu G, —
existuje v @, cesta spojujica uzly u, v, ktors Je o-cestou vzhladom na I,
Preto ak neplati udv v grafe G, neplati udv anj v Gy. Nech u €3 v €G” su
Tubovolné dva uzly, ktoré nie st spojené v grafe @, iadnou hranou. Uzol «
nepatri do M’ (inde by uzly w, v boli spojené hranou v G, — spor). Podla,
definicie mnoginy M existuje v grafe G’ taks x-cesta vzhladom na L (ozna&me
ju C), ktors, spojuje uzol u s istym uzlom u’ € M’. Nech o je ten uzol z G”,
ktory je v grafe g~ spojeny hranou A" z L s uzlom o, Uzol u’ je v grafe G,
spojeny istou hranou g s uzlom v’ € G” a hrana, g nepatri do L (lebo ¢ nepatr{
ani do G). Cesta C, v grafe @, pozostdvajica z cesty ¢ a okrem toho uz len
z hrén g, b a uzlov v, v je a-cestou vzhladom na L, ktors spojuje uzly u, v.
Eubovolné dvs uzly nespojené v @, hranou sg spojené x-cestou vzhladom
na L. Preto G, je nasyteny graf.

Lubovolns hrana jadra G je tiez hranou jadra m«/o - Dokézme, Ze aj Iubovolni
hrana z mwe patri do @, Predpokladajme naopak, Ze v grafe @, existuje x-kruZnica
vzhladom na I (oznadme ju K), ktors obsahuje aspoti jednu hranu nepatriacu
do G. Krugnica K musi obsahovat také hrany (a to pérny podet takych hran)
ktoré spojuji uzol z &' suzlom z Q" — v opat¢nom wmw/@mm by K bola x-kruz-

nicou vzhladom na I, aj v grafe G a patrila by celd do @ — spor. V krugnici X
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musia. preto existovat také dve hrany nepatriace do @ (a teda nepatriace
do L), je vietky medzi nimj leziace uzly v kruZnici K (pri istom smysle po-
stupu po prvkoch kruznice) Patria do G 5 cely dsek krunice K leziaci medzi
tymito hranami Je a-cestou vzhladom na L, ktors spojuje dva, uzly z @,
Tieto dva uzly — pretoge si incidentné v @, s hranami nepatriacimi do @ —
patria do M’. Cize: dva uzly z M’ sq spojené x-cestou vzhladom na I, ktors

celd patri do Q. To je spor s predpokladom, e TubovoIng dva uzly z M’ sq

v relicii 4 v grafe @. Preto heexistuje v @, taks, a-kruZnica vzhladom na L,
A\ N\

ktord by ow,mmroﬂ&m hranu nepatriacu do G a plati @ =
Hrany z @, Nepatriace do @ (t. J- hrany spojujice uzol z M’ g uzlom z G~

nepatria do Ziadneho linedrneho faktors v G, . Tieto hrany nepatria, totis do L
A

a pretoZe podla predoslého nepatria do G, neméye Ziadna z nich patrit do
Ziadneho linedrneho faktora v Gy Z toho ihned vyplyva, se o IubovoInych
dvoch uzloch %, v v grafe G, plati 4Oy prive vtedy, ked plati » Qv v grafe G
a TubovoIns hrana s Gy je hranou aspon jednoho linedrneho faktora v G,
prive vtedy, ked je hranou aspoii jednoho linedrneho faktora v @. Dékaz
vety je vykonany. :

Poznédmka 4. Pri konstrukei nasyteného grafu Gy z grafu G, ktorého
komponenty @, @ boli nasytenymi grafmi, ukdzala sg délezits taks .pod-
mnozina M’ mnoziny uzlov grafu @', ktord m4 tieto dye vlastnosti: (1) bud a7
obsahuje jediny uzol, alebo ak M’ obsahuje viac uzlov, potom Tubovolng
dvauzly z M’ s v grafe G’ v reldcii 45 (2) Tubovolny uzol z ¢ nepatriaci do M’
nie je v reldcii A aspon s jednym uzlom z 7. Natiska sa prirodzene otdzka,
¢ v Iubovolnom nasytenom grafe existuje aspon jedna mnozina M’ uve-
denymi vlastnostami. Na tito otdzku mozno odpovedat kladne. Ba mozno
dokonea, poZadovat, aby M’ obsahovala isty pevne zvoleny uzol , grafu G
MnoZinu M’ & uvedenymi vlastnostami, ktors obsahuje uzo) % €G’, mo¥no
totiZ ndjst takto: ak uzol u, nie je v relicii A 80 Ziadnym inym uzlom z &,
stati pologit M’ — {u,}. Ak u, je v reldcii 4 aspoii s jednym ugziom 5 &,
oznacéme znakom u, Tubovolny takyto uzol. Ak uy v @' neexistuje taky uzol,
ktory by bol v relécii 4 s oboms, uzlami z {4, us}, stadf pologit M’ — {u;, u,}.
V opaénom pripade 6znaéme znakom u, lubovolny taky uzol z @', ktory je
v relicii 4 s uzlami z{u;, uy}. Po koneénom Poéte takychto krokov dostaneme
istd mnoginu M’ — {uy, u,, ... s Uy } Uzlov grafu G, o ktorej plati: Tubovolng
dva uzly z M’ s4 v grafe G’ v relscii A 5 v G" neexistuje u Ziadny taky uzol
nepatriaci do M, ktory by bol v grafe G v reldcii 4 g kazdym uzlom z 377,
Mnozina M’, ktors, mé poZadované vlastnosti, existuje preto v Tubovolnom
nasytenom grafe. .

Veta 25, Nech G, je tubovolnyg nasyteny graf, v ktorom, rozklad Nw%e = {U,,

Uy, ..., U,} md najmenej dve triedy (t.j.m > j ).V grafe Gy existuje aspor;

jedna takd mnotina hran H,, % Po zruseni vetkyjch 7] hrdn venikne - grafu G,
graf @, o ktorom platg:
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(1) G md prdve dve komponenty @', G" a kadé = tychto komponent je nasy-
tengm grafom, o \ )

AWV lubovolnd hrana z H, spojuje v grafe G, uzol 2 Q' s uzlom z G,

3) U3=U% G =G, G=4, o

M&v w@woc&ﬁw uzol z G je v grafe G, incidentny aspoii s R&sw: ?@S@.u H,,

(8) mnoZina M’ tyjch uzlov z G, ktoré si v grafe Gy incideniné aspor s jednou
hranow z H mé tieto viastnosts: (a) bud M’ obsakuje jeding uzol, alebo &m o@m\ah-
huje viac §M jeden uzol, potom lubovolné dva §NN.~\ z M’ st v grafe G v w&&o.:w 1;
(b) ak w je Iubovolny S\E\ uzol z G, ktory nepatri do M N“ potom v M’ existuje

] j nie j fe G ldcii A s uzlom w.
i jeden uzol, ktory nie je v grafe @' v re. : m

&m%ueMMmN Oznadme znakom L Tubovolny linesrny faktor grafu'G,. d_sw.onBo

odTa mnﬁ.: @, orientovany graf ¥ takto: (1) m.wpm.um obsahuje c% zy, m&?
’ T, (2) uzly z; & x; st spojené hranou, a to jedinou hranou pra¥e vtedy,
W@H.w..< m.“, mwmma_:.a Pmbom jedna hrana spojujtica uzol z qu.. S J.L.EO.B N Qt. 3) ?wﬂ.
voInd hrana k, ; spojujica uzly ,, z; (ak nw”wm hrana v X existuje) je oEmMoMWMM
takto: A, ; mBm.HE.m z uzla z; do uzla x; prive vtedy .c.mmm... ,mEmuEM z %Nm o.m s%
uzla z; @m.msa vtedy), ked kaidy uzol z U, (resp. z G.w.v u\a v munp © m\ M Wl* :
hranou s kazdym uzlom iste] triedy V; € Ug (resp. s kaZdym MN EM z ;.. N M_w«
kde V; je podmnozinou mnoziny .@u. (resp. WQ.@ N C Q_._v., Qﬁw.MiOE - Q.q
Ze ak v nasytenom grafe G, existuje hrana spojujiica uzo zU;s Ui,
potom nastane préve jedna z uvedenych Ewwsoﬂﬁ preto hrana m«:d v mMMMm‘H‘M
bud smeruje z uzla z; do uzla z;, alebo smeruje z uzla, z; do uzla ».@..%Mm\ " Mdmd
predpisom je preto kazdému nasytenému grafu G, (ak m > 1) prira ¥ p

iy
jeden orientovany graf X o m uzloch. o
: % = i . v e
I. Tvrdim: graf X rw:w@v,mmw&m Ziadny o%Emvm. UoWWNEG to. Huwwmw‘o m ajm
naopak, Ze v grafe X existuje isty cyklus K. Oznatme znakmi ﬂﬂt a...u 5 g
z lua uzly a%Eﬁ. Kv poradi, v akom cez ne prechidzame ocﬁ#ﬂ:e%o
ﬂ.w— . ..h . 2 . . A ’ L Hu.m O
aob“mo cykle.v smysle orientdcie jeho rnms.a%a_uw%min z woﬁwmv 5"0&~ -
jeho uzla =, . Z prijatého predpokladu (pozri Wocmnn&wn_:\m.g? ) 5% yv :
Ze v triede :Qé e Ug, existuje asponl jeden taky uzol, ktory je v mgmm_ m\mm mwom
jeny aspori jednou hranou s kazdym uzlom z U,,_, (y = .f 2, e W wM«M
iy = 1,). Nech v, je Iubovolny taky uzol =z Uiy, ktory je mwouosw M«WM@ 5
kardy ’ j Y j ranou
y 1z U;,, ktory je v grafe G,
kazdym uzlom z U,,_, a nech w, je ten uzo iy ‘
MQQWWME do L mm.ou.mezuw s uzlom »,. Utvorme postupnost P prvkov grafu G,

takto:

. Vppy = 0,
.ﬁ“ﬁunﬁuuu@euu Qrwuema QN.NMSNuQM.uu ceiy Uy, Q:.:.S:u Q=.=+~. n+l 3

wmm g.. je hrana z L spojujica uzly v,,w, a g,,,; je E@Mw z Gy s.owmnﬂwwy
do L N_.Mno& spojuje uzly w,, V.41 2 T0znych tried rozkladu Ug, — pozri <wa=~v .
Huniww postupnosti P tvoria x-krufnicu vzhladom na I, v grafe G, ktors obsa-
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huje uzly 7z viac nes jednej triedy rozkladu UZ, a to nie je mozné. Predpoklad
- — = ’

oxmmam:ommo%E:.N< mgmmumimmgwc sporu. Graf X nemége obsahovat
cyklus. : . v

. v

II. Tvrdim: v grafe X existuje aspos jeden koncovy uzol x (k€ {1, 2

m}), t. j. uzol, ktory je koneénym uzlom v8etkych hrin z X s nim incidentnych.
Platnost tohto tvrdenia vyplyva priamo zo skutoénosti, ye X neobsahuje
cyklus. : v,

ill. Tvrdim: nech T | je lubovolny koncovy uzol z X , ktory je koneénym
uzlom Wmmm.ou. hrany z X s nim incidentnej, potom kazdy uzol z H,:_oodogmu.
triedy U, € U2 je v grafe &, spojeny hranou aspoii s jednym uzlom z U7 e
DokéZeme platnost tohto tvrdenia. Pre z — Jje platnost tvrdenia Nm&.Em.
Predpoklgdajme, 3e pre isté z + [ existuje uzol » € U,, ktory nie je spojeny
hranou so Ziadnym uzlom U,. Nech « je niektory uzol z U x- Pretoze @,
je nasyteny graf, existuje v &, také wx-cesta, vzhladom na L (oznagme ju Gy,
ktora spojuje uzly u, v a ktors, obsahuje najviac dve hrany spojujiice uzly
z réznych tried rozklady Ug, (pozri vetu 20). Cesta C, musi obsahovat aspon
jednu takito hranu (lebo uzly «, v patria do réznych tried rozkladu UQ).

uzlom hrany k.. To je spor s predpokladom, se 7 je konednym uzlom kazdej
hrany, ktord je s nim incidentni. Preto cesta Cy obsahuje prive dve také
hrany, ktoré Spojuji uzly réznych tried rozkladu qﬁm.. - Jedna z nich (oznad&me
ju g,,) spojuje uzol z U, s uzlom z istej triedy Uzttt + k), druh4 (oznaéme
ju 9:,1) Spojuje uzol z U, s uzlom z U «- PretoZe podla predoilého nemo#ng
a-cestu €y uz skrétit na takg «-cestu spojujicu uzly u, v, ktors by obsahovala
len jednu hranu spojujlicu uzly z réznych tried, vyplyva z toho {pozri dékaz
vety 20), Ze isty uzol z U, je spojeny v &, hranou s kaZdym uzlom z U7 & b ],
Ze hrana b, €X smeruje z uzla z, do uzla #,.Opit spor s predpokladom. Preto
neexistuje takd trieda, v_ktorej by kaZdy uzol nebo] spojeny aspori jednou
hranou s uzlom triedy U, &0 bolo treba dokézat. Z tvrdenia TIT vyplyva
ihned tento désledok: .

IV. V grafe X existuje prave jeden koncovy uzol a takyto uzol je v grafe X
spojeny hranou g kaZdym inym uzlom grafu X.
o -
Nech z, je ten uzol z X » do ktorého Smeruju vietky hrany s nim Incidentné

a ktory podls IV je spojeny. hranou s kazdym uzlom z X (inym ne# g,).
0 aE.omIm: U, € Ug podla IIT plati: Iubovolny uzol z Evoggm... triedy roz-
kladu Uy je spojeny hranoy aspon s jednym uzlom g U, a vzhladom na
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vlastnost uzla x, z grafu X (pretoze G, je nasyteny graf) platf nutne o I'ubo-
volnej triede U, rozkladu U§, (kde U, + U,) toto: lubovolny uzol z U; je
spojeny v grafe G, hranou s kazdym uzlom istej triedy V, € @m._ (kde ¥V, C U,)
a Ziadny uzol z U, nie je spojeny v grafe (%, hranou s uzlom mnoziny U, — V;
(pozri vetu 18).

Nech {V,, V,, ..., V,} je systém tych tried rozkladu @wt ktoré (1) su
podmnoZinami triedy U, a (2) ktorych uzly si spojend v grafe G aspori
s jednym uzlom nepatriacim do IJ 4~ Oznadme pre y € {1, 2, ..., p} znakom
8, ={U,,U,,..., Uy} systém vietkych tych tried rozkladu U3, , ktoré
maji tuto vlastnost: kazdy uzol z U,, (i = 1, 2,...,9) je v grafe G, spojeny
hranou s kazdym uzlom z Vs

V. Tvrdim: ak pre isté y€{L,2, ... p} plati €, #Ug, t.j. ak existuje
trieda U, rozkladu U2, nepatriaca do ©,, potom plati: Ziadny uzol z U, nie
je spojeny hranou v grafe G, so Ziadnym uzlom Tubovolnej triedy systému &, .
Dokéime to. Nech trieda U, € U nepatri do S,. V triede U, existuje ist4
podmnozina Visefl,2, ..., P}), o ktorej plati: kazdy uzol z V, je spojeny
v grafe G hranou s kazdym uzlom z U, a uzol nepatriaci do V, nie je v grafe G,

’

spojeny hranou so Ziadnym uzlom z U,. Pretoze U, nepatri do &,, je nutne

V.+=7,. Predpokladajme oproti ndSmu tvrdeniu, e 18ty uzol w€ U, je

X 2 ’

a znakom ¢ Tubovolny uzol z ¥, . Pretose uzly w, ¢ nie st v relacii A (patria
do rdznych tried rozkladu Ut:jeweV,, te Vy, V% V,) a patria do tej
istej triedy rozkladu U3, (lebo oba patria do U,), existuje v G, podla vety 21
takd x-cesta vzhladom na I, (oznadme ju C,.), ktord spojuje uzly w, ¢ a vietky
jej uzly patria do U..

Ak ku ceste C, . priddme uzly u, u’ a hranu z L tieto dva uzly spojujicu,
dalej uzly v, v’ a hranu z I, tieto uzly spojujiicu a okrem toho hranu spojujiicu
uzly %', w a hranu spojujtcu uzly +’, ¢ (obe tieto hrany v @, existuji a zrejme
nepatria do L), dostaneme tak cestu O, ,, ktors spojuje uzly u, » a je x-cestou
vzhladom na I; cesta C,, spolu s hranou % (ktora spojuje uzly u, v — jej
existenciu sme predpokladali) tvori a-kruznicu vzhladom na L, ktors obsahuje
uzly z réznych tried rozkladu U2, %o nie je moi#né. Predpoklad existencie
hrany spojujice;j isty uzol z Uy, sistym uzlom z U, viedol ku sporu, éo dokazuje
Platnost nisho tvrdenia,

Nech y je Iubovolné dislo z {1,2, .. P}a G, = {U,,0,, ..., Uy}
systém vietkych tych tried rozkladu U, , ktorych kazdy uzol je v &, spojeny
E.m&o: s kazdym uziom z V.V, € ﬂmc ; Vy € U,). Oznadme znakom G, podgraf
grafu &), ktory pozostava zo vietkych uzlov patriacich do tried systému &,
(0znaéme mnozinu tychto uzlov znakom W,) a z tych hran grafu G,, ktoré

spojuji dva uzly z W, . Oznaéme znakom G, podgraf grafu Gy, ktory obsahuje
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vietky uzly z G, nepatriace do W, a vietky tie hrany z G,, ktoré takéto dva
uzly spojujid.

" VL Tvrdim: grafy @, ﬂ\ si nasytené grafy. Dokaz tvrdenia. T4 Sast linedr-
neho faktora L, ktors patri do @, (oznaéme ju L,), je linedrnym faktorom
grafu @,. Nech u, v sti lubovolné dva uzly z @, ktoré nie st v G, (a teda ani
v &) spojené hranou. Pretoze G, je nasyteny graf, existuje v G, cesta C' spo-
jujtica uzly u, v, ktora je x-cestou vzhladom na, L. Predpokladajme, e cesta ¢
obsahuje okrem uzlov z @, este aj taky uzol, ktory nepatri do G,. Nech

C= Wy, N@H_Mu Wi, ..., \\\walw.m,.: Ws, Agu = U, Wy, = EV.

Nech w, je poradim prvy uzol z C a wy poradim posledny uzol z C, ktory
nepatri do G,. Je zrejme W, €V,, wy €V, (V,CU,) a hrana hy 14, TESD.
hrana 4;,,, nepatri do L (lebo spojuje uzly =z rdznych tried rozkladu Ug).
Potom viak je w, + w3 (v opaénom pripade by uzol w, = w, cesty C nebol
incidentny s hranou z ¢ patriacou do L — spor, lebo ¢ je x-cesta vzhladom
na L) a té dast cesty C, ktors spojuje uzly w,, w, je x-cestou vzhladom na L.
To je spor, lebo uzly w,, w, patria oba do V, a st teda v grafe Gy v relicii 4.
Preto cesta C obsahuje len uzly z G, a je tiex x-cestou vzhladom na L,.va,
neexistuji také dva uzly nespojené hranou, ktoré by boli v relcii A. Teda @,
je nasyteny graf. .

Obdobne sa dokazuje, ze graf G, je nasyteny: dast linedrneho faktora L,
ktord patri do G, (oznatme ju L,), je linedrnym faktorom grafu G, . Nech u, v
st lubovolné dva uzly z Gy, ktoré nie st v G, (a teda ani v G,) spojené hranou,
V @, existuje x-cesta vzhladom na L (oznaéme ju C), ktora spojuje uzly %, v
a pritom takd, ktors obsahuje najviac dve hrany spojujice dva uzly z réznych
tried rozkladu @xma. Keby cesta, ¢ nepatrila cela do m_: znamenalo by to, %e
spomenuté dve hrany by spojovali uzol € V, s uzlom € @, a tieto hrany ne-

patrili by do L. Cestu ¢ potom mozno rozlozif na tri diastoénd cesty 0y, C,, Os,
pridom cesta N spojuje uzol u s istym uzlom % € V,, cesta C, spojuje isty
uzol t €V, s uzlom v a cesta C, spojuje uzol w s uzlom 7 a vietky ostatné jej
uzly patria do G,. Z uvedeného viak vyplyva, Ze cesty O,,C, st x-cesty
vzhladom na NM\ (obsahuji len uzly a hrany z @,) a pretoze w, t st dva rézne
uzly z triedy V, (st teda*v relacii 4), musf v @, existovat hrana spojujuca
tieto dva » uzly a zrejme nepatriaca do I, (vesp. do L ). Potom vSak cesty Cy, C,
a hrana & tvoria v Gy takit x-cestu vzhladom na L, ktord spojuje uzly w, v
a neobsahuje Ziadny uzol z G, . Tato cesta je preto x-cestou vzhladom na ‘N\.
V G, neexistuji preto také dva uzly, ktoré nie st spojené hranou a ktoré
v ,Q< s v reldcii A. Preto tiey G, je nasyteny graf, &o bolo treba dokézaf.
- Teraz u% snadno dokon&ime dékaz vety. Polo¥me @' — Q& G =aq,
a oznaéme H, mnoinu tych hrin z @, ktoré nepatria ani do G, ani do G,.
Po zrudeni vietkych hrén € H, vznikne zrejme graf @, ktorého komponentami
st nasytené grafy @', @”. Pretoje lubovoln4 hrana € H, spojuje v G, uzol € v,
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?Qmﬂ\ngﬁvwmnamom&o Q.u,\ s uzlom niektorej z tried v,,u,, ..., U, eU4,

ktory patri do @, plati tiez, Ze lubovolna hrana z H, spojuje uzol z G* s uzlom

z G". Pretoze %iadna z hrén z H, nepatri do iadneho lineirneho faktora v G,
o N AN

(pozri vetu 16), je nutne ¢ — Go; G =G, a tieg Uy — Ug, . Podla definicie
grafu G" = @, je v grafe G, Tubovolny uzol z G~ incidentny s hranou z H,.
Hrany € H, spojuji totiz kazdy uzol z G” s kazdym uzlom € V,. Nech M’
je mnoZina tych uzlov z @, ktoré si v grafe G, incidentné aspon s jednou
branou z H,. Plati zrejme V, C M’ a pretoze okrem uzlov z V, #iadny iny
uzol z G' nie je incidentny s hranou z H,, plati dokonca V, = M’. Pretoge
Ziadny uzol z G’ nepatriaci do V, = M’ nie je v relscii 4 s uzlom z V,, mi
mnoZina M’ = V, obe pozadované vlastnosti. Teda mnozina hrén H,, grafy
&', @" a mnozina M’ maji vietky pozadované vlastnosti. Tym je dokaz vety
vykonany.

Poznimka 5. V dokaze vety 25 dokdzali sme viac, nes hovori samotna
veta. Opisali sme totiz aj spdsob, ako ndjst mnozinu hran H,. V lubovolnom
nasytenom grafe G,, v ktorom rozklad U§, mé viac ako jednu triedu, existuje
prave jedna mnozina U, s poZadovanymi vlastnostami; podet ¢ tych tried,
rozkladu U%,, ktoré si podmnoZinami mnoginy U, a ktorych uzly si spojené
hranou s uzlom aspon jednej triedy U, & U, rozkladu U2, je mensi, alebo sa
rovnd podtu réznych mno#in'H, v grafe G, ktoré maju vietky poZadované
vlastnosti. Vyznam vety 25 v8ak spodiva hlavne v tom, Ze ukazuje, Ze spo-
sobom pouzitym vo vete 24 mo¥no — ak vychddzame z istého systému na-
sytenych grafov, v ktorych Tubovolné dva uzly sd v reldcii 2 — skonStruovat
Iubovolny nasyteny graf &, podgrafom e ktorého je dany systém nasytenych
grafov.

- Pozndmka 6. Bez dokazu uvédzam tito vetu: Nech @ je Tubovolny na-
syteny graf, 7,(G) podet tried rozkladu Ug a 7,(G) podet tried rozkladu U%.
Nech u, je podet réznych mno#in uzlov M grafu @, ktoré maji tieto dve
vlastnosti: (1) bud M obsahuje jediny uzol, alebo ak obsahuje viac uzlov,
potom Tubovolné dva uzly z M st v relicii A ; (2) Iubovolny uzol z @ nepatriaci
do M nie je v relacii A aspon § jednym uzlom z M. O potte u; potom plati:
te = T4(@) — 7(G) + 1.

Vysledky z viet 24, 25 ako aj tito nedokazovans veta poukazuji na to,
aky mé vyznam pri kon$trukeii nasytenych grafov rozklad U%. Domnievam
sa, Z6 tym vyznam tohto rozkladu z daleka nie je vyderpany a tito otdzka
zaslizi si eSte dalsie a hibsie §ttidium.

4. Grafy a nasytené grafy s nulovfm jadrom

Specidlnu triedu grafov s linedrnym faktorom tvoria grafy s najjednoduch-
8im t. j. s nulovym jadrom. Tymto grafom venujme teraz pozornost a odvodme
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z poznatkov o nich ziskanych niektors désledky pre Pravidelné grafy s linegr-
nym faktorom.

Veta 26. Nech ¢ je Lubovolng graf s linedrnym faktorom, ktory md nulové
jadro, potom v @ existuje prave jeden linedrny faktor. Obrétene: Graf s jedinym
linedrnym, faktorom md nulovs jadro.

Dékaz. wunmmvoimmmwcpo, Ze v @ existuji aspott dva rézne linedrne faktory
L+ L,. Kompozicia, Ly X L, je teda nenulovy graf a podra, vety 1 je tdto kom-

pozicia podgrafom jadra, Q. Teda @ je nenulovy graf. Ak m4 obrétene @ jediny

linedrny faktor, je G zrejme nulovy graf,

Veta 27, Nech ¢ je lubovolny graf s jedingm linedrnym faktorom L; ¢t j.
nech G je nulovy graf. Potom rozklad TE je rozkladom mnoiny uzioy grafu G
na dvojfice uzlov, ktoré 8% spojend hranoy linedrneho fakiorg I,

tieto uzly spojujicej, ktors, patri do linedrneho faktors, L =@ a je mostom
v grafe @, Huuo&uow_mmﬁiov Ze m > 1. Potom podla vety 27 rozklad U% obsa-
huje prive m tried, teda viac neg jednu triedu, pritom kazds z tychto tried
obsahuje prive dva uzly, a to také, ktoré si v grafe @ spojené hranou jediného
linedrneho faktora I, grafu @. Ziadne dva uzly patriace do tej istej triedy z T2
“ich spojuje, tvoria x-cestu vzhladom na L. Z toho vyplyva, %e Iubovolns
trieda rozkladu I & obsahuje préve jeden uzol grafu.

Podla vety 25 (pretoze @ je nasyteny a rozklad U & obsahuje viac nes Jednu
triedu) existuje v ¢ takj mno%ina hrin H » Ze ak zrudime v grafe & vetky
hrany z H, vznikne z grafu @ graf, ktory pozostiva z dvoch komponent a, G

a kaZda z tychto komponent je nasytenym grafom. Trieds, uzlov z Ug (pre
ktord sme pri dékagze vety 25 prijali oznadenie U.), ktord m4 t4 vlastnost,
Ze ubovolny uzol inej triedy ney z U r je v grafe @ spojeny hranou asporn
s jednym uzlom z U &> Pozostava v nafom pripade prive z dvoch uzlov a kazdy
z nich je jedinym prvkom triedy rozkladu U¥. Teda mnoZina, pre ktort sme
prijali pri dékaze vety 25 oznadenie V), obsahuje jediny uzol. Oznaéme tento
uzol znakom v, a druhy uzol z U, ozna¢me znakom %,. Z dokazu vety 25
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vieme tie}, se kaidy uzol z G~ je spojeny hranou s uzlom v @ Ziadny uzol
z G nie je spojeny hranou s uzlom u,; dalej: graf @ bud okrem uzlov triedy
Ui = {u,, v} neobsahuje u# uzly Ziadnej inej triedy z U2 a potom hrana
spojujica uzly u, , v, je mostom v @, ktory patri do L; alebo G obsahuje okrem
uzlov z U, efte uzly z daliich tried rozkladu U3, ale Ziadny takyto uzol nie
je spojeny hranou ani s uzlom z G” (pozri tvrdenie V z dokazu vety 25) ani
s uzlom w;. Preto po zrugeni hrany spojujicej uzly u,, v, (0znadme tito hranu

6 G, Gz ¢

Obr. 5.

znakom %,) by stratil graf @ stvislost. Cize %, je mostom v grafe @. Uzly u, , v,
8 spojené hranou z I a touto hranou je hrana, %, lebo keby okrem h, existovala
efte daliia hrana ky, spojujtica uzly w,, v,, tvorili by hrany %, b, a uzly u,, v,
isth a-krugnicu grafu G. To je spor, lebo G m4 nulové jadro. Je preto k. € L.
Teda graf ¢ obsahuje most 4,, ktory patri do L, &0 bolo treba, dokézat.

Na obr. 5 sit 2nizornend Styri (najjednoduchsie) nasytené grafy s nulovym
jadrom. )

Veta 29. Nech @ je lubovolny graf, v ktorom existuje jedina linedrny faktor L.
Potom G obsahuje aspoti jeden most patriaci do L.

Dékaz. Ak @ je nasyteny graf, veta zrejme plati (pozri vetu 28). Pred-
pokladajme, Ze @ nie je nasyteny graf. Podla vety 19 existuje taky nasyteny
graf G, ktory mé nulové jadro (teda existuje v fiom takties jediny linedrny
faktor L') a plati pritom: G" obsahuje vietky uzly a len vzly z G; & obsahuje
vietky hrany z ¢ a okrem tychto hrin obsahuje u? len hrany nepatriace
do L'. Pretoze je podgrafom grafu @' a tieto grafy maji rovnaké mnoziny
uzlov, je nutne L' — L. Podla vety 28 graf ' obsahuje isty most h, ktory
patrido L’ a patrf teda, ajdo L. Je viak zrejmé, e taks hrana, ktors je mostom
istého grafu, je mostom kazdého jeho podgrafu, ktory ju obsahuje. Preto
hrana %, ktors je mostom v @ a patri do L, existuje. Dokaz vety je vykonany.

Zaujimavy je tento désledok vety 29: Tubovolny taky eulerovsky graf,
v ktorom existuje linedrny faktor, m4 nenulové jadro (pretoge v eulerovskom
grafe neméze existovat most — pozri Konig [4], str. 194 — 5 graf s nulovym
jadrom podla nasej vety 28 obsahuje vidy most). Z toho ihned vyplyva, Ze
pravidelny -graf parneho stupnia s linedrnym faktorom ms nenulové jadro.
Ba dokdseme v daliom, e tento zéver mozno roz&irit na vietky tie grafy

153




s linedrnym faktorom, ktoré sg pravidelnymi grafmi stupfia vysSieho nes

Lemma 5. Nech & je lubovolng graf tretieho stuptia obsahujici aspots jeden
most. Potom v existuje taky Clen, ktory obsahuje prave jedny artikuldeiu z Q.
Taksjto élen obsahuje nepdrny pocet uzlov, nagmenej viak tri uzly.

Dékaz. Je zrejmé, se oba uzly, ktoré spojuje Tubovolny most v @, su
artikuldciami grafu @ (most spolu s uzlami, ktoré spojuje je vidy m_o_on
grafu a oba tieto uzly — pretoze st treticho stupiia — patria eSte do dalsicho
¢lena grafu). Obratene: ak uzol » €@ je artikulaciou grafu @, potom aspor
jedna z troch hrdn s nim incidentnych je mostom grafu @. Nech 4, je Iubovolny
most v G a nech A, spojuje uzly w,, v,. Oznaéme znakom @ breh mosta %
obsahujici uzol u,. Ak G, neobsahuje most, neobsahuje ani taky uzol, waoaw.
by bol artikulicion v @ a @ je potom hladanym &lenom obsahujtcim jediny
uzol (uzol uy), ktory je artikuliciou grafu G. Nech @, obsahuje most (oznadme
ho %,). Jeden z brehov mosta h, (oznadme ho @) neobsahuje uzol %,. Nech u
je ten uzol brehu Gy, s ktorym je incidentnd hrana hy v grafe G. Ak G, 5o.~
obsahuje most, je @, hladany &len. V opadnom pripade oznadme znakom hy
Tubovolny most grafu G, znakom G, breh mosta %y neobsahujici uzol U,
a znakom w, ten uzol z G,, s ktorym je incidentn4 hrana hy. Pretoge podet
mostov v grafe @ je koneény, musf n4s postup po konednom potte p krokov
skongdit tym, %e v istom brehu (¢ » Devyskytuje sa u% most a @ obsahuje jediny
taky uzol u,, ktory je artikulicion v grafe . Preto dlen @ s jedinym takym
uzlom, ktory je artikuliciou grafu @, existuje.

Je zrejmé, fe v ¢lene G, je uzol u » uzlom druhého stupiia a pretoZe Iubovolny
¢len grafu m4 najmenej dva, uzly, existuje v G, okrem uzla u, este aspon jeden
dal3f uzol. Tento dalsf uzol Je viak nevyhnutne uzlom thmro stupria v G
a pretoZe v Iubovolnom grafe podet uzlov nepirneho stupiia je parny Ezmm
¢len G, okrem uzla %, obsahovat este najmenej dva uzly, a to uzly ﬁwaoro
stupiia, z ¢oho ihned vyplyva tvrdenie vety. Dékaz je vykonany.

.Hmnwam 6. Nech G je Lubovolny pravidelny graf tretieho stupfia, v ktorom
existuje aspoti jeden, linedrny faktor L. Potom plati: G md nenulopé jadro.

Dékaz. Uz Petersen v [1}.dokizal, e ak @ neobsahuje most, potom Iubo-
voInd hrana z @ je hranou aspoii jednej x-kruZnice vzhladom na L. Preto

. . N\
mw G :moﬁ.vmmrﬁm most, je G =@ a lemma plati. Predpokladajme, ze @
mé aspori jeden most. Podla, lemmy 5 existuje v @ Slen G,, ktory obsahuje
prave jeden taky uzol u,, ktory je artikuliciou v @. Oznaéme znakom I

podgraf é&lena G, , ktory pozostéva z prvkov z L patriacich do G, s 4%55_3_“.

uzla u,. Hrany z @ incj 3 éme i i
» Y z &, incidentné \m .zﬁoE %, (oznadme ich 915 9») nepatria do L,,

]} Z

m&mﬁn w@im&:&E grafu neparneho stupria obsahuje vietky mosty grafu;
pozri Kénig [4], str. 195). Nech hrana, g, (resp. g,) spojuje uzol %, 8 uzlom v,
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(resp. v,). Je zrejme v, <= v,, lebo v opaénom pripade by uzol v, = v, z G, bol
artikuldciou grafu G — spor s predpokladom, 7e G, obsahuje jedind artikuldciu
grafu @, t. j. uzol u,.

Ak z grafu @, utvorime graf Gy tak, Ze hrany ¢, , g, a uzol u, nahradime jedi-
nou hranou A* spojujiicou uzly v,, v,, potom G je stvisly pravidelny graf
tretieho stupiia, ktory neobsahuje most. Graf L, je podgrafom grafu Gy a je
jeho linedrnym faktorom. :

Podla lemmy 5 &len G, obsahuje najmenej tri uzly, teda L, obsahuje naj-
menej jednu hranu. Oznadme znakom g* lubovolnd hranu z L,. Je zrejme
i+ g* == g, a teda je g* + h*. V préci [9] pri ddkaze Petersenovej vety
dokézal Schénberger toto: ak k[, h; si Iubovoné dve hrany pravidelného
grafu tretieho stuptia G, ktory neobsahuje most, potom v ¢ existuje taky
linearny faktor, ktory neobsahuje ani hranu hy, ani hranu %;. Z toho vyplyva,
Ze v nafom grafe G existuje taky linedrny faktor L}, ktory neobsahuje ani
hranu %*, ani hranu g*. Ozna®me znakom H’ tito mnofinu hrén grafu G:
do H' patria vietky hrany z L} a okrem toho vietky hrany z L, ktoré ne-
patria do G,. Je zrejmé, ze Tubovolny uzol z @ je incidentny prave s jednou
hranou mnoziny H', teda H’ je mno#inou hrén istého linedrneho faktora L
grafu @. Pritom L’ neobsahuje hranu g*, ktoréd viak (ako sme predpokladali) .
patri do linedrneho faktors L. Preto kompozicia L x L’ je nenulovy graf a graf G
mé nenulové jadro. Dékaz lemmy je vykonany.

Prikrodme teraz k dokazu vety, ktorej platnost sme uZ ohlésili:

Veta 30. Nech G je Iubovolng pravidelng graf vyssieho stuphia ako prvého,
v ktorom existuje linedrny faktor. Potom G md nenulové jadro; t. §. v G existuji
najmenej dva rézne linedrne faktory.

Dokaz. Pre pirny stuperi je platnost vety zrejmd. Veta plati podla pre-
do8lého aj pre pravidelné grafy tretieho stupfia. Dokaz treba urobif pre
pravidelné grafy neparneho stupiia, a to stupnia vysfieho ne# tretieho. Nech (¢
je lubovolny pravidelny graf (2n + 1)-ého stupia (n > 1), v ktorom existuje
linedrny faktor L. Hrany grafu ¢ nepatriace do L spolu so vietkymi uzlami

z G tvoria podgraf G, ktory je pravidelnym grafom 2n-tého stupia. Je zZname,
Ze pravidelny graf 2n-tého stupiia d4 sa rozlo¥it na # faktorov drubého stuptia
(pozri [4], str. 161). Nech F je Tubovolny faktor druhého stupria grafu G".
Kompozicia LXF = (" je faktorom tretieho stupria grafu &, teda je podgrafom
grafu G a m4 tieto vlastnosti: (1) obsahuje vietky uzly z G; (2) je pravidelnym
grafom tretieho stuptia; (3) existuje v tiom linedrny faktor L. Podla lemmy 6
mé G” nenulové jadro. Z toho ihned vyplyva (lebo z grafu G” dostaneme

graf @ wimmzw.w istych hran; pozri vetu 14), %e jadro G je podgrafom jadra @

aG je nenulovy graf. Teda graf ¢ mé nenulové jadro a z vety 2 vyplyva, e
v @ existuji najmenej dva rézne linedrne faktory. Veta platf aj pre pravidelné
grafy neparneho (vystieho nez prvého) stupiia. Dokaz vety je vykonany.
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N3 TEOPUU KOHEYHLIX 'PA®OB
CJUUVHENHBIM MHOMUTEJEM

AHTOH KoQyur

Buisoyn

Haneueimmy HOHATHEM , BBOLMMBIM IIDH MICCIIE/(0BAHIH rpados ¢ mHeRnRN MHOMKHATEIEM —
IOHATHE HACKINEHHOr'0 rpaga. Cpad G, B KOTOPOM CYINECTBYeT JIHHeHHEI MHOKHATEJL
HA3BIBAETCA HACHIHICHHEIM rpadoM, Korma mBe mOGEX TAKEX DA3HEX BepmmuH, KOTOpHIe
B OTHOMmeHNM A maxonsates B rpade G coegmuens He MEIbIe, TeM ofuEM pebpom. IT pAaMo

Rylomtee: n000# HACHIIEHEb rpad sasercs Beera CBasHEM rpadom. Ilycts G Hachimen-
HHI rpad B mycrs Uy nsasetca mobbiv ximaccom pasnoxenun Ug. Jlo6e IiBE BepInmuL]
u3 Uy coenunens: B G me MeHbIe, YeM OHEM pebpoM I To PeGpo He npunaguemxar ny B Rakoli

He fBJIfeTcsa HACKIEHABIM, TO CYWIECTBYET HACHIHEHHLI rpad G-, ROTOpHI: 1. cogepmnr
BC€ BEPIIIHE! W TOJILKO BEPIUMHEL rpada G; 2. conepur Bee pebpa 13 G u Kpome TOro ToMLIO
pebpa me npEHamIexKaomee T B KaKOI JTHHeHHbLI MuOMHTeTy, rpada G’; 3. % mmeer mecro
clenyoniee: 6= \Q/ Ho-gpyromy crasamo: mo6oi HeHACLIMeHHbi rpad G ¢ muHeAHbM
MHOMMTelNleM ABNAETCA MONrPadoM He MeHbmIe HeM onuore rpada, y xotoporo srm me Bep-
MHHLL 370 e ANPO Kak y rpaga G. Beme npmeegennoe DOKA3LIBACT BAMHOCTE pOA
KOTOPYIO #I'DAIOT HaCHINeHHbIe rpadbi B MCCIEMOBAHME OCHOBHKIX CBOMCTB rpada ¢ MHHeiiHbM

HoxaasbiBaercs clenyionee: ecan G — m060i HachITeH L rpadu G — rpad, BosHmKHy BiHit
®3 rpada G Taxmm o6pasom, 4o m3 Hero Gynyr ycrpamensr Bee pebpa, coemmusmomme Bep-
IOMHEL, OpWHAMIEKAIONMe B pasnble KJIAcCH PasiioKeHHs Qm“ T0: 1. moGoit KoMIOHeHT

rpada G — macsmenubri rpad; 2. mobre xpe BCPIIAHKEL KOMIIOHEHTa SBIMIOTCA B -OTHO-
nennn Q; 3. Qm == Q%“ 4. moBoit auHeiHbH MHOHHTEND rpada G apaserca Toxe JIHEHHEIM

xenne Ug comepmar me- MeHbINe, YeM JIBA Kiacca, To CYMECTByer He MeHbIle, YeM OIHO
MHOKeCTBO peGp H, W' He MeHbIe, Yoy OHO HellyCTOe MHOMECTBO BepImAn M, Takmm o6pa-
30M, UTO MMeeT MecTO: &) mocite yerpatenusn pe6p ws H, BosHEERHer I3 rpada & rpad, xoro-
PHUL COREPIKAT TOYHO Ba HOMIOHEHTa G*, G; 6) mo6oe pe6po ma Hy coepunser B rpade G
BepUiAHy W3 G’ ¢ BepWHHOH H3 G”; B) BCe BepMHHH wu3 M, nprragnemar p G’, npmaem
Kaxpan sepumna u3 M, B rpade G coepmueHa peGpom m3 H, ¢ KaKno# BepmmuoOil w3 G
1 HAKAKasg BepOIMHA U3 G’ BHe M, ne nBnserca munumenTHOH pebpy us Hy; T') MHOXeCTBO M,
MM COJIepIRUT OfHY W TONHKO Oy BepIMHY, WM CONEDIRET G0Mbme Teym OIHY BepmHHy
¥ B 9TOM clydae JIOOHIe [Be BOPIUAHEL M3 M, Haxomares B rpade G’ (1 Tome B rpage G)
B OTHOIEHNH A; 1) moban BepumHua 13 G’ BHe M, He HaxogATesn B OTHOIIeHAN /A He MeHb e,
96M ¢ OJIHOH BOepIUMHON Ha My; e) B rpade ¢ KoMnonerTamMu G, G” 1o e AAPO I 3TO Ke
Pasiioiene MHOM(@CTBA BepIIEH HA KiaccLr BEPUIMH HAXONANMECd N B OTHOmEHHH
U B QTHOUIEHMY A, Kak B rpade G.

HoxasniBaercs T0, 4T0 Hao6opoT AMeeT MecTO: myers G', G" — moGsre a8a HACBIMEHHLIX
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rpada Ges obugmx 9ICMCHTOR; I nycTh My — moGoe TaKoe MuOMKecTBO Bepman H3 G, uto
BCE 610 BePUINHKL HAXOIATCA B OTHOWeHEY A 1 moban BepimHa u3 G’ ye nprHaIeKaiomas
B M, He HaxopuTtes B OTHOHIeHHmm A, ue MCHBLINE, YeM ¢ OFHOI BepHHOH u3 M, (Takoe
MIOKECTBO OYEBMIHO B HACHIMCHHOM rpage cymecrsyer) u nycTs rpad G BosHmKHer TaxmM
obpasomM, gro RKIYIo BepuImHy U3 M, coenmmmy e MEHBIIE 9eM OJHEAM wmmw@m C KaMKaoKi
BEpPUINHOH W3 G”, T0 mMeer MecTo: G mm.mmwmom HACHLIOEeHNHLIM Gm&ozh agpo G COJIePIKRAT
BC@ SJIEMEHTH M TOJILKO 3JIeMeHTE u3 aap G, G mm =g +@m\: Ha ocHoge OPHBEIEHHLIX
Pe3YJIbTATOB OTKPHIT Merox HOHCTPYHPOBAHHA HaCHILEHHOIO rpada ¢ atmm ke ALPOM
¥ C 3THMM 7Ke JIHHeHHBIMA MHOMHATeNAMHE, KaK T060i HecBIaHLIif rpad, Kamaplit KoMIOHEHT
KOTOPOTO ABAAETCA HACHINTeHHEA rpagom.

Oraensnan wacrs padoTsl noceamena CTPYKType rpadoe c imneitmbim MHOKHTeJeM,

TelleM HyJIeBOe SApO, TO B (G CYIIECTBYeT TONLKO ONMH JIMHEHHbI MHOEHTENs W rpad G
COICPAT He MeHsINe OIHOrO MOCTA, OPUHAJICHAIOMEr0 B 3TOT SHHefHur MHOMHTENT,.
Haxeme: arodoir Peryasprrri rpad sricareit, wem MepBOi cTenenw, conepaommii Breeitviied sy
MHOMUTENb MMeeT ARPO He ARITIOMeecs HYJeBLM, T. e. B TakoM rpade CYILIECTBYeT He
MEHLINe, YeMm NBAa PasHLIX JMHeHRKx MHOMKHATeN S,

AUS DER THEORIE DER ENDLICHEN GRAPHEN
MIT DEM LINEAREN FAKTOR II

ANTON KOTZIG
Ncmp:::ozwmmmszm

Der weitere Bogriff, der bej der Untersuchung der Graphen mit dem linearen Faktor
nitzich ist, ist der Begriff des satten Graphen. Ein Graph G, in welchem mindestens ein
linearer Faktor existiert, wird satter Graph genannt, wenn jede seine zwei verschiedene
Knotenpunkte, die in der Relation A stehen, mindestens eine. Kante aus @ verbindet.
Direkt aus der Definition des satten Graphen ist klar, daB ein vollstindiger Graph mit
gerader Anzahl von Knotenpunkte immer satt ist. Es wird gezeigt, dag auch satte Graphen,
die nicht vollstéindige sind, existieren. Es wird folgendes bewiesen: Ein beliebiger satter
Graph ist immer ein “usammenhéingender Graph. Es sei @ ein satter Graph und U, eine
beliebige Klasse der Zerlegung Ug. Beliebige zwei Knotenpunkte aus U, verbindet in @

und auBerdem nur solche Kanten, die zu keinem linearen Faktor des Graphen G’ gehéren,
enthilt und (3) von welchem gilt: mw = m«/ :

Es sei G ein satter Graph und es sei @ oin Graph, der aus dem Graphen @ durch Ent-
fernung aller solchen Kanten, welche dije Knotenpunkte aus den verschiedenen Klassen
der Zerlegung U§ -verbinden, entsteht. Dann gilt: HS beliebiger zusammenhiingender
Bestandteil G; des Graphen G ist ein satter Graph; zwei beliebige Knotenpunkte aus G,
stehen in der Relation Q; m!\m;” U%; ein beliebiger linearer Faktor des Graphen @ ist
auch linearer Faktor des Graphen @ und umgekehrt.

Es wird weiter die Struktur der satten Graphen studiert. Folgendes wird bewiesen:
Wenn die Zerlegung T% mindestens zwei Klassen enthiilt, dann existiert, mindestens eine
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Kantenmenge H, und eine nichtleere mﬂﬂoﬁmzm.::rogosm@ M, so, daB es gilt: a) durch
Entfernung aller Kanten aus H, entsteht aus dem Graphen @ ein Graph, welcher genau
zwel zusammenhingende Bestandteijle G, G besitzt; b) eine U@S@Emm Kante aus H,
verbindet im Graphen @ einen Knotenpunkt aus ¢ mit einem Knotenpunkte aus aq;
¢) allo Knotenpunkte aus M gehéren zu G; jeder Knotenpunkt aus a7 o wird durch eine
Kante aug H, mit beliebigem Knotenpunkte aus ¢ verbunden und jede Kante aus H,
mit einem Knotenpunkte aus M, incident ist; d) beliebige Knotenpunkte aus M, in
dem Graphen ¢~ (und auch im Graphen @) in.der Relation A4 stehen; e) beliebiger Knoten-
punkt aus @, welcher zu M, nicht gehért, steht nicht in der Relation 4 mindestens mit
einem Knotenpunkte aus M,; f) der Graph mit den Zusammenhingenden Bestandieilen
@, @” hat derselben Kern und hat dieselbe Zerlegung auf die Klassen der Hmsogbvzhg.
welche in der Relation Q und auch in der Relation A stehen, wie der Graph @.

Es gilt auch umgekehrt: Es seien @, q" beliebige satte Graphen, welche keine gemein.
same Elemente besitzen. Es gei M, eine beliebige solche Nbo«mb@ﬁdWaanmm aus G,
daB alle ihre Knotenpunkte in dor Relation A stehen und ein beliebiger Knotenpunks
aus G, der zu M, nicht, gehort, steht nicht in der Relation A4 mindesteng mit einem Knoten.-
punkte aus M, (es ist Klar, da8 eine solche Menge M, in einem satten Graphen @, immer
existiert). Wenn wir jeden Knotenpunkt aus M, mit jedem Knotenpunkte aus @ durch
mindestens eine Kante verbinden, entsteht ein Graph @, welcher satt ist, und welcher
folgende Eigenschaften besitzt: Sein Kern m«/ besitzt alle Elemente und nur Elemente
aus G und noch aus me U8 = m%\ + q%f

Die gewonnenen Resultate ermdglichen .aus ‘den beliebigen Graphen, in welchem jeder
zusammenhingende Bestandteil satt ist, einen satten Graphen, welcher denselben Kern
und &mmﬁcmn linearen Faktoren besitzt, konstruieren, )

In besonderem Teile der Arbeit wird die Struktur und die Eigenschaften der Graphen
mit dem einzigen linearen Faktor (d. h. wo der Kern ein N ullgraph ist) studiert. Es wird
folgendes bewiesen: Ein Graph, der einen einzigen linearen Faktor besitzt, enthélt min.
destens eine Briicke, welche zn diesen linearen Faktor gehort. Der Kern des reguliren
Graphen n-ten Grades (wo n > 1), in welchem ein linearer Faktor existiert, ist kein
Nuligraph, d. h. in diesem Graphen existieren mindestens zwei verschiedene lineare
Faktoren.
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