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0 SUCTOCH BODOY DVOCH NADROVIN

TATIANA MEDE KOVA, Bratislava

1. V n-rozmernom projektivnom priestore definujme séitanie bodov (obr. 1,
pre n = 3). Zvolime si pevny bod O — pogiatok s¢itania a pevnié nadroviny [
séitaciu, neobsahujicu bod 0. Za stidet dvoch bodov 4, B, ktoré neletia sii-
dasne v nadrovine o (tento pripad v celej praci vyhidime) a ktoré nele#ia
s bodom O na jednej priamke, budeme povaiovat bod (4 -1 B), ktory zo-
strojime nasledujticim spdsobom; spo
v bode 4, .m@ou.inm bodov B a0 v bode B Prieseén
sadet (4 4 B). Vo vetkych ostatnych pr

Obr. 1. Obr. 2.

Poznémka: Z definicie vyplyva, Ze ak body 4, B splynd, potom stdet je
Stvrty harmonicky bod k podiatku O, vzhladom na bod A4 =B a na priesednik 4
Zavedme do nasho priestoru projektivny stiradnicovy systém. Za jednotkovy
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bod zvolime bod 0, » zékladnych bodov stradnicového systému polozme do
nadroviny « tak, aby jej rovnica bola Z = 0; (n+ 1)-vy zédkladny bod
zvolime Iubovolne. Bod A nech ms stradnice (a,,a,, ..., @,.,), bod B si-
radnice (b;,b,, ..., b,11). Potom plati:

Veta. Suradnice sudtu dvoch bodov A, B, neleSiacich sucasne v nadrovine «,
8t vyjadrend rovnicams

= —ayb; + ab, + ab, (i = L2 ... 1) (a)
‘Dékaz. x) Nech body 4, B a O si linedrne nezivislé. - Vypodtom zistime,
Ze stiradnice bodu 4 sg @; = —a, + a; a stradnice bodu B st b, = —by +b,.

Parametrické rovnice spojnic AB a AB st

?va.. = Ay(—a, 4 a) 4 dob; = — 1ty + Aa; Asb,,
(4B); = e + (—b; + b,) M2 = — ush; + M + b,

Pre ich priesednik plati 2, : 3, = b, : q,, Cize (A + B) = b4 + a,B. Po do-
saden{ suradnic bodov 4 g B siiradnice siétu st dané rovnicami

T = —aby + ab, + ab,.

Z konstrukcie aj z rovnic (a) vyplyva, Ze stdtom bodov 4, B, pridom
bod 4 lezi v nadrovine » a bod B v nej nele#, je bod A.

B) Ak si body 4, B, O line4rne zavislé, ledia na priamke. UkiZeme, 7e aj
v tomto pripade sdéet bodov 4, B mé sidradnice by — ab, — ab,. Predo-
vietkym ukafeme, 3e bod o takychto sdradniciach je linedrne zdvisly od
bodov O, 4, B. Skutoéne plati

@y, Qy, a;
@T @T P; =
{ by, ab; — by — agh,, asby — ab, — ab;,
_QT as, a;, @, A, a, @y, Qy, a..;_
by, b, b, = by, by, b, |=ab by, b, P;‘ = 0.
0

10, ab, — ab,, ab, — aby, by, ab,, ab,, 1, 1
Treba este ukazat, e 0'a (4 + B) si parom involicie J » Opfsanej vo vete.
Nech bod 4 je priesetnik spojnice OAB s rovinou w a nech m4- siradnice
(0,@5,a,, ...,a,,,). Premietnime teraz spojnicu OA B z priestoru o rovniciach
% =0, , =0 do priestoru o rovniciach z, = 0, 2, — 0,...,2,0;, =0 do
priamky p. Potom body 0', 4’| B, (4 4 By, A" (premietnuté body O, 4, B,
(4 4 B), 4) budd mat na priamke p po rade sdradnice (1, 1,0,...,0),
(@1,25,0, ...,0), (6,82, 0, ...,0), (—aby, ab, — ab, — ash,,0, ..., 0), (0, as,
0,...,0). MéZeme teda prvé dve stradnice povaovat za projektivne stradnice
uvaZovanych bodov na priamke p. Involtcia I’ je potom uréens, samodruZnym
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bodom 4’ a parom odpovedajticich si vomo<lm\, B'. Predpokladajme najprv,
Ze ani jeden z bodov 4’, B nesplyva s bodom A'; potom rovnice involicie J* sa

0Ty = —zx, —0a,b,7; = (ayb, - azb) Ty — aybyz,.

V involieii I zodpoveds bodu 0'( L,1) bod o stiradniciach

. ex, = —1, —Qaibix; = ab, -+ by — a by,
dize

Ty %y = —ab, : ayb, — by — agh, .
Tieto stradnice m4 viak prave bod (4 + B)". Spéatnym premietnutim zistime,
Ze aj bod (4 + B) odpovedd bodu O v involicii 7.

Ak napr. bod 4’ splyva s bodom A’ (teda aj bod 4 splyva s bodom 4),
plati @, = 0. Potom stradnice sidtu si: (0, —anb,, —azb,, .. s —a,..b,) a teda
sudet (4 + B) splyva s bodom 4. V tom pripade je aj involtcia parabolicks
80 singulirnym bodom A. Tym je veta dokdzani.

Poznédmka 1. Ak bod 4 splyva s bodom 0, potom stdtom bodov 4, B
je bod B; stétom bodu O s tubovolnym bodom 4 je teda tento bod 4.

Poznémka 2. Ak bod 4 splyva s bodom B, potom ich stdet oddeluje

-harmonicky spolu s bodom O body 4 a 4.

2. Budeme sa zaoberat dvoma, nadrovinami «, g8, z ktorych ani jedna ne-
splyva s nadrovinou o a ktorych prienik nele#i v nadrovine w. Medzi bodmi
nadrovin «, f zavedme kolinedrnu transforméciu K. Budeme hladat pod-
mienky, pri ktorych sty odpovedajticich si bodov v kolinedcii K lesia, opit
v nadrovine.

Veta. Nech nadroviny «, B, w nie si linedrne 2dvislé; potom nutnoy g posta-
Sujiicou podmienkou, aby sucty odpovedajicich si bodoy nadrovin «, 8 v koli-
nedcis K ledali o jednej nadrovine, je, aby kolinedcia K priradovale bodom
prieniky nadrovin «, o body prieniku nadrovin B, w.

Doékaz, Stradnicovy systém zvolime tak, Ze nadrovina « bude mat v fiom
rovnicu z, = 0 a nadroving, B rovnicu 2z, = 0. Kolinedcia K je teda dans
rovnicami

T = ayz, + 2Ty + OggZg + ... - %, n 1% 11 (b)
T = Gy + Ay, + Fioa + -+ oo G 1T,y (6= 3,.. o4 1),
pritom x; st stradnice bodov nadroviny « a #; stradnice odpovedajticich-
bodov v nadrovine B. Stradnice X, st&tu priradenych bodov v kolinedcii X
podla vety odseku 1 sii:
X; = (a; — a)aye, + Ayoly + Qg + ... 1 A, 1@ 4q) +
+ @y(aua; + a0, 040, 4 ... @ 1ly), (=1, ... » 7+ 1) (e)
Aby vistky sadty priradenych bodov lezali v jednej nadrovine, musia stradnice
saftu byt linedrne vzhladom na parametre ¢ . To nastane len vtedy, ak zo
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vietkych X; mo#no vyiiat &slo a,. V X, preto musia, byt koeficienty g,,, Ay,

Q155 -« +5 @y yq NUlové. Kolinedcia K m4 potom rovnice
»
¥ = ayx,
. ;
T = 0% + %, ...+ Cini1®ar (0 =3, ... 0+ 1). (d)

Ak bod nadroviny B lezi v nadrovine @, t.]. je a, = 0, jemu odpovedajtici

bod v nadrovine x m4 tiey a; = 0. Kolinedcia XK priraduje skuto&ne bodom

prieniku nadrovin «, body prieniku nadrovin £ aw.
Podmienka vety je postadujica. Nech totiz (d) st rovnice kolinedcie medzi
bodmi nadrovin 4, B- Potom stdty sebeodpovedajicich bodov maji siradnice

Xy = ayay (e)
Xi={aq — ay)a, + @i + o (@4 + Ou) Gy (0 =2,.. . n + 1)

Z rovnic (e) vyplyva, e sudty X, lezia v nadrovine. )
Pozndmka 1. Nadrovina, v ktorej lesia sty bodov, nezdvisi iba od nad-
rovin x, §, ale aj od kolinedcie K. :
Pozndmka 2. Kolinedcia K mdze byt perspektivnou len v tom pripade,
ak jej stred bude lezat v nadrovine w.

3. Ak prienik nadrovin &, f lezi v nadrovine w, séitame kazdy bod nadro-
viny & s kaZdym bodom nadroviny # (s vynimkou bodov, sidasne lefiacich

Yeta. Nech nadroviny «, 8, o sy nadrovinami jedného zvizky S. Potom sucty
bodov nadrovin s, B ledia v nadrovine, patriacej do zvizku S.

Dékaz. Nech v projektivnom stradnicovom systéme nadrovina o m4
rovnicu z; = 0 a nadrovina « rovnicy %y = 0. Nadrovina g je dani rovnicou
0:1%1 + Q3% = 0 (05 == 0). Stradnice TubovoIného . bodu 4 nadroviny « sd

(a,0,ay, ...,a,,), bodu B nadroviny g si (—ko,, ko, , b, . . ., b,.4). Strad-
nice sGétu X; vypoditame podla vety odseku 1:
X, = I.Nn@.m@ﬂ

X, = \0@» + a)a,
X; = koy(a, — a,) fab, (1=3,...,n4 1).

Sttty lezia v nadrovine o rovnici (g, + o;) 2, + Qe%; = 0, ktord patri do
zviizku 8, pretoZe je linedrnou kombindciou nadrovin « a f. Nadrovinu, v ktorej
stdty lezia, zostrojime takto (obr. 3, pre n = 3): Poloime. bodom O priamku P
tak, aby pretinala nadroviny «, 8, postupne v troch réznych bodoch 4, B, 4.
Potom hladand nadrovina prechddza bodom (4 - B). s
Poznémka. Kaxds nadrovina zvizku § mése sa pokladat za nadrovinu,
v ktorej leZia sty bodov: nadroviny « a bodov nejakej inej nadroviny
zvizku §. ; . v
Désledok. Ak séitame body jedinej nadroviny navzdjom, sucty ledia tief
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v nadrovine &', linedrne zdvislef od nadrovin @, x @ podle definicie séitania plati,
Ze dvojpomer (O, «,0,0) = —1, kde @ je nadrovina, linedrne zdvisld od nad-
rovin x, w @ iddca bodom O,

Platnost tohto vztahu vyplyva z predoslej konstrukeie,

4. Aplikujme predoslé vysledky pre n = 2, t. J- na rovinu. Miesto séitacej
nadroviny w méme pri séitani priamku «. Siéty bodov dvoch priamok a, b
podla viet z 2. a 3. odseku leZia na priamke v tychto pripadoch:

Obr. 4.

™)

(£ 7]

Obr. 5, Obr. 6.

133




na priamke, .

b) Ak sa priamky pretinaji na priamke (obr. 5), siéty ich bodov legia
na priamke, prechddzajicej ich prieseénikom 4. Ak priamky a, b splyvajt
(obr. 6) a neprechiddzaji bodom O, potom sty st na Stvrtej harmonicke;j
priamke k spojnici podiatku O a priesednika 4 priamok a=b s priamkou u,
vzhladom na priamky a = b a 4.

Pozndmka. Vety odseku 2 a 3 mo#no dokézat aj inym spésobom. Stdet,

sactu v euklidovskom Priestore. Prisluing dokazy. stasi potom urobit pre
euklidovsky priestor a vysledky zovieobecnit pre projektivny priestor.

Doslo 25. 2. 1954,
Katedra matematiky Slovenskej vysokej
Skoly technickej v Bratislave
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O CYMMAX TOYEK HABY X ﬁszmwzbOOEOOHmS
TATAHA MEIEHKOBA
Broiso o

B n-mepuom npocérrasmoy ipocrpancrae "3agano cnoxerme TOYEK ¥ BBIBECHbl yCJIOBHA
AR TOTO, YTOGHL CYyMMEI TOYEK By X: FHNEePIIOCKOCTel IPHAA e I’ OHO T THIIEPISIOCKOCTH.

UBER DIE SUMMEN DER PUNKTE
ZWEIER HYPEREBENEN

TATIANA MEDEKOVA
Z usammenfassung
Im n-dimensionalen projektiven Raume ist eine Addition der Punkte bestimmt. Man

untersucht die Bedingungen, unter welchen die Summe der Punkte zweier Hyperebenen

wieder in einer Hyperebene liegen.
) t
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