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0 TOTALNE NEKOMUTATIVNYCH POLOGRUPACH

STEFAN SCHWARZ a DOROTA KRAJNAKOVA, Bratislava

Pologrupou nazyvame nepridzdnu mnoZinu elementov S, medzi ktorymi je
definované asociativne nasobenie.
Nech je a € 8. Ak v postupnosti

2
a, a?, a3, .

existuje len konedény podet réznych elementov, hovorime, %e element a je
kone&ného radu. Ak kazdy element pologrupy S je koneéného radu, nazyvame
pologrupu periodickou. V takej pologrupe existuje ku kazdému a € S také
¢islo o = p(a), Ze a® = e, kde e je idempotentom.

Strukttra takychto pologrip je opisand v praci [2]. Tu zhrnieme iba nie-
ktoré poznatky, ktoré budeme v dalSom potrebovat. .

Nech E = {e, | x € A} je mnoZina vietkych idempotentov € §. Ak a¢ = ¢,,
hovorime, #e element a patri k idempotentu e,. MnoZinu vietkych elementov
patriacich k idempotentu e, oznadime znakom K,. Pologrupa § da sa potom
pisat ako silet disjunktnych mno#in § = >, K,. Ku kazdému e, existuje

. e o i s oA
jedind maximalna grupa G, ktord mé e, za jednotkovy element. Zrejme je

Q.€ K,. Pre kaidé a € K, je ae, = e,a. Dalej je K,e, = ¢, K, = G,. Tie a len
tie elementy a € K, ktoré spliiuji rovnicu ae, = ¢,0 = @, patria do G, .

Ak 8 je komutativna pologrupa, je ka#dé K, pologrupou. Ak § nie je komuta-
tivne, nemusi byt ka#d¢ K, pologrupou (pozri [2] priklad na strane 10),
Existuju viak aj také typy nekomutativnych pologrip, v ktorych st vietky K,
pologrupy. Ttto vlastnost maji napr. tzv. totalne nekomutativne periodické
pologrupy zavedené v praci {2] (pozri [2], veta 5).

TUlohou tejto price je vySetrovat Struktiru takychto pologrip.

I

Definicia. Nech S je periodickd pologrupa, kiord md aspori dva idempotenty.
Budeme hovorit, %e S je totdlne nekomutativna, ak pre kaZdé dva 1dempotenty
e, =F ¢; plati e ep =+ €z¢,. '

Takéato pologrupa nemdze mat zrejme nulovy ani obojstranny jednotkovy ele-
ment. Tahko sa dokaZe, e centrum takejto pologrupy je prazdne.

02

Stgin dvoch idempotentov nemusi byt idempotentom. Nasledujica lemma
hovori niedo o pripade, ak to ndhodou nastane.

Lemma 1. Nech 8 je totdlne nekomutativna periodickd, pologrupa. N ech
e, Fea nech e,e; = €p; %QSS ege, = €.

Dokaz. Z rovnosti e.e; = €; Vyplyva ;6,65 = €, dalej ege L6, = €gas b j-
(£4€0)? = €480- Teda je aj ez¢, idempotentom. Polozme eze, = ¢,. Potom plati:

€,6, = (€3€) €x = €38 = €

€, = €, (€3€a) = (eatp) €= ¢,.

Zo vztahu e e, = €€, vyplyva vzhladom na totalnu nekumutativnost e, = €,,
& b.t. d.

Veta 1. Nech J je lubovolny obojstranny idedl totdlne nekomutativnej periodic-
kej pologrupy S. Potom J obsahuje vdetky idempotenty z S.

Dokaz. Nepriamo. Ak § = J, neméme %o dokazovat. Predpokladajme, Ze
8 — J je = 0 a obsahuje idempotent e. KedZe J je samo periodickou polo-
grupou, obsahuje J aspoii jeden idempotent. Oznadme ho e,. Potom je
ee, € eJ £J. Element ee, nemusf byt idempotentom. Existuje viak také o
Ye (ee,)® je nejaky idempotent e;. Zrejme je e, €J a ¢y == e. Zo vztahu (ee,)? =
= ey Vyplyva eep=¢;. Podla lemmy 1 je teda ee =e. Z toho vyplyva ¢=
= ege €JeESJ, o je Vv rozpore s predpokladom ¢ € 8§ — J.

Poznimka. Predpoklad, Ze J je obojstranny idedl, je podstatny. Ak by
sme predpokladali, Ze J je napr. iba pravy ideal, veta nie je pravdiva, ako
ukazuje nasledujici priklad. ,

Priklad 1. Nech 8 = {a,, a,, a3} 8 touto- multiplikadnou tabulkou:

ay Gy O

| Ay G Qg

ay| @y Ay Qs

az| az 03 Ug

Pologrupa § je zrejme totalne nekomutativna, lebo aya; == a,a,. Mnozina
{a,} je pravy idedl, neobsahuje viak vietky idempotenty.

Prv, ne% péjdeme dalej, pripomenieme si: Ak nejaké pologrupa mé mini-
mélny obojstranny idedl, mé ho len jeden. Periodickd pologrupa nemusi mat
viak minimalny obojstranny idedl. To ukazuje nasledujuci priklad.

Priklad 2. Nech S je mnoZina prirodzenych &isel § = {1, 2, 3, wsubh
v ktorej je ndsobenie definované vzfahom a®b = max (a, b). Této pologrupa
je. periodickd, lebo kazdy element je sdm idempotentom. Mnozina J, =
={mn+1l,n+2 ...}]je (obojstrannym) idedlom z S a takto dostaneme
vietky idedly. KedZe J; 2,232 ... je zrejmé, ¥e neexistuje minimdlny
(obojstranny) ideal.
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Ukézeme, e okolnost vyloZzend v priklade 2 nemdZe nastat u totdlne ne-
komutativnych periodickych pologrup.

Nech © je systém vietkych obojstrannych idedlov z S. Systém © je ne-
prazdny, lebo obsahuje aspori S. Prenik N vietkych mnoZin systému & je
neprazdny, lebo podla vety 1 obsahuje mnoZinu E vietkych idempotentov z S.
Mno#ina N je zrejme minimalnym obojstrannym idedlom z §. Dokézali sme:

Veta 2. Totdlne nekomutativna periodickd pologrupa md minimdlny oboj-
stranny idedl. : .

Nech je ¢, € E. KedZe ¢, € N, obsahuje N aj maximélnu grupu @G, patriacu
k e,. Teda stidet vietkych maximdlnych grup lezi v N. Tento <%m_m%ow MOZno
podstatne spresnit. UkdZeme najprv, Ze Se, je minimalny Tavy idedl z S.
Nech L je Tubovolny lavy idedl z S, pre ktory plati L < 8e,. KedZe L je perio-
dické pologrupa, ma L idempotent e, ktory sa da pisat v tvare e = ue,, u € §
Teda ee, = ue,e, = e. Na zdklade lemmy 1 je potom e,e = ¢,. Huumeoﬁ .

LC 8e, = Se,eC8e, LE L,

t. j. L = Se,. Mnozina Se, nemd Ziadny vlastny podidedl z 8, t. j. Se, je
minimdlny Tavy ideal z S. Podobne sa dokdZe, Ze e, S je minimilny wnw<%
idesl z S. Je zname, e v pologrupe, ktord mé minimélny pravy a minimalny
Iavy ideil, je minimélny obojstranny idedl siétom disjunktnych izomorfnych
grip. PretoZe vetky maximélne grupy lezia v N, vyplyva odtial:

Veta 3. Viethy maximdlne grupy totdlne nekomutativnej periodickej pologrupy
.%N navzdjom izomorfné. Ich mmofinovy sulet je minimdalnym obojstrannym
idedlom N pologrupy S.

Poznamka. Mohla by vzniknit domnienka, e i vietky maximalne polo-
grupy K, st navzajom izomorfné. To nemusi byt pravda, ako ukazuje pri-
klad 1. Tam st maximélne pologrupy K, = {a,, @y}, K, = {a,}; maximalne
grupy si G, = {a,}, Gy = {a,}. Pologrupy K,, K, nie st zrejme izomorfné.

II

V tomto odseku budeme Studovat maximélne obojstranné ideily polo-
grupy S. i

Idesl J C 8 nazyvame maximalnym, ak J &S, ale neexistuje idedl J,
ktory spliiuje vztah J S J; E 8. B

Periodickéd pologrupa nemusi maf vobec Ziadny maximalny obojstranny
ideal. To ukazuje tento priklad.

Priklad 3. Nech § je mnozina vietkych prirodzenych &isel S={1,2
3, ...}, v ktorej definujeme ndsobenie vztahom @ O b = min (a, b). Esommsmﬂ
J,={1, 2, 3, ... n} je zrejme obojstrannym idedlom z S a takto dosta-
neme kazdy obojstranny ideal nasej pologrupy. Ked?e J,CJ,CJ,C ..., je zrej-
mé, e neexistuje Ziadny maximélny obojstranny ideal z S.
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Na druhej strane mbze mat pologrupa i nekoneéne mnoho maximélnych
(obojstrannych) idedlov. To ukazuje tento priklad.
Priklad 4. Nech S je mnoZina dvojic redlnych ¢isel

S = {(a, a), (¢, 0)| 0 <a <1}

a nech nasobenie je definované vztahom (z, y) . (u,v) = (,0). Tdempotentami
tejto pologrupy st vietky dvojice (a, 0), 0 =@ < 1. Je zrejmé totdlne ne-
komutativna, lebo pre kaidé dva idempotenty e,, ¢; €S plati €,e; = &4-
Minimalnym obojstrannym ideslom je mnozina N = {(a, 0)|0<a =<1}
Maximalne pologrupy si K, = {(a; a), (a,0)}. Kazdd mno#ina J, =8 —
— {(a,a)}, a=0,je zrejme maximalny onou.megszwv ideal. Je ich nekonedne
mnoho.

Kedykolvek budeme v dalSom hovorit o maximalnom idedli, budeme

samozrejme predpokladat, Ze S mé maximalny ideal.

Lemma 2. Nech S je periodickd totdine nekomutativna pologrupa. Nech J je
Iubovolny mazimdlny obojstrannyj idedl z S. Potom S2EJ.

Dokaz. (Pozri analogicky Wallace—Koch [1], Theorem 2.) Polozme
4 — 8 — J. Ukazme najprv, Ze SAS cJ. Keby to tak nebolo, musel by
existovat element a tak, Ze SaS n A = @. Pretoze SaS je obojstranny idedl,
je ajSal +J obojstranny idedl a kedZe je vadsi ako maximalny, je nevyhnutne
SaS 4+ J = 8. PretoZe a € S nelesi v J, je a€8aS. To znamend: existuji
gisla x, y € S tak, Ze a = zay. Z toho vyplyva, Ze pre kazdé celé n je a = x"ay™.
Aviak y*s vhodne volenym n je idempotent y* = e. Kedze je podla vety 1
e€d, je a= zray’ = x'ae€ zaJ S J. To je spor s volbou elementu a. Teda
je SaS & J. -

7 toho vyplyva ihned: S2cJ. Je totiz 82 = S(4 +J) S = SAS 4 8SJS &
cJ + J = J. DokéZeme teraz S:C J. Predpokladajme S2.G.J. Kedze 82 je
obojstranny idedl, je aj S24J obojstranny idedl, ale kede je vads ako
maximalny idedl J, je 82 4-J =§8. Z toho dostdvame S*= 83 +JSE
cJ + J =J.To je v rozpore 8 predpokladom $* n%u,\ . Lemma 2 je dokdzané.

Poznémka. Pri dokaze lemmy 2 sme pouzili iba podmienku E & J, takze
lemma 2 plati pre kazdua periodicki pologrupu a kazdy maximalny idedl
obsahujiei vietky idempotenty.

Nech 8 je pologrupa, pre ktort platf S2E S. Nech je a € § — §2 Potom je
zrejmé, 7o S — {a} je maximalny ideal z 8. Vo vieobecnosti mdZu, pravda,
existovat aj maximdlne idealy, ktoré nedostaneme takymto sposobom. Ak
viak S je totdlne nekomutativna periodicks pologrupa, vyplyva z lemmy 2,
e kazdy maximéalny idedl obsahuje S2. Ak ku & pridame Tubovolni podmno-
3inu z S — &2, dostaneme zrejme opif obojstranny ide4l. Aby sme dostali
maximalny idedl, treba pridat vietky elementy s vynimkou jednoho jediného.

Teda
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Veta 4. Neck S je totdlne nekomutattvna periodickd pologrupa, pre kiord
plati 82 S S. Potom kaZdy mazimdlny obojstranny idedl md tvar J,= 8 — {a }»
kde a je vhodne voleny prvok z 8§ — S2.

V daliom sa budeme zaoberat pripadom 8§ = 82

Veta 5. Nech 8 je totdlne nekomutativna periodickd pologrupa, pre ktord
platt 8 = 8% Potom .

a) bud je S = N (t.j. 8 je jednoduchd pologrupa),

b) alebo 8 — N = @ a sicasne 8 nemd vébec Fiadny mazimdlny obojstranny
idedl (t. j. Ziadna rastica postupnost vlastnijch idedlov z 8 nemdte mat posledny
élen). .

Dékaz. Predpokladajme, Ze je N # S. Keby existoval aspoli jeden maxi-
malny idedl J, bolo by NEJ C S, J =% 8. Podlalemmy 2 by v&ak bolo S2EJ,
t. j. 8§ = J, ¢o je v rozpore s predpokladom.

Pre konetné pologrupy plati:

Veta 6. Nech S je konelnd totdlne nekomutativna pologrupa. Potom S = 8
plati vtedy a len vtedy, ak S je jednoduchd pologrupa (1. j. ak S=Nj.

Dékaz. ) Ak § je jednoduché, neméze platit 8 — 82 == fJ, lebo S% by bolo
vlastnym podidedlom z §. Teda je § = NES

B) Ak 8 nie je H.mmbomcor%“ je NCS, N == 8. Kedie S je koneéna, existuje
nevyhnutne taky maximalny idedl J, %e plati NcJcCS, J =+ 8. Podla
lemmy 2 je S*SJ, teda Sz 8, &b t.d.

7 vety 4 a 5 vyplyva tieZ tento dosledok:

Dosledok: Nech S je totdlne nekomutativna periodickd pologrupa, Etord nie
je jednoduchd. Potom nuind a postabujiica podmienka, aby nemala Zadny
maximdlny idedl, je splnenie podmienky S = Sz

Poznamka. Nech 8 = 82, § je periodickd a S = N. Potom mo%no lahko
podat konstrukeiu nekoneéného rasticeho refazca idealov spominaného vo
vete 5, tvrdenie b. .

Poznamenajme najprv: Ak § = 8% S 5= N, potom pre ziadne a € § — N
nemdze platit a € SaS. Keby totiZ pre nejaké a € S — N platilo a € SaS,
existovali by dva také elementy z, y € S, Ze a = 2ay. Potom by bolo tieZ pre
ka?dé n = 1 a = x'ay*. KedZe pre vhodne volené n = 1 je yr==¢e€N,
mali by sme @ = z*ae € x'aN E N, do je v rozpore 8 predpokladom. Specislne
nemdie teda platit pre Ziadne a € S vztah SaS = S.

Poznamenajme dalej: Ku kaZdému a € S existuje také b€ S, %e a € 8bS.
Keby totiz pre kazdé x € 8 platilo a non € Sz, platilo by tieZ a non € S(>x)8 =

y ) . , zeS
= 83 = 8, %o dava zrejmy rozpor.

Zvolme teraz Tubovolny element a € S — N a néjdime také a, €8, aby
platilo a € § a,S. KedZe NE 8a,S a Sa,S obsahuje element a nelefiaci v N,
je iste N %= Sa,8. Zvolme dalej a, tak, aby platilo o, € Sa,S. Potom je Sa;S &
€ Sa,8 a kedie a, neleii v Sa,9, je NC8a,8C8a,S, pricom na Ziadnom
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mieste neplati znamienko rovnosti. Opakovanim tohto postupu dostavame
retazec N C S8a,8 C8a,SC...C 8 SC... 7 konstrukcie je zrejmé, Ze
vzhladom na vzfah SbS = S nemdieme takto po konednom podte krokov
vyderpaf celid pologrupu S.

7 vety 6 vyplyva:

Veta 7. Nech S je koneind lotdlne nekomutativna pologrupa. Nech N je jej
minimdlny obojstramny idedl. Potom existuje také celé Cislo m, e 82=N.

Dékaz. UvaZujme o tejto postupnosti idedlov z 8

, §28:282...28'2... (1)

Kazdy z tychto idedlov obsahuje v sebe N a N je obojstranny idedl z S
Kazdd z pologrip S* mé nejaky minimalny obojstranny ideil N, . Zrejme je
N,E N.Podla vety 1 obsahuje N, v sebe vietky idempotenty, t. j. mnoZinu E.
Teda mi N, v:sebe aj sudet vietkych grap >@,. Pretoje NEN,. Teda N je

minimélnym obojstrannym idedlom kaZdej @meowomﬂmw S+, Postupnost (1) md
viak iba konetny podet réznych Elenov, teda od istého indexu m zadinajic
je Sr = 8itt= 8= ... Specidlne je S* = 8%, t. j. 8= (8?2 Podla
vety 6 je §* =N, &. b. t. d.

Na zaver tohto odseku ukdZeme na priklade, Ze okolnost spominani vo
vete 5b moze skutodne nastab.

Priklad 5. UvaZujme o nekonednej postupnosti réznych elementov
{0, ay, @, - .- }. Zostrojme komutativnu pologrupu 7' vytvoreni tymito ele-
mentami, v ktorej 0 je nulovym elementom a v ktorej platia tieto reldcie
a2 =0, af = a;, (pre 1 = 2).

Je zrejmé, Ze kaidy element pologrupy 7' rdzny od nuly sa da pisat ako
stein. konedného podtu elementov v tvare a; @, -- - %> kde bez ujmy na
vieobecnosti mdeme predpokiadat 1 i <ip< ... <i, & nzl Pre
daliie Gely poznamenajme, Ze z definiénych relécii vyplyvaji tieto vlastnosti
pologrupy T': a) Ak 0 = k<i(@=123,...), plati a2 = a; 4; b) a? =0
prei =1,2,...;¢) Pologrupa T ma jediny idempotent 0 a kazdy element beT
je nilpotentny, t. j. ku kardému b € T existuje prirodzené gislo o = o(b), Ze
be — 0; d) Kaidy element z T d4 sa pisat v tvare sudinu dvoch inych, t. j-
T — T2; e) Ak @; = 0, neobsahuje obojstranny idedl a,T' element a;.

Dokéseme teraz, e pologrupa T nemé Ziaden maximdlny (obojstranny)
ide4l. Dokaz vykondme nepriamo. Predpokladajme, %e M je maximélny idedl
z T'. Potom existuje asponi jeden taky element b = a;, ... a, (L 1, < 1y, <
< . < g, n =z 1), Ze beT — M. Uvaujme o ideali M + {b} + bT. Tento
ideal je vitsl nei M, teda sa rovnéd T. Dokazeme viak, Ze vatah T = M+
+ {b} + bT nie je mo?ny. Na to staci dokézat, Ze element a;,+; neleZi v sudte
M + {b} + bT. Najprv dokaseme, Ze @+, neleil v M. Zo vztahu a;,+. € M by
vyplyvalo szi.ﬂ @i, € M, teda (kedie M je idedl) a; ai, . . . Gip = be M, do
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je v rozpore s predpokladom. Dalej je zrejme b == Gipr1. Nakoniec, keby bolo
Qipt1 € @Su t. u Qi +1 € @y e Q@.:S C Q\;Su bolo —uvu @w A&m=+wvm € D..zﬂ._. t. u a;, €a;, Q,_u
%o nie je pravda.

Uvaiujme dalej o pologrupe E = {¢;, €}, V ktorej je nisobenie definované
vztahomee, = ¢, (3, k = 1, 2). ’

Zostrojme nakoniec pologrupu S = T % E, t. j. mnozinu dvojic (b, e;),
beT, e € E s nasobenim (b, €) (¢, g = (bc )

S je zrejme pologrupa, majtca prave dva idempotenty, totiZ (0, ), (0, ey).

Je totilne nekomutativna a plati 8% = 8. Kaidy obojstranny idedl tejto
pologrupy je tvaruJ = {(a, e)) U (b, &) | a, b€ M}, kde M jeidedl pologrupy T
a naopak kazdd takdto mnoZina je obojstranny idedl z S. Kedze T nems
maximalny idedl, nemi ani S Zadny maximélny obojstranny idedl. NaZa
pologrupa § spliiuje predpoklady vety 5b. Pritom je N = (0,e) U (0, &)
a 8§ — N je skutodne neprazdne.

11T

V tomto poslednom odseku dokaZeme este dve vety o preniku vSetkych
maximalnych idedlov z S. Prvé z nich je désledkom viet 4 a 5.

Veta 8. Nech S je periodickd totdine nekomatativna pologrupa. Nech S nie je
jednoduchd. Nech I je prenik vietkych maximdlnych idedlov z 8. Potom MM = S2.

Dokaz. a) Ak S = S vyplyva z vety 5, e § nems vobec Ziadny maximalny
ide4l; preto v tomto pripade nemame %o dokazovat.

b) Ak S — 8% == @, vieme z vety 4, #e vietky maximdlne idedly si tvaru
J, =8 — {a}, a €8 — 82 Teda je

M= nJ,= n {8 — {a}} =8 - é. b, t. d.
aeS—482 aeS—S82
Poznémka. Analégia vety 8 pre lavé ide4ly nie je pravdivéa. To znamend:
Ak oznadime za predpokladov vety 8 znakom ¥ prenik vietkych maximalnych
Tavych idedlov z S, w.o,noB nemusi platit 2 = 8% To ukazuje nasledujtei
priklad (dudlny k prikladu 1). Nech § = {a;, &, a,} je pologrupa s touto
multiplikagnou tabulkou (pozri hore):

@y Qg Qg

a,| @y ay @3
Qg !t Qg Oy Ug

g | Gy A A3

Existuji dva maximalne lavé idealy. Su to {a;, @2}, {@,, a,}. Pritom plati: .

= {a, %} N {ay,05} = {ay} &+ 82 = {ag, a3}
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Veta analogickd k vete 8 sa déd dokdzat iba vtedy, ak o maximélnych
lavych idedloch urobime dalsi obmedzujtci predpokiad. To bude obsahom
vety 9. Najprv dokdZeme tito lemmu, ktors je podobnd lemme 2.

Lemma 3. Nech 8 je periodickd pologrupa. Nech E je mno¥ina véetkich idempo-
tentov 2 8. Nech L je taky mazimdlny lavy idedl, pre kiory je ESE L. Potom
§2€ L.

Dokaz. Najprv ukiZeme, ze S(S — L)E L. Predpokladajme, e to tak nie
je. Potom existuje taky element a € § — L, %e Sa n (S — L) == @. PretoZe Sa
je lavy idedl, ktory nie je cely obsaZeny v maximélnom lavom idedli L, je
nevybnutné Sa + L = S. Teda je ¢ € Sa. Z toho vyplyva, Ze existuje také z,
%e a — xa. Teda pre kazdé celé n je a = x"a. Pre vhodné n je z* = ¢, kde e
je idempotent. Zo vztahu ¢ = ea vyplyva a € ESE L. To je v rozpore s pred-
pokladom a € § — L. Teda je

82— S{L 4+ (8 — L)} =SL+ 88 ~L)SL+ L=1I,

t.j. S2€ L, 8. b. t.d.

Veta 9. Nech S je periodickd totdlne nekomutativna pologrupa. Nech S nie je
jednoduchd pologrupa. Nech E je mmoina vietkjch idempotentov z §. Nech £
je prenik vdetkgch takijch mazimdlnych Lavijch idedlov z 8, z ktorgch kaZdy
obsakuje E. Potom 82 = &. :

Dokaz. Nech L je maximélny idedl, pre ktory je EES L. Z toho vzfahu
vyplyva SECSL, t. j. SES L. Mnozina SE se di pisat ako sidet SE =

= > (Se,). Pri dokaze vety 3 sme videli, e ka#d4 z mnoZin Se, je minimalnym
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Tavym idedlom a ich stdet sa rovnd N. Teda SE = N. MnoZina N sa viak
zéroven, rovnd stdtu vietkych miniméalnych pravych idedlov z 8, t.j. ES =
— N. Preto je ES = SE a teda ESCL. Kazdy z maximalnych Tavych idea-
lov L spliiuje teda predpoklady lemmy 3. Preto je 82C . Kedze predpoklada-
me existenciu aspoii jedného maximalneho Tavého idedlu, je £S S, teda S —
— 824 ¢. Nech jea€8S —82al,=8— {a}. Mno#ina L, je maximilnym
Tavym ide alom z S. KedZe a nie je idempotentom, je E € L,. Preto je E =

— 'n L,CS:. Teda $2S8E n LS8t j.8=8 &b.t.d.
aeS—St aeS—S?
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O BIOJHE HEKOMMYTATUBHBIX MOJVIPVIIIIAX

MTEDAH MBAPI] I TOPOTA KPANHAKOBA

BuBoan

[TeproaTdecKas MOTYTPYINa HABHBALTCH BIOTIS HEKOMMYTATHBHOM, €CIA OHA CONSPIRAT
Gonee ONEOBO HASMITOTERTA H eCITH U JHOGHX JIBY X MACMIIOTEHTOS éq == ¢g AMOET MECTO
e e3 == egéa - ‘ “ .

B panemeiimenm S 0603HagaeT Beerjia BIONHe HeHOMMYTATHBHYI Tomyrpynmny # E muo-
JKECTBO BCEX HIEMHOTeHTOB € S.

B CTATHEe UOKABLIBAITICH CEMyOMHUe TeOPeMsl: -

1. § cOEeprRUT BCera MERAMANLEEI JBYCTOPOHHMII Hteall N ¥ MMeeT MeCTO COOTHOIIEHHS
ECN. :

9. Ecam & woHedHAs TONYTPYMIIA, TO CYMIeCTBYeT HATypanbiuoe quene n = I Tawoe,
qro $# = N. ’

3. Ecna S? &S, To a) mepecedenmeM BCeX MAKCHMATLHLIX" ABYCTODOHHEX H[EAJIOB A3 S
ABIAETCH MHOMKecTBO S2, 6) MHOMKeCTBO S2 ABIACTCS TOXe MepecedenreM Beex MaKCAMab-
HEIX TeBHIX HIeaJoB cofeprammx E.

4 Fonm S% — S, 70 a) W § = N (3mawmr § mpocTan nomyrpymna), 6) wm § — N = g
7 S HewMeeT HUKAKWH MAKCHMATbHBIE ABycTOPOHEHI mear. (Bo3MOKHOCTE 3TOT0 BTOPOTO
cydad IOKaszaHa Ba npuvepe.)

ON TOTALLY ZOZ-OOESGH>HH<H SEMIGROUPS

By STEFAN SCHWARZ and DOROTA KRAJNAKOVA

Summary

A torsion semigroup containing atleast two idempotents is called totally non-commuta-
tive if for every couple of idempotents e, = €3 W& have eze3 % €3e4. )

Tn the following S denotes always a totally non-commutative semigroup and E the
set of all idempotents €8. ] - : )

The following results are proved: E

1. S contains & minifnal two-sided ideal N and E C N holds. :

9. If S is finite, then there is an integer n = 1 such that S22 = N holds.

3. If §2 %= S, then a) the mdﬁnwgﬁob of all maximal two-sided ideals of S is the set S?,
b) the set S? is at the same time the intersection of all maximal left ideals containing E.

4. If S2 = S, then a) either S = N (hence S is a simple semigroup), byor § — N 5= 8
and S does not contain maximal two-sided ideals. (The possibility of this second case is
proved by an example.) : .
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