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: Z TEORIE KONECNYCH GRAFOV
S LINEARNYM FAKTOROM I

ANTON KOTZ 1G, Bratislava

Uvod

Specialnu triedu grafov (v celej praci pod grafom budeme vidy rozumiet
kone&ny graf) tvoria grafy, v ktorych existuji jinedrne faktory (podgrafu L
grafu G sa hovori linedrny faktor, alebo tie# faktor prvého stuptia, ak L obsa-
huje vietky uzly z G a Tubovolny uzol grafu @ je incidentny prave s jednou
hranou grafu L). Problematike linedrnych faktorov grafu venovalo sa v litera-
ttre nemalo pozornosti. To presvedivo hovori o déleZitosti postavenia, ktoré
této problematika v teérii grafov zaujima. Pozornost sa sustredila najmé na
otazku existencie linearneho faktora v pravidelnom grafe (graf sa nazyva
pravidelnym grafom n-tého stuptia, ak kazdy jeho uzol je incidentny prave
s n hranami grafu).

Priamo z definicie linedrneho faktora vyplyva, Ze pravidelny graf prvého
stuptia obsahuje linearny faktor (linedrnym faktorom je tu graf sam). Velmi
jednoduchou sa problematika javi v pravidelnom grafe druhého stuptia. Je
zndme, Ze v pravidelnom grafe druhého stuptia existuje linedrny faktor prave
vtedy, ked kaZda z jeho komponent (komponentou je tu vidy kruZnica) obsa-
huje parny podet hran (resp. uzlov). Délezitu vetu pre pravidelné grafy tretieho
stupita odvodil Petersen v [1], ktory dokazal, Ze v takom Tubovolnom pravi-
delnom grafe tretieho stupha, ktory neobsahuje most (pod mostom rozumie sa
hrana, ktord nepatri do #iadnej kruZnice grafu), existuje linesrny faktor.
4 Nutnd a postadujacu podmienku pre existenciu linedrneho faktora v pravidel-
" nom grafe tretieho stupna (neobmedzujic sa pritom len na grafy bez mostov,
| ako je to u Petersena) odvodil som v svojej praci [2], kde som dokazal toto:
v Tubovolnom pravidelnom grafe tretieho stupiia G existuje linedrny faktor
prave vtedy, ked v G existuje taky Listingov systém otvorenych tahov, Ze
kazdy jeho tah obsahuje prave tri hrany a v dalgej praci [3] som dokagzal, Ze
v ﬁnm@@%& vete mo#no dokonca slové ,,prave tri hrany* nahradit slovami
,,neparny podet hran (systém © otvorenych tahov grafu G nazyvame Listingo-
vym systémom, ak kazds hrana grafu G je hranou prave jednoho tahu € ©
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a podet fahov systému ginf polovicu z podtu tych uzlov grafu, ktoré st uzlami
neparneho stupiia v grafe (; je zname, Ze v kazdom pravidelnom grafe nepar--
neho stupiia existuje Listingov systém otvorenych tahov).

Poznatky o pravidelnych grafoch vy&sieho stupiia, pokial ide o ich linearne-
faktory, st zatial velmi skromné. O pravidelnom grafe neparneho stupiia-
je napr. zndme este toto: ak v istom pravidelnom grafe neparneho stupna G
existuje linearny faktor L a & obsahuje most, potom L obsahuje véetky mosty
grafu G (pozri Konig [4], str. 195). O linedrnych faktoroch v pravidelnych
grafoch parneho stupiia (vy&ieho ne% druhého) sa nevie takmer nié. V praci [5]
som dokdzal, Ze pre Tubovolné prirodzené n > 3 existuje svisly pravidelny
graf n-tého stuptia (dokonca rodu nula — ako z konStrukcie tam opfsane]
vyplyva) s pirnym poctom uzlov, ktory neobsahuje Ziadny most a neexistuje:
v fiom linedrny faktor.

Trochu indé sa viak veci maji, pokial ide o §pecidlne pravidelné grafy.
Je napr. znadme (pozri Konig [4], str. 171), #e Iubovolny pirny pravidelny
graf n-tého stupha dé sa rozlozit na n linedrnych faktorov (pirny graf je graf,
ktory neobsahuje kruZnicu s nepirnym podtom hrdn). Alebo je zndme, Ze:
Iubovolny kompletny graf s parnym poétom uzlov dé sa rozloZit na linedrne:
faktory (kompletny graf je graf, v ktorom Iubovolné dva uzly si spojené prave-
jednou hranou). Istym skromnym prispevkom v uvaZovanom smere moézu
byt aj poznatky o §pecialnych grafoch tvrtého stuptia (o tzv. ¢-grafoch),
ktoré som odvodil v praci [6]. To st v hrubych obrysoch znime poznatky:
o linedrnych faktoroch v pravidelnych grafoch.

Ot4zku existencie linedrneho faktora vo véeobecnejsich grafoch (bez toho,
e by sa obmedzoval len na pravidelné grafy, ba dokonca na grafy kone&né)
ckimal Kaluza v [7]. Kaluza kondtruuje zlozitejsie grafy z grafov jednoduch-
&ich, vychadzajtc z grafu Gy — ktory je cestou s neparnym podtom hran —.
pomocou dvoch operdcii: (A) napojenim novej parnej cesty na uzol grafu;
(B) spojenim’ dvoch uzlov grafu novou neparnou cestou. Pod parnou, resp..
nepdrnou cestou rozumie cestu s pérnym, resp. neparnym podtom hrén;
napojenie cesty C na uzol u istého grafu G; (aby tak vznikol isty graf G;.;)
ponima tak, Ze jeden koncovy uzol cesty C (ktord nemd s grafom G; Ziadny
prvok spoloény) splynie s uzlom w; spojenie uzlov % == vgrafu @; novou cestou C”
chipe tak, Ze jeden koncovy uzol cesty C’ splynie s uzlom u, druhy splynie:
s uzlom v. Dokazuje toto: v lubovoInom grafe @ existiuje linedrny faktor prave-
vtedy, ked graf G moZno z istej nepérnej cesty Gy skonitruovat pomocou.
operacii (A), (B), pripadnym ich opakovanim. VyuZitie tohto Kaluzovho
kriteria pre existenciu linedrneho faktora je stazené najmi tam, kde sa ne-
méseme obmedzit iba na grafy s malym poétom uzlov (napr. v triede vietkych.
pravidelnych grafov istého daného stuptia). Pritom zostéva, pravda, eSte’
mnoho délezitych otdzok otvorenych. :

V nafiej préci zameriame sa predovietkym na skimanie zékladnych spolod-
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nych vlastnosti Gplne vieobecnych grafov, ktoré splhajé tato jedind pod-
mienku: existuje v nich linedrny faktor. Napriek tomu, Ze sa nezameriavame
na hladanie &wasoazoww?? Tahiie pouZitelnych kritérii pre postidenie otdzky
existencie linedrneho faktora v grafe, dafame, 7e prispejeme tymto k riefeniu
niektorych uz uvedenych otvorenych otdzok. K tomu nés pobada aj skutotnost,

e prave v nazpadenom smere tedria grafov dasto aj v zékladnych otézkach
vykazuje cely rad medzier.

1. Jadro grafu, x-kruZnice a x-cesty

Prv ne¥ prikrodime k odvodeniu zikladnych pojmov, o ktoré sa chceme pri
skimani grafov s linedrnym faktorom opierat, pripomenieme si formou po-
moenych viet niektoré — pre dalSie skimanie uritodné — poznatky.

Lemma 1. Lubovolnd komponenia grafu s linedrnym faktorom obsahuje pdrny
podet uzlov.

Lemma 2. V lubovolnom grafe G existuje linedrny faktor prdve viedy, Led
existuje linedrny faktor v katdej jeho komponente. Ak G md komponenty Gy,
Gy, ..., Gaa Lyije lubovolny linedrny faktor komponenty G Ee{l, 2 ... n}),
potom kompozicia L=1L X Lyx ... x L, je linedrnym faktorom grafu G.7)
Nech L je tubovolng linedrny faktor grafu G a Ly podgraf komponenty G;, po-
zostdvajici 2 tych prokov a len z tych prokov z L, ktoré patria do G;, potom L,
je linedrnym faktorom grafu G;.

Lemma 3. Nech graf G, je podgrafom istého grafu Gy, prifom Gq obsahuje
véetky ualy z Gy Lubovolny linedrny faktor grafu G, je tieZ linedrnym faktorom
grafu Gy.

Dékaz lemmy 1, 2, 3 je velmi Jahky, jeho vykonanie prenechavam preto
gitatelovi. .

Prikroéme teraz k definicii pre dalsie sktmanie déleZitych pojmov.

Nech @ je Tubovolny graf, v ktorom existuje linedrny faktor L. Kru#nici K
grafu @ budeme hovorit alternujica kruZnica (alebo tieZ skratene «-kruinica)
vzhladom na L, ak Iubovolny uzol z K je incidentny prave s jednou takou
hranou z K, ktord patri do L. Ceste C grafu G budeme hovorit alternujtica
cesta (alebo tieZ skratene x-costa) vzhladom na L, ak kazdy uzol cesty C je
incidentny prave s jednou hranou cesty C, patriacou do L.

Poznamka 1. Pojem «-kruZnice vzhladom na linedrny faktor grafu pre
&pecidlne pripady grafov (pravidelné grafy tretieho stupiia) zaviedol vlastne

1) Nech Gy, Gps ---» @, st podgrafy istého grafu G. Pod kompoziciou Gy grafov Gy,
G,, .- -» Gy (pisané Go = Gy X Gy X+« X Gn) rozumieme podgraf grafu &, ktory obsahuje
préave tie hrany €@, ktoré sa vyskytuju v nepérnom potte komponovanych grafov Gy,
@,, ..., G, & okrem toho u¥ len tie uzly €@, ktord s s takymito hranami incidentné.
Kompozicia mbie byt, pravda, aj nulovym grafom.
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us Petersen v [1] (pouZiva preii nazov Wechselpolygon); a-cesta v nasom
pojati je novym pojmom v teérii grafov. Nézov alternujici pochadza z toho, Ze
«-kruznica, resp. x-cesta ma tito vlastnost: v postupnosti opisujtice] sled hran
v takejto kruZnici, resp. cesty striedaji sa hrany patriace do L a nepatriace
do L.

Priklad. Na obr. 1 je znazorneny graf, ktory obsahuje linearny faktor.
Uzly grafu st zndzornené malymi kraZkami, hrany giarami, ktoré tieto krizky
spojujt. Pritom hrany linedrneho faktora st znézornené silnejsimi diarami.
Cesta C = uy, g, Us, Pas, Uss hge, Ug j© zrejme x-cestou vzhladom na L
a kruznica obsahujica hrany hyy, hos, fsqs ks j& o-kruznicou vzhladom na L.

Uy hys g

uzy

Obr. 1.

Poznamka 2. Graf s linedrnym faktorom nemusi obsahovat kruZnicu a tym
menej x-kruZnicu. Existuji tiez grafy s linedrnym faktorom obsahujtce
krugnicu, v ktoryeh neexistuje Ziadna «-kruznica. Takyto graf je znizorneny
na obr. 2. Naproti tomu plati: v kazdom grafe s linedrnym faktorom L existuje
asponi jedna a-cesta. Napriklad jedna hrana z L spolu s uzlami, ktoré spojuje,
tvori x-cestu.

Platia tieto vety:

Veta 1. Nech G je lubovolny graf a nech Ly &= Ly st Tubovolné dva linedrne
faktory grafu G, potom Tubovolnd kruinica 2 kompozicie Ly X Ly je alternujica
aj vehladom na Ly aj vehladom na L.

Dokaz. Nech u je Iubovolny uzol grafu G. Z definicie linearneho faktora
vyplyva, Ze uzol % je incidentny prave s jednou hranou z L, (oznadme ju hy)
a prave s jednou hranou z L, (oznadme ju hy). Ak je h, = h,, potom h; =k,
_ nie je hranou komporzicie Ly X L (pretoZe sa vyskytuje v pArnom pocte kompo-
novanych grafov). Potom vsak uzol u nie je incidentny ani s jednou hranou
kompozicie Ly X Lg 2 nepatri teda do Ly X L,. Ak je hy = hy, potom Ly X L,
obsahuje aj hranu h, aj hranu hy aj uzol u, ktory je uzlom druhého stupha
v. grafe L, X Ly. Ak teda uzol % je uzlom kompozicie L, X L,, potom je
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incidentny préve s jednou hranou kompozicie patriacou do L, a prave s jednou
hranou patriacou do L,. To plati o lubovolnom uzle kompozicie. Preto kompo-
zicia L, X Ly je pravidelnym grafom druhého stuptia, kazdé jej komponenta
je kruznica, ktoré je a-kruZnicou aj vzhladom na L, aj vzhladom na L, éo
bolo treba dokazat.

Veta 2. Nech G je lubovolny graf obsahujici linedrny faktor Ly a nech H,
je mnoZing hrdn linedrneho faktora L. Neck K je Tubovolnd x-krutnica v G
alternujiica vzhladom na L,. Oznaéme znakom H;,resp. (Hj;) mnoZinu hrdn z K
patriacich (resp. nepatriacich) do Hy. Plati: mmo¥ina hrdn H,, kde H,=H, —
— H{ % Hj, je mmoSinow hrdn istého linedrneho faktora L, (Ly % Ly) grofu q-

Dékaz. Nech u je Tubovolny uzol z G. Nech b, je té hrana z H, s ktorou je
incidentny uzol ». Je bud k, € H, — H;, alebo je by € H;. V prvom pripade je
tiez h, € H,, v druhom pripade uzol % je uzlom kru¥nice K a okrem hrany ha
je incidentny efte s jednou inou hranou kru¥nice K (oznadme ju hs), ktord
patri do H,. Pretose h, nepatri do Hy — H, + Hyajehy € H,;h€Hya Ziadna
in4 hrana incidentné s uzlom nepatri do H,, je nutne uzol « incidentny prave
s jednou hranou z H,. Lubovolny uzol z G je incidentny prave s jednou hranou
7 H,, teda H, je mnoZinou hrén istého linearneho faktora L,. Pretoze Hy, Hy st
neprazdne mnoZiny, je Hy =+ Hp a teda tier L; 3= L,. Dokaz je vykonany.

Vetu 2 mo#no formulovat aj takto: Kompozicia L, = K X L, Tubovolnej
kruznice K, ktord je alternujica vzhladom na linedrny faktor Ly grafu G
s linedrnym faktorom L, je linedrny faktor grafu G.

Poznamka 3. Vysledky z vety 1 a 2 maju tento zaujimavy désledok:
zmenou zatriedenia hran v istych x-kruzniciach vzhladom na pevne zvoleny
faktor L, (namiesto hrén z «-kruznice patriacich do L, zaradime do H; tie
hrany z «-kruZnice, ktoré nepatria do Ly 2 okrem toho do H; zaradime uZ Jen
tie hrany z L, ktoré nepatria do uvafovanyeh x-kruinic) moino skon §truovat
mno¥inu hran Tubovolného linedrneho faktora L;. Aby vznikol z linedrneho
faktora L, linedrny faktor L, treba urobit opisani zmenu v kru¥niciach a len
v kruniciach kompozicie Ly X L;.

Veta 3. Nech G je Tubovolny graf a nech Lq, L, sti lubovolné dva linedrne faktory
grafu G. Nech wa (resp. mﬁ ) je mnoZina tijch hrdn z G, Ktoré st hranou aspott
jednej kruimice alternujticej vzhladom na L, (resp. vzhladom ma L,). Plati:

as N

H, = H,.
Dékaz. Ak by obe mnoziny N/E H, boli prazdne, alebo ak by bolo H,=
=1 , & 0, netreba. ni¢ dokazovat. Predpokladajme oproti tvrdeniu vety, Ze

existuje hrana & € %/E ktors nepatri do H,-

Nech K je lubovolna x-krugnica vzhladom na L, obsahujica hranu h.
Nech L, = K X L. Podla vety 2 je L, linedrny faktor grafu @ a plati: hranak
je bud hranou z L, & nepatri do L,, alebo je hranou z L, a nepatri do L,.
Preto bud kompozicia L, X L, (prvy pripad), alebo kompozicia L, X Ly (druhy
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pripad) obsahuje hranu %. Pretore Iubovolné kruZnica z kompozicii L, X L,;
L, x L, je kruinicou alternujicou vzhladom na L, & prave jedna z tychto
krusnic obsahuje hranu %, existuje kruznica K’ obsahujtca hranu h, ktord je
x-krusnicou vzhladom na L,; &ize h patri do H 5. To je spor s predpokiadom.
Podobne dostaneme sa do sporu, ak predpokladéme, Ze existuje hrana bell b
ktora nepatri do o .- Preto je i .= i »» Go bolo treba dokazaf.

Priamym désledkom vety 3 je tato veta:

Veta 4. MnoZina a tyjch hrdn grafu G, ktoré si hranou aspoti jednej a-kruZnice
vzhladom na isty linedrny faktor grafu G, nie je odvisld od volby linedrneho fak-
tora. _

Dokaz je zrejmy. . : .

Definicia. Podgraf grafu G (obsahujdceho aspot, jeden linedrny faktor ), ktory
pozostdva prdve z tjch hrdn, ktoré sit' hranow aspoii jednej a-krusnice v G a z uzlov
s tymito hranami incidentnych, budeme nazivat jadrom grafu G. J adro grafu G
budeme oznatoval znakom @ Ak o istom grafe (s linedrnym faktorom) G plati:
G = m, t. j. ak graf @ je sdm sebe jadrom, budeme sa tieZ vyjadrovat tak, Ze graf G
je jadro. - .

Jadrom grafu moéZe byt aj nulovy graf (priklad: graf znézorneny na
obrazku 2 mé nulové jadro). ) .

Dohovor. Graf, ktory vznikne z grafu @ (obsahujiceho linedrny faktor)
odstrénenim vSetkych tych jeho hrén, ktoré nepatria do Ziadneho linedrneho
faktora grafu G, budeme oznadovat znakom G .

Plati tato veta:

Veta 5. Mnofina véetkych hrin € mv ktoré patria do komponent grafu m,
obsahujicich iba po jednej hrane, je prdve mnotinou vietkyjch hrdn grafu G, kioré
patria do kaZdého linedrneho jaktora grafu G. Tie Lomponenty grafu G, ktoré
obsahuji viac ne jednu hramw (pritom kaZdd komponenia grafu e obsahuje
aspofi jednu hranu ), tvoria prdve komponenty jadra 2

Doékaz. Nech L j ma&%<o?% linearny faktor grafu @ a nech A, je hrana, ktoré
je jedinou hranou istej Woﬁwvosozn% grafu . Nech u, je uhol incidentny s hra-
nou k. Uzol u, je incidentny prave s jednou hranou z L a pretoZe Ziadna hrana
incidentné s u, a ind neZ h, nepatri do L, musi k, patrit do L. Teda h, patri
do kazdého linedrneho faktora grafu G. Plati tieZ hrana h; nepatri do Q.

Nech k, je hrana, patriaca do takej komponenty grafu Qo. ktors obsahuje
viac ne# jednu hranu. Potom hrana ky je incidentnd aspon s jednym uzlom
(oznaéme ho u,), ktory je vyssieho nez prvého stupfia a existuje hrana hy ina
ne¥ hy, ktora je incidentnd s uzlom u,. Priamo z definicie grafu el vyplyva, Ze
existuje linedrny faktor L,, resp. L; grafu @ obsahujuci hranu h,, resp. hranu A;.

Kompozicia L, X L, podla vety 1 patri celd do jadra @ a pretoZe kompo-
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zicia L, X L, obsahuje nutne aj hranu h, aj hranu hy,, plati: hrana h, patri do

jadra G. :

7 uvedeného vyplyvaji ihned vietky tvrdenia vety:

7 definicie grafu G a z vety 5 vyplyva této veta: ‘ . .

Veta 6. Dubovolny linedrny faktor grafu G je tied linedrnym faktorom grafu G
. obrdtene: Tubovolny linedrny fakior grafu G je linedrnym faktorom grafu G.
Ak jadro @ je nenulovy graf, potom v G existuje linedrny \&&\Q/ﬁ a kaZdému aﬁa&wu
nemu faktoru z G e.&%oe%& { s.s\&gwoeﬁeﬁ ) linedrny faktor v G a naopak. J 9&35

nenulového jadra ) je jadro mw dize: G= @

Dékaz. Veta je dosledkom vety 5. ,

Iny dbsledok vety 5 mo¥no formulovat takto: Tubovolnd w\mﬁ_@ h grafu @
.obsahujiiceho aspoti jeden linedrny faktor je bud hranou jadra G, alebo nepatri
do #iadneho linearneho faktora grafu @, alebo patri do kazdého linedrnelio
faktora grafu G a tieto tri pripady sa vzajomne vyluéuja.

\

Obr, 2. . Obr. 3.

Priklad. Na obrézku 3 je znézorneny graf @, v ktorom existuje linedrny
faktor (hrany linedrneho faktora sd znézornené silnejsimi Garami). Hrana b,
je hranou kaZdého linesrneho falctora v G (Gitatel sa lahko presveddi, Ze v zZné.-
zornenom grafe existuji dva rozne linedrne faktory); hrany m\mu h, nepatria

do #iadneho linedrneho faktora v G ostatné hrany patria do G.

Veta 7. Nech G je Tubovolni graf, v ktorom existuje linedrny faktor Ly a nech
. == v st lubovolny dva uzly z G. Plait: o-cesta vzhladom na Tubovolny linedrny
faktor L; graju G, ktord spojuje uzly w, v, existuje prdve viedy, ked existuje
s-cesta vzhladom na linedrny foktor Ly, ktord spojuje uzly u, v.

Dokaz. (A) Nech v & existuje «x-cesta O vzhladom na L, ktora spojuje
uzly %, v. Utvorme z grafu G graf G tak, Ze uzly , v spojime novou — V @ sa
nevyskytujicou — hranou %'. Cesta C spolu s E@s\o/ﬁ 3 tvori v grafe G
x-krusnicu vzhladom na L. Teda &' je hranou jadra G'. .

Pretoze graf G' mé tie isté uzly ako graf G a graf G je podgrafom grafu G,
Tubovolny linedrny faktor L, grafu G je tioZ linedrnym faktorom grafu G'.
Podla vety 3 a 4 existuje v grafe G’ a-kruznica K; vzhladom na lubovolny
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linerdny faktor L; obsahujica hranu h’. Ak zruifme v kruinici K; hranu 4’,
dostaneme tak cestu C; alternujticu vzhladom na L;, ktora spojuje uzly w, v
a pritom cesta C; je podgrafom grafu @. Teda ak v grafe G existuje x-cesta
vzhladom na I, spojujica uzly w, v, potom existuje v G cesta C; spojujuca
uzly u, v alternajica vzhladom na Iubovolny linedrny faktor L; grafu G.

(B) Nech v grafe @ neexistuje taks cesta spojujica uzly «, v, ktord by bola
a-cestou vzhladom na I,, potom nemoZe existovat ani x-cesta vzhladom na
L; — kde L, je Tubovolny pevne zvoleny linedrny faktor grafu G —, ktord
spojuje uzly u, v, lebo z existencie takejto cesty by podla &asti (A) dokazu
vyplyvala existencia cesty C, alternujicej vzhladom na L, spojujicej uzly
u, v, ¢o je proti predpokladu. :

Preto x-cesta vzhladom na Iubovolny linedrny faktor L; grafu G, ktoré spo-

juje uzly u, v, existuje prave vtedy, ked existuje takdto x-cesta vzhladom na
L, ; %o bolo treba dokizat.

2. Relicia Q a relicia 4 v mnoZine uzlov grafu

Prvé poznatky, ktoré sme ziskali v ivahich predchédzajicej asti umoziiuji
nam definovat dalsie ddleité pojmy a zoznamit sa s ich zdkladnymi vlast-
nostami. : : .

Nech G je Iubovolny graf, v ktorom existuje lineirny faktor. Definujme si
v mnozine uzlov grafu G reliciu 2 takto: uzly u, v si v reldcii Q (pisané uf2v)
prave vtedy, ked u = v, alebo ked existuje v G taks cesta spojujiica uzly u, v,
ktorej kazd4 hrana je hranou aspoii jednoho linedrneho faktora grafu G.
Definujme si dalej reldciu 4 takto: uzly u, v st v relcii 4 (pisané uAv) prave
vtedy, ked neexistuje v @ také «-cesta (vzhladom na Tubovolny linedrny
faktor — pozri vetu 7), ktord by spojovala uzly u, ». Plat{ tdto veta:

Veta 8. Nech @ je lubovolng graf, v ktorom existuje linedrny fakior. Reldcia Q
v mnoZine uzlov grafu @ je reldciou ekvivalencie.

Dékaz. Veta vyplyva priamo z vety 5.

Dohovor. Rozklad mnofiny U, uzlov grafu G (obsahujiceho linedrny
faktor) na triedy uzlov, ktoré st v reldcii £, budeme oznadovat znakom U3.

Veta 9. Neck G je lubovolng graf, v ktorom existuje linedrny faktor a nech G
je graf, ktory venikne z G odstrdnenim vdetkyjch hrdn, kioré mepairia do Ziadneho
linedrneho faktora grafu Q. Platt ﬂm = U% je rozklad mnofiny uzlov 3@?%
na mno¥iny uzlov jednotlivych jeho komponent.

Dékaz. Veta je dosledkom vety 5 a vety 6.

Lemma 4. Nech G je Lubovolng graf s linedrnym faktorom. Cubovolnd trieda
rozkladu U2 mnoZiny jeho uzlov obsakuje pdrny polet uzlov.

Doékaz. Lemma je désledkom lemmy 1 a vety 5, 6.

Veta 10. Nech G je lubovolny graf, obsahujici aspoti jeden linedrny faktor,
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Ltory md nenulové jadro. N ech b je Lubovolnd hrana 2 @ a nech h spojuje gwmwn\f ,
w,. Platl: u,Qu,, t.§. uzly ty, Uy patria do tej istej triedy U, rozkladu <Q< ¢=
={U;, Uy, ..., U,} a neplati uy Au,. Ak v je lubovolny Swm uzol z G, Ze plati
u, A v; uy A v, potom plati u, A v pre viethy uzly u, 2 mmnofiny U;.

Dokaz. Podla vety 6 existuje taky linedrny faktor L grafu @, ktory obsa-
huje hranu k. Cesta C' = u, h, u, je takou cestou m@oH.E.ﬁ.no: uzly %, %,
ktorej jediné hrana je hranou linedrneho faktora v G. Preto je u,Qu,. Cesta C
je viak tieZ «-cestou vzhladom na L, preto neplati u,Adu,.

Nech v je Tubovolny taky uzol z G, o ktorom plati v, u,Av. >W by
o triede U, platilo U; = {u;,u, }, netreba uZ ni¢ dokazovat. Predpokladajme,
Ye okrem uzlov u,, U, obsahuje U, eSte dalsie uzly. .

Nech L’ je lubovolny taky linedrny faktor grafu G, ktory neobsahuje hranu %-
Pretoe k patri do \mw, existuje «-kruznica K’ vzhladom na I’, ktora obsahuje
hranu k. Ak v kru’nici K’ zrudime hranu h, dostaneme tak zrejme cestu
¢’ spojujicu uzly u;, %,, ktor4 je x-cestou vzhladom na L.

1. Tvrdim: nech C' = uy, by, %3, - - - ug, je lubovolnd x-cesta vzhladom
na L', ktord spojuje uzol u; =% 8 uzlom uj, = u,, potom plati u, &= v pre
vietky x € {1, 2, ..., 2n}.

Daékaz tvrdenia. Pretote podla predpokladu existuje x-cesta C’ <NEP\@05
na L’, ktord spojuje =NH.% Uy, Uy & je uAv, udv, je nutne wy = Uy F em Ugy =
H..:M 4+ v. Lubovolny uzol %, 2 ¢’ rozdeluje cestu €’ na dve mmmmamvma.ﬁ omwa%w
na cestu C}, ktora spojuje uzol u s uzlom u; a na cestu C;, ktor4 spojuje uzol Yy
s uzlom uj,. Prave jedna z ciest ¢, C; je a-cestou vzhladom na L’ a pretoze

mé platif sGéasne u Av, uj,Av, je nutne u, == v pre vietky x €{2,3, ..., 2n—1 b
tize je uj = v pre vietky u, €0,
II. Tvrdim: nech C' = wi, hig, %5 « - > Rpu12ss uj, je IubovoInd x-cesta

vzhladom na L/, ktord spojuje uzol uj = u, 8 uzlom u;, = u,, potom plati
vAw, pre vietky z € {1, 2, ..., 2n}.

Dékaz tvrdenia. Predpokladajme naopak, Ze existuje x-cesta C" vzhladom
na L', ktor4 spojuje uzol v 8 istym uzlom u, z C’ & nech C" = vy, 2> V2s « -
Vo (kde v, = ¥, Vo = u,; hrana g; ;4 € C" spojuje ﬁsow v; 8 ﬁiomb v;44)- Podla
predo#lého je v; = v =+ u, pre vietky y € 1,2, ..., 2n} O\Nc@oswm NSPWMVB w
najmensie dsloz {1,2, ..., 2m}, 0 ktorom plati v, € C" .@m&i do C ..Hua.@no.xm C
je a-cesta vzhladom na L', patria do L’ z hran € (" tieto a len e_maw WHQS%W
Gr2> Jagr -+ +> Jom—tom: Plati nutne z = 0 (mod 2), t. j. E.mﬁm MNIH..Nm C ‘wam\\oﬂ
do L . Hrana g,-1,, nepatri do €’ a pretoZe uzol v, = %, je incidentny 654.@
s jednou hranou z L', ktors patri do a-cesty ', nembie w.am.n@ w«d{ Hx.yeﬁ.m
do L (ind¢ by uzol uf bol incidentny s dvoma hranami z L', ¢o me je
- mozné). : . o \

Uzol %, rozdeluje cestu C' na dve cesty C,, C;, z ktorych prvé spojuje uzol wu;
s uzlom u; , druh4 uzol u; s uzlom u},. Prave jedna z tychto ciest je a-cestou
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vzhladom na L. Oznaéme znakom Cj tito bast cesty C": Cg = vy, G120, Va» - >
V15 G120 v,.

Pretoze cesty C., Cy, ani cesty C;, Cg nemajt spolotné hrany a hrana g, , .
nepatri do L', bud prvky ciest ¢, C tvoria x-cestu vzhladom na L', ktora
spojuje uzol v s uzlom wu;, alebo prvky ciest C;, Cy tvoria x-cestu vzhladom
na L', ktora spojuje uzol v s uzlom u,,.To je vak spor, lebo sme predpokladali,
ze plati stdasne vAu; = u; vAu,, = u,. Preto nemdie existovat wx-cesta
vzhladom na I/, ktord by spojovala uzol u;, € (" s uzlom v a je teda vAu;
pre vietky z € {1, 2, ..., 20}, ¢o bolo treba dokazat.

IIL. Z tvrdeni I a IT ako aj zo skutodnosti, Ze hrana jadra je hranou aspon
jednej o-kruinice vzhladom na pevne zvoleny linedrny faktor, vyplyva ihned

toto: nech & € & spojuje uzly u,, u, a nech X je TubovoIn4 x-kruznica vzhladom
na isty linedrny faktor L; ak o istom uzle v € @ plati v,Av; u,Av, potom plati
u,Av pre Tubovolny uzol u, € K.

Dokondime teraz dokaz vety. Ak plati U; = {u,, u,}, netreba uZ ni¢ do-
kazovat. Predpokladajme, Ze u, je lubovolny taky uzol, ktory je rézny od
a rozny od wu, a patri do U;. Plati teda u,Qu,, t. j. existuje cesta €0 = wy,
RS o, wy, Y5, oo Wy, ktora spojuje uzol w, = u, s uzlom w, = u, taka, Ze
ka?d4 jej brana je hranou aspon jednoho linedrneho faktora v G. Cesta C°
nemdse obsahovat takd hranu, ktord by bola hranou ka¥dého linedrneho
faktora v G, lebo potom by dva uzly cesty incidentné s touto hranou tvorili
triedu U; € U§ a to je spor s predpokladom, Ze vietky uzly z C° patria do
ei@@%\/Qt ktord mé viac ne dva uzly. Preto vietky hrany z C° patria do
jadra @ a pretoZe st hranami jednej a tej istej cesty, patria vietky do tej iste]

P i

komponenty jadra G.

Nech L je lubovoIny linedrny faktor v @, ktory obsahuje hranu  spojujicu
uzly u,, u,. Oznadme znakom K, Iubovolni x-kruznicu vzhladom na L, ktord
obsahuje hranu h{,. KruZnica K, obsahuje nutne hranu k, lebo K, obsahuje
uzol u, = w, a lubovolny uzol x-kruZnice je incidentny prave s jednou hranou
2 kru¥nice, ktora patri do L (touto hranou v nasom pripade je zrejme hrana
h € L). Podla vysiie uvedeného vietky uzly z K, s v relicii 4 s uzlom v.
Nech w,, je ten uzol z chw,\moa\\ patri do K; a o ktorom plati: bud je y, =1,
alebo pre vietky y > y; uzol w, € C° nepatri do K. PretoZe je m,€K,,
teda w, patri do K;, je nutne y, = 2. Ak by bolo y, = r, sme.s dokazom

hotovi. Predpokladajme, Ze je g; < r. Hrana RS, i1 € C° nepatri do L, lebo

L : S i :
hrana z L incidentna s uzlom w,, patri do K, a hrana A, ,,,, nepatri do K.

Pretoze hrana %9, , ., je hranou jadra @“ existuje kruZnica K,, ktord obsahuje
hranu A9, .4, a ktord je a-kruZnicou vzhladom na L.Kruznica K, mé s kruz-
nicou K, spoloénd ti hranu z L (oznaéme ju gy o), ktord je incidentn4 s uzlom w,.
Oba uzly, s ktorymi je incidentnd hrana g, s podla predoslého — pretoie
patria do K, — v reldcii 4 s uzlom v. Potom viak aj vietky uzly z K, st
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v relacii /4 s uzlom v. Oznadme znakom w,, ten uzol z K, patriaci do C° o kto-
rom plati: bud je ¥, =7, alebo vietky w, € C°, kde y > ¥», s mimo kruz-
nice K,. Je zrejme y, = 41 + 1. Ak je y, =7, sme s dékazom hotovi; v opac-
nom pripade existuje kruznica K, obsahujica hranu A, ., .1 (ktord nepatri
do L), ktord je ~-kruznicou vzhladom na I a ma s kruZnicou K, spolodnt
hranu g, 5 € L. Z toho vyplyva, ze vietky uzly z K, st v reléeii 4 s uzlom v.
Po konetnom podte takychto krokov néjdeme kruznicu K, takt, ktorad je
«-kruznicou vzhladom na L, obsahuje uzol wy, = w, = U, 3 vietky jej uzly
st v reldcii A s uzlom v. Teda uzol u, je v relécii A s uzlom v. Pretoie u, bol
Iubovolny uzol z U, je nutne u, Av pre vietky uzly u, € U,, ¢o balo treba
dokézat. Dokaz vety je tym vykonany.

Veta 11. Nech G je lubovolny graf, v ktorom existuje linedrny faktor L a nech U§
je rozklad mnoZiny U, uzlov grafu G na triedy uzlov, kloré si v reldcii Q. Plati
v Tubovolnej triede U, € TE je reldcia A reldciou ekvivalencie.

Doékaz. Z definicie relicie A priamo vyplyva, Ze relicia 4 je reflexivna
a symetrickd. V mnozine U, € Ug, ktorad obsahuje prave dva uzly, je preto
reldcia A zrejme relaciou ekvivalencie. Treba dokazat, Ze reldcia 4 je tranzi-
tivna v takej triede U, € U%, ktors obsahuje viac ne# dva uvzly. Nech u, v, w
st také tri rozne uzly z ‘U, € Ug, o ktorych plati uAv, vAw. Predpokladajme
proti tvrdeniu vety, ¥e uzly w, w nie su v relécii 4, t. j., %e existuje cesta
C =y, byys Uy Pags o Bon125> Uzn spojujica uzol u; = u 8 uzlom w,, = W,
ktors je x-cestou vzhladom na T. Potom hrany a len hrany fy, 2, € C (kde
x=1,2, ..., n) patria do L. Podla tvrdenia I a II z dokazu predoslej vety
plati v == u,, vdu,, pre vietky y =1, 2, ..., 9n. Pretoze hrana h; , patri do L

a hrana h;, nemoie byt hranou kaZdého linearneho faktora v @, je nutne
A

u,Qu, a hrana kb, je hranou jadra G. Potom viak podla vety 10 plati vAu,
pre vietky uzly € U;, za predpokladu, ze je uy, u € U; (Us € U2) a ie
uzly u,, 4, si spojené hranou z mww %o v nagom pripade je splnené. Cize uzol v
je relaeii A so vietkymi ostatnymi uzlami z U,. Nech kg je té hrana z L, ktora
je incidentnd s uzlom v a nech f == v je druhy uzol, s ktorym je incidentna
hrana . Je nutne v<2t, ¢ize ¢ patri do U, a podla predosiého je vAt. To je spor,
pretoZe cesta pozostdvajica z uzla v, hrany k, € L a uzla t je x-cestou vzhladom
na L, ktord spojuje uzol v s uzlom ¢ a je teda v non At. Predpoklad, Ze ne-
plati uAw viedol ku sporu. Je preto udw a relacia A je tranzitivna v Tubovolnej
mnosine U, € US. Relicia A je reldciou ekvivalencie v Iubovolnej mnozine
U, € Ug. Dokaz je vykonany.

Pretoze relacia A je relaciou ekvivalencie v lubovolne] triede U; rozkladu Ug,
‘mo#no ka#dd z tried z U§ rozloZit jednoznaéne este na triedy ‘(podtriedy)
uzlov, ktoré st aj v relécii 2 aj v relacii A. Rozklad mnoziny U uzlov grafu G
na triedy uzlov, ktoré sa aj v relacii Q aj v reldcii A, budeme oznadovat zna-
kom U¥%. Je zrejmé, Ze rozklad UZ je zjemnenim rozkladu U2. Kazdé trieda
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z U% obsahuje uzly najmenej z dvoch tried rozkladu U¥%, pretoze Tubovolnd
trieda z Ug obsahuje najmenej dva uzly (pozri vetu 9) a Iubovolny uzol nie
je v relacii A aspoii s jednym uzlom tej iste] triedy rozkladu Ug.

Veta 12. Nech G je lubovolny graf, v kiorom existuje linedrny faktor a v kiorom
rozklad U@ obsahuje aspoti dve triedy wzlov. Nech uy, v, st lubovolné dva uzly
patriace do réznych tried z Ug; e U0 eU; U, Uj€ US. Nech L je Tubo-
volng linedrny faktor grafu G. Oznalme znakom uy (resp. v,) ten uzol z G, kiory
je spojeny s uzlom w; (resp. v ) hranou z L. Ak existuji cesty C,, C,, ktoré st
&-cestami vehladom na L a cesta Cy spojuje uzly uy, v, a cesta C, spojuje uzly sy, Uy,
potom existuje w-cesta vehladom na L spojujica uzly u,, v, a existuje tieZ x-cesta
vzhladom na L, ktord spojuje uzly sy, v;.

Doékaz. Nech O, (resp. Cs) je a-cesta vzhladom na L spojujica uzly u;, vy
(resp. uzly u,, v,). Hrana z L spojujica uzly w,, u, (oznacme ju go) a tieZ
hrana z L spojujica uzly ,, v, (oznaéme ju k) patri zrejme aj do cesty C,
aj do cesty C,. Cesty (i, ¢, musia mat okrem hrén g,, hy & uzlov uy, Uy, 01, Uy
este daldie spoloéné prvky, lebo v opagnom pripade by hrany a uzly oboch
tychto ciest tvorili a-kruZnicu vzhTadom na L a to je spor s predpokladom, Ze
uzly u,, v, patria do réznych tried z Ug.

Dalej: keby cesty C;, C, mali okrem uvedenych prvkov spoloéné uZ len
isté uzly, potom kazdy takyto uzol bol by incidentny s jednou hranou z C;
patriacou do L a s jednou hranou z C, patriacou do L, a to nie je mo#né, lebo L
je linedrny faktor. Teda cesty C,, C, maji okrem hran go, ko spoloént aspon
eSte jednu hranu.

Oznaéme znakom G, podgraf grafu G, ktory pozostiva z prvkov a len
z prvkov ciest C;, Cy. Graf F je zrejme stvisly, neobsahuje ¥iadny uzol prvého
stupiia a neobsahuje Ziadny uzol vy&ieho stupiia neZ tretieho. Keby totiZ
niektory z uzlov bol vyssieho stupiia ne? tretieho, znamenalo by to, Ze dve
a dve hrany s nim incidentné by patrili do C;, resp.do Cpa takyto uzol by bol
incidentny s dvoma hranamiz L, pretoze Cy, C, st podla predpokladu «-cestami
vzhladom na L. To viak je spor, lebo L je linerdrny faktor. Graf G, obsa-
huje uzly najviac tretieho stupiia.

Oznatme znakom H} (resp. HF, resp. H3) mnozinu tych hrén grafu Gy,
ktoré patria len do cesty C (resp. len do cesty C,, resp. do oboch ciest). Nech w
je Tubovolny uzol grafu @, nepatriaci do {u;, %g, 1, v,}. Plati toto: ak w je
uzlom druhého stupha v grafe G,, potom obe hrany z Gy s nim incidentné
patria do tej istej mnoZiny z mnozin HY, HE, H}; ak uzol w je tretieho stupfia
v @, potom kaZdé z hran s nim incidentnych patri do inej z mnoZin i, HE, H3,
pretoZe prave jedna z tychto troch hrin patr aj do C, aj do C,, prive jedna
patri len do C; a préve jedna len do C,. Oznadéme znakmi gy, 1, -- -5 Loz
uzly cesty C; v poradf, v akom cez ne prechadzame vychddzajic z uzla z, = %
a kontiac v uzle z,,,; = v, (plati potom =, = Uy} Ty, = U,) & 0znAtmeE znakmi
Yo» Yi» - - -» Yamer Uzly cesty ¢, v poradi, v akom cez ne prechidzame vy-
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chadzajtc z uzla y, = %, 3 kondiac v uzle ¥4 = ¥, (plati zrejme gy, = u,;
Yo = 1). Nech z, (presp. z,) je ten uzol cesty Cy, ktory je spoloény obom
cestdém a mé z takyehto uzlov z; € O, najmensie (resp. najvidsie) poradové
gslo a nech y, (resp. y,) je ten uzol cesty C,, ktory je spolodny obom cestdm
a mé z takychto uzlov y, € C, najmengie (resp. najvidsie) poradové d&islo.

1. Tvrdim: ak je x, = y,, alebo ak je x, = y,, potom v grafe G existuje
~-cesta vzhladom na L spojujica uzly u,, v, 2 tie¥ x-cesta vzhladom na L
spojujica uzly u,, v;. DokdZme to. Nech je z, = y,. V uzle x, =y, mozno
cestu C, rozdelit na dve Ziastoéné cesty Cy1, Cp,, pricom cesta C,,, spojuje
uzol @, = u, s uzlom z,, cesta Ci, spojuje uzol z, s uzlom ;. Podobne v uzle
x, = Y, Moino rozdelit cestu C, na dve tiastodné cesty Cy;, Uy, (2 uzla u, do
uzla y, a z uzla y, do uzla vy). Plati: ani hrana z C, ,, ani hrana z C, ;, s ktorou
je uzol z, =y, incidentny, nepatri do L; do L patri t& hrana incidentna
suzlom x, = ¥,, ktord je spolo&na cestam Cy, C,. Teda cesta C, 5 (resp. cesta Cy )
je «-cestou vzhladom na L, ktoréd spojuje uzol z, =y, s uzlom v, (resp.
s uzlom ©,). Potom viak prvky ciest Ciy, Cy, (vesp. prvky ciest Co1, Cip)
tvoria nutne x-cestu vzhladom na L, ktord spojuje uzol u; s uzlom v, (resp.
uzol u, s uzlom v;); cesty s pozadovanymi vlastnostami existujd, ak je x, = y,.
Podobne sa dokaze, Ze takéto cesty existujd, ak je z, = ¥,-

Ak by platila aspori jedna z rovnic ¥, = ¥,; £, = Y,, SIE 8 dékazom - vety
hotovi. Predpokladajme, e plati siéasne x, & ¥.; %, =+ y,. Nech U je mno-
#ina tych uzlov grafu Gy, ktoré si v G, uzlami tretieho stupiia. SkonStruujme
graf @ takto: uzlami grafu G st uzly mnoZiny €U, dva uzly z U st spojené
hranou v grafe G prave vtedy, ked v grafe G, existuje takd cesta spojujica
tieto dva uzly, ktorej vietky hrany patria do tej istej mnoziny Hj (¢ € {1, 2,
3}) a okrem toho nech existuji u? len tieto dve hrany: hrana spojujiica uzol z,
s uzlom y, a hrana spojujtca uzol z, s uzlom v, (je zrejmé, Ze uzly z,, T,, ¥,> Ys
patria do mnoziny U). Teda existuje prosté zobrazenie @ mnoZiny takych
ciest v grafe Gy, ktoré spojuju dva uzly treticho stupna z Gy & ktorych vnitorny
uzol nepatri do U, na mno#inu hrén grafu G'; in4é povedané: graf G je pravidelny
graf tretieho stupia, ktory je homeomorfny s grafom G,.

II. Tvrdim: vzorom Iubovolnej hrany z G v zobrazeni g je cesta grafu Gy,
ktoré obsahuje nepirny podet hran. Obrazy ciest v G, spojujicich dva uzly
z U, ktorych vetky hrany patria do H3, tvoria mnoZinu hran istého linedrneho
faktora L grafu G. Dokéime platnost uvedenych tvrden{. Nech h je Tubovolnd
hrana z @, ktord je obrazom cesty Cy z grafu @, obsahujtcej hrany z Hj.
Hrana % (resp. cesta C,) nech spojuje uzly w, v € U. T4 hrana z Cy, ktord je
incidentns s koncovym uzlom, patri nutne do L. Keby totiz niektord z hrén
cesty C, incidentnych s uzlom u, 7 nepatrila do L, potom by patrili do L
aj hrana z C, nepatriaca do C,, aj brana z C, nepatriaca do C,, ktord je inci-
dentné s uzlom w, resp. s uzlom v, &o nie je mo#né. To viak znamend, pretoZe
hrany patriace do L a nepatriace do L sa v ceste O, striedaju, e cesta G, ktora
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je vzorom hrany h v zobrazeni @, obsahuje neparny pocet hran. Lubovolnd

cesta z G, spojujtica dva uzly z U obsahujiica len hrany mnoZiny H3 obsahuje

neparny podet hrn. Podobne je to s cestami grafu G, ktoré spojuju dva uzly
2 U a obsahuju len hrany z H} (resp. len hrany z HF). Takéto cesty zadinaji
a konéia hranou nepatriacou do L, lebo hrana z @, patriaca do L a incidentna
s uzlom muoziny U patri podla predoglého do mnoziny H3 a pretoze sa v nich
taktie? hrany nepatriace a patriace do I striedaju. Teda vetky vzory hran
grafu @ v zobrazeni @ st cestami grafu @, s neparnym podtom hrén. PretoZe
kazdy uzol z U je incidentny v G, prave s jednou hranou z Hj — teda je
koncovym uzlom prave jednej takej cesty spojujlcej dva uzly mnoziny U,
ktorej vsetky hrany patia do H3 — kazdy uzol z U je v grafe G incidentny
prave s jednou takou hranou, ktora je obrazom cesty z @, obsahujicej len
hrany mnoziny Hj. MnoZiny vietkych takychto hrdn v grafe G' je mnozinou
hrén istého lineirneho faktora L grafu G. Teda graf G je savisly pravidelny
graf tretieho stupha, v ktorom existuje linedrny faktor L.

III. Tvrdim: graf G obsahuje aspoi jeden most h* a most h* je hranou
kazdého linearneho faktora grafu @. Dokaz tvrdenia: Tubovolny most fubo-
volného grafu obsahujiceho linedrny faktor je bud hranon kazdého linedrneho
faktora grafu, alebo nie je hranou #iadneho linearneho faktora tohoto grafu
(v opagnom pripade by bol most hranou jadra, o podla definicie jadra nie je
mo#né). Dokazme najpry toto: ak graf @ obsahuje most h*, potom A* je hranou
kazdého linedrneho faktora grafu G.Nech h* spojuje uzly u, 7 a nech cesta C,
je vzorom hrany A* v zobrazeni . Uzly w, 0 st uzlami aj cesty C; aj cesty Cs.
Cesta C, je jedinou cestou grafu G, spojujicou uzly w, v. Cesta C, je preto
Siastodnou cestou aj cesty C; aj cesty Cy, &iZe: vietky hrany z C, patria do H3.
To viak znamens podla IL., Ze h* patri do L a patri tiez do kaZd¢ho linedrneho
faktora grafu G. Ak preto existuje v grafe @ most, patri tento most do kaZdého
linearneho faktora grafu G. DokéZeme napokon, Ze v grafe @ existuje most.

Je zndma tato veta: nech G je Tubovolny koneény stvisly pravidelny graf
tretieho stuptia, ktory neobsahuje most, potom v grafe G existuje linedrny
faktor L a lubovolna hrana z G je hranou aspoii jednej x-kruZnice vzhladom
na L (pozri [8]). Ak by teda ‘graf G boovmmww“&y most, potom podla uvedenej

vety ka#d4 hrana z G by bola hranou jadra G. PretoZe graf @ je homeomorfny
s grafom G, a vzorom kazdej.hrany z G jo cesta v Gy, ktord obsahuje neparny
podet hran, odpovedé a-kruznici z grafu @ kru¥nica, ktord je x-kruZnicou
v grafe G,. To vyplyva z tejto uvahy: cesty grafu Gy, ktoré si v zobrazeni ¢
vzorom hran z L, zadinajt a kondia hranou z L, ostatné cesty grafu Go, ktoré
st vzorom hran grafu G v zobrazeni @, zadinaji a konéia hranou nepatriacou
do L. Mno#ine hrén lubovolnej x-kruZnice vzhladom na L z grafu @ odpovedd
preto mnoZina ciest grafu G, na seba nadvizujtcich, ktoré nemaji spoloéné
hrany, tvoria spolu kruZnicu v @, a vzhladom na to, Ze sa hrany patriace do L
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a nepatriace do L v takejto kruznici striedajd, je takato kruZnica a-kruznicou

vzhladom na L grafu G,. Je teda Gy = @o. Graf G, je suvisly a z predoslého
vyplyva, ze v grafe ¢ plati u,Qv, — spor s predpokladom, Ze uzly u,, v; patria
do réznych tried rozkladu U2. Teda v grafe @ existuje najmenej jeden most
a vzorom tohto mosta v zobrazeni @ je cesta Cy v grafe Gy obsahujica len
hrany z mnoziny Hj. Vietky hrany cesty C, s zrejme mostami v grafe Gy.

IV. Teraz u? mdseme dokondit dokaz vety. Nech A* je Tubovolny most
grafu ‘G, vzorom hrany 2* nech je cesta C,. PretoZe uzly u,, u, (resp. uzly vy, v,)
st spojené v grafe G hranou g, (resp. hranou k) a cesta v Gy odpovedajica
hrane'z @, ktord spojuje uzly x,, ¥, (resp. uzly z,, y,), nepatri do L, patria
nutne uzly «,, ¥, k jednému a uzlu z,, y, k drahému brehu mosta A* grafu G.
Hrany cesty C, patria do Hj, preto hrana z C, incidentna s koncovym uzlom
tejto cesty patri do L. Oznatme znakom % (resp. ) ten uzol incidentny s hra-
nou k* (resp. ten koncovy uzol cesty C), ktory lezi v tom istom brehu mosta h*
ako uzly z,, y, (vesp. ako uzly x,, y,). Oznaéme znakom Cy ,, resp. O, tu dast
cesty C,, ktord spojuje uzol u; s uzlom 7, resp. uzol % s uzlom v, a znakom Cy
resp. C, , tli dast cesty Cs, ktoré spojuje uzol u, s uzlom w, resp. uzol w s uzlome,-
Je zrejmé, #e cesty Cy,, O, st w-cestami vzhladom na L. V cestéch €y, Gy
sa sfce striedaji hrany patriace a nepatriace do L, aviak uzol % a len tento
quzol nie je v tychto cestdch incidentny s hranou z L. Cesty Ci4> Cs, (resp.
cesty Cy,, Cy,) nemaji okrem uzla % Ziadny prvok spoloény, preto cesta v G,
pozostavajlca z prvkov oboch tyehto ciest je x-cestou vzhladom na L, ktord
spojuje uzly u,, v, (resp. uzly u,, v,). Tym je dokaz vety vykonany.

Veta 13. Nech v grafe G, ktory obsahuje viac ako dva uzly, existuje linedrny
faktor L a nech v mnoZine Ugq vietlgjch uzlov grafu G je reldcia A tranzitivna,
potom (1) rozklad T$ obsahugje prdve jednu triedu wzlov U3 ={Ug}; (2) w.n.%d\m«
obsahuje vietky uzly grafu G; (3) jadro a aj graf G st sivislé grafy.

Dbékaz. Predovietkym: ak A je relacia tranzitivna v grafe G, potom G je
suvisly graf. Ak by totiz graf ¢ nebol savisty a U,, U, by boli mnoziny uzlov
dvoch jeho komponent, platilo by U, AU, (Ilebo nemdze existovat cesta a teda
ani «-cesta, ktord spojuje uzly z réznych komponent grafu). PretoZe v mno-
zine U, existuje aspofi jedna dvojica uzlov u, v, ktoré sl spojené hranou
linesrneho faktora L, nemdzu byt lubovolné dva uzly z U, v relacii A (napr.
uzly u, v nie st v reldcii 4). To je spor s predpokladom, Ze 4 je relicia tranzi-
tivna. Preto G je savisly graf.

Predpokladajme oproti tvrdeniu vety, e rozklad U% obsahuje aspoil dve
triedy uzlov. PretoZe @ je stvisly graf, vyplyva z toho, Ze v @ existuje hrana &

s s g

spojujica isté uzly u;, %, patriace do rdéznych tried z U2. Hrana h nembie
patrit do #iadneho linedrneho faktora v @, preto h nepatri do L. Oznadéme

znakom v, (resp. v,) uzol, ktory je spojeny hranou linedrneho faktora L s uzlom
(vesp. %,). Je u,Au, a ualy u,, v (resp. u,, ¥y) nie sU V reldcii A. PretoZe podla
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predpokladu relicia A je tranzitivna, nemézu byt ani uzly v, u,, ani uzly uy, v,
v relacii 4. Existuje preto v G takd «-cesta vzhladom na L, ktord spojuje
uzly u, , v, & tieZ takd, ktord spojuje uzly u,, vy, z ¢oho podla vety 12 vyplyva,
¥e existuje v grafe G «-cesta vzhladom na L, ktor4 spojuje uzly w4, %,, resp.
uzly v, v,. To je spor, lebo podla predoslého je w,Au,. Preto rozklad Ug
nemdre -obsahovat viac ako jednu triedu uzlov a je Ug = {Ug}.

Dokasme teraz platnost dalsich tvrdeni vety. Pretoze graf @ obsahuje viac
ako dva uzly a plati podla predoslého uQv pre TubovoIné dva uzly u, v grafu G,

nemoéze graf G obsahovat takid hranu, ktora by bola hranou kazdého linedrneho
faktora grafu. Lubovolnd hrana z L patri preto do jadra ¢ a pretoze Tubovolny

S

uzol z @ je incidentny s hranou z L, patri kazdy uzol z G do jadra G. PretoZe
pre TubovoIné dva uzly w =+ v 2 @ plati uQv, existuje v & taka cesta C spojujtica
tieto dva uzly, ktord obsahuje len hrany vyskytujtice sa aspoii v jednom
linearnom faktore grafu G. Pretoze v G neexistuje hrana, ktor by bola hranou

kasdého linedrneho faktora, cesta C je cestou tiez v grafe Ga jadro G je stvisly
graf. Tym je dokaz vety vykonany.

Vety 11 a 13 poukazuji na zaujimavy vlastnost reldcie A v mnozine U,
uzlov grafu G obsahujiceho linearny faktor: v fubovolnej triede rozkladu U &
je relacia A reldciou ekvivalencie a ak A je v mnozine Uy, (s viac ne? dvoma
uzlami) reliciou ekvivalencie, potom rozklad U2 obsahuje jedind triedu;
Ug = AQ&: . A
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K TEOPUU KOHEUHLIX TPA®OB
C IUHEVHBIM MHOWUTEJEM I

AHTOH KOUMUT

Brisoan

B craThe E3y4al0TCsI HOBRIM METOOM OCHOBHBIC ¢BolicTBa KOHeunnx rpados cogepRamax
1o Kpaiideil Mepe ONHH nmeiupl MpommTens. Ilycrs G — TaKoi roHegHHit rpad, B KO-
TOPOM CYRIECTBYeT IO KpaiiHe#dl mMepe OfEH sefinst MEoxETens L. ORpYmHOCTD (OYTE)
rpada G Ha3HIBAETCHA X-ORPYIRHOCTBIO (x-myrem) orHocurensHo L, ecin nmoGas BepIAHA
OKPYKHOCTE (OYTH) HHIJCHTA pebpy OKpYHHOCTH (ryrm), oprsagreskamed L. lorassl-
paered, 9ro Jpbas oKpymEocTs K rpada G, ABAAIOMAACH KOMIIO3HMOMel JAByX PasIHYHbIX
smneiignrx suosareneil Ly, L, rpada G, ecTh a-ORPYHRHOCTE orHOCHTeNbHO Ly 7 TawmKe
*-OKPYIKHOCTH OTHOCHTENLHO Lig. JloxaaniBaercA falee 4TO B TOM Caytdae, HOIJA K — npo-
H3BONBHAS X-OKPYRHOCTH OTHOCHTENBHO L, TO KOMIOSHIHA oxpymocTH K @ JBHEHHOTO

MuosaTenst [ SBIAETC JAHEHHHM MHOMKHATEIEM rpada G. Tlyero Ly m Ly — fiBa mobste
N S .
sreimbre MiuomuTeny rpada G w mycts Ho B [y — MHOMKECTBA peGep rpada G, mpHHALITe-

JRAmEX N0 Kpaiinedl Mepe oNHOH a-OXPYIRHOCTH OTHOCHTENEHO Lo ¥ COOTBETCTBEHUO x-OKRPYH-
. A s AN
mooasoamoosgammohiaonpmsz@mezooeowmmmzﬁ,mo H, = H; t. e. muoskecTso H pebep

rpada G, ABIAIOWAXCS pebpamm mo Epaifmeii Mepe OJIHOW ®-OKPYMHOCTH OTHOCHTENLHO
omnpejiesieno BHGPAHHOTO nmEeiiioro MEOMATens rpada G, He 3aBHCHT OT poifopa 3TOr0
JIRITEHHOT0 MIOMKETeIs. DTO MO3BOIIET BBECTH TOHATHE sApa rpada: mogrpad rpada G,

oo
copepmamuii Bce pedpa € H 1 KpoMe TOTO TONBKO BEPLUNHEI, MHIEICHTHEE ITHM pebpam,
A\ —
pasmpaercs appom rpada G ¥ ofosHAUASTCA CAMBOIOM G. NorasmBacTes, 410 G MOMeT

6piTh B HyneBsM rpadom.

N - N
hommwzmmsgmoaopﬁoﬁsmumonaoiommm“oQE G — wenmymeroii rpad, To B G Beeraa
\/ \/

cyurecTByer JHBCHHLIHA MHEOMITEND. fixpom memyiesoro rpafa G CAyMET CAM rpad G.
N

To6oe pebpo € G cmymmr peGpom supa G, WM TPAHATEHRAT KORAOMY NAHEAHOMY MHO-
sxareno rpada G, MW He NPTHAIUISHAT HUKAKOMY sumefinomy Miontemo rpada G. Ecnm
pedpo i HpEHARNSKIT C108G cymecTByer JTHUCHHEIE MUIOHHTEID, cojepmamuit pedpo h
¥ CYIECTBYeT TAIGKe THieRAEEI MHOKHTEND 116 cofepmanmi pebpa k.

JL0KABHBAIOTCH CIEIYI0MIe CRORCTEA oIy TH B rpade G: myeTs Ly, L, ABa TPOB3BOJILHEIC
smuefinsie MuoxkuTenn rpada G; 4, v — JBG IPOM3BOIbHLe BepIuaKsL € G. Torga B rpade G
CymlecTBYer TAKOH x-IyTH OTHOCHTENELHO L,, KOTODEI COeMEHTET BepUWMHLL u, v TOLJA
& TOTBKO TOTIA, KOIJid CymIecTByeT B G o-TyTh OTHOCHTEILHO L,, Kotophil coelmHAer
BepIInHS U, V. :

TIpeamMeToM JabHeHIero HCCMeIOBART CIYIHAT cooTHOmIeHAA 2, A Ha MHOMKeCTEe BCeX:
pepmms rpada G, ompegensieMble CeyIOLIIM 06pasoM: BepIIBHA 1 HAXORATCH B rpade G
¢ BepuEOL » B COOTHOIDOHNH £ TOTAR M TOMBKO TOLLE, KODj@ u == v, ANH KOrAa B G CymiecT-
ByeT HyTh, COGAMHAIONAH BEPUIHN &, ¥, wampoe pebpo KOTOPOro CIIyMHT pebpom 10
Kpaiinei Mepe OAUOTO JIMIEHHOr0 MHOMATEN rpada G; BepmmHa u naxopmres B rpade G
¢ BepHHOH v B COOTHOMIGHWHE /i TOTA W TONLKO Tora, KOTAA ¥ == v, WIA KOTA2 B G He
CYMECTBYeT o-UYTh OTHOCHTENHHO L (rme L — MPORBBONLHLI NUHeHHIH MEOKHETEI, IPa-
dia G), KOTOpHIiK OFl COSNMAAT BOPUUMHEL U; 7. : ,

JloxaspiBaercd, 910 COOTHONIGHUE 0 ecTh COOTHOMERYE SKBHBAJIGNTHOCTH M MOSTOMY
MuosRecTBo Ug Beex Bepmui rpada G MOMHO CHHCTBEHULIM crocoBoM pPasNOMATE HA
giacew pepmmu Uy, Usp, oo U, Tay, yro0pl pBe BEePIIMHLL U, ¥ OPREHSICHKATH O(HOMY
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¥ TOMY jMC Kiaccy TOTJIa M TOJLKO TOIVIA, KOTAA OHM HAXOAATCHA B COOTHONICHHH Q. Tawoe
pasiioKeHe MHOKECTBA 0G03HAYCHO CAMBOIOM Ug.

JloxassiBaeTcd CAYHIee CBORCTBO COOTHOIIEHTS A: B aobom waacce U; € U¢ cootHo-
menwne A ecTh COOTHO :

HOTICHTe axerpasieHTHOCTH, OTCIONA ClefeyT: CYIecTBYer OIHO I TOIBKO
onuo pasnomenne Ug MHOmecTBa Ug HA KJIACCH BepUIAH, [T KOTOPOTO COPABEMED
HpeJiosKenne: JIBe no6ke BEPIIHHEL! u, v NPHHAJIEKAT OJHOMY H TOMY e Kiaccy pas-
nokenmsa Ug TOTJ@ M TONBKO TOTAA, KOTAA OHH HAXOMATCH O/HOBPEMEHHO B COOTHOIIECHAR
0 7 B cooTmomennn A. Ecix coorsomenne A TpaHsUTHBHO B NenioM Muomecrse Ug  ecit Ug

CONEPIRAT $ : ,l >
nep Gonpme 4eM fiBe BepIIMALL, 7O (1) mMeeT MecTO PABEHCTBO Qm" :\m.rﬁvmnuom

copepat Bee BepmmHE € Ug ; (3) G ecTs cBABHMI rpad u moaromy # G ecTh rpad cBABHBIN.

EIN BEITRAG ZUR THEORIE
DER ENDLICHEN GRAPHEN MIT LINEAREN FAKTOREN I

ANTON KOTZIG

Zusammenfassung

Tn der Arbeit werden mittels einer neuen Methode die Grundeigenschaften endlicher
Graphen, die mindestens einen linearen Faktor enthalten, behandelt. Es sei ¢ ein solcher
endlicher Graph, in welchen wenigstens ein linearer Faktor L existiert. Ein Kreis (resp
Weg) .Qom Graphen G heilt x-Kreis (resp. «-Weg) beziglich L, wenn folgendes gilt: HWL
dm:m.gmon Knotenpunlkt des Kreises (resp. des Weges) ist inzident mit der Kante des
Nﬂ@%mm (resp. des Weges), die zu L gehort. Folgendes wird bewiesen: Ein beliebiger
Kreis K des Graphen, der eine Komposition zweier verschiedener lienearer Faktoren L,
L, mme..mmo «-Kre's beziglich L, und ist auch «-Krels beziiglich L, und weiter: Wenn K mwh
ﬁm:mgmmn «-Kreis beziiglich L ist, dann ist die Komposition des Kreises K und des
linearen Faktor L auch ein linearer Faktor des Graphen G. Es seien L,, Ly zwei beliebige
lineare Faktoren des Graphen G und es sei i, as TEsp. f, » die Menge jener Kanten des

Graphen G, die mindestens zu einem a-Kreis beziiglich L,, resp. beziglich L; gehort
r .

A ~ ~
Es m_.F dann: Hy = m , oder: die Menge H jener Kanten des Graphen &, des Graphen
G, die Kanten wen'gstens eines «-Kreises beziiglich eines fest gewdhlten linearen
Faktors des Qw@d&mb @ sind, ist unabhéingig von der Wahl des linearen Faltors. Diese
Tatsache ermoglicht es den Begriff des Kernes eines Graphen einzufithren. Ein Unter-
graph des Q.nm%ﬁm.h @, der samtliche Kanten von H enthélt und auSerdem nur noch
H.mboﬁbwsbwgu. mwm dieser Hmm»bowﬁ inzident sind, heiBt Kern des Graphen ¢ und wird
in weiterem mit G bezeichnet.:” d :
- - Lt . ’ i

Es zeigt sich, daf @ auch ein Nullgraph sein kann. Folgendes wird bewiesen: Wenn &
kein Nullgraph ist, dann existiert in G immer mindestens ein linearer Faktor; jedem
H.Eom.n.mn Faktor des Graphen @ entspricht gerade ein linearer Faktor des Qn@@&@b@ und
:BmmWoE.w. Der Xern des Nichtnull-Kernes @ ist solbst @o_..,Qum.ww G. -

Hm sei @ ein Graph, mﬁ. ,m..am umwB Graphen G (der Bwa.ommmum einem linearen Faktor
enthiilt) entsteht, wenn allé;diejenigen Kanten aus G, die zu keinem linearen Faktor des
-Graphen @ gehoren, entfernt werden. .

. Es wird folgendes bewiesen: eine Kante und nur solche Kante aus @ ,gehdrt zu jedem
linearen - Faktor des-Graphen. @, wenn sie eine einzige Kante einer Komponente des

920

Graphen & ist. Die Komponente des Graphen &, die mehr als eine Kente enthilt und
N\
nur solche Komponente, ist auch Komponente des Graphen & Ein beliebiger linearer

Faktor des Graphen @ ist auch linearer Faktor des Graphen & und umgekehrt.

Vom «-Wege im Graphen & sind folgende Tatsache bewiesen: Es seien Ly, Ty zwel
beliebige Faktoren des Graphen G u, v zwei Knotenpunkte im G, dann gilt: Im Graphen G
existiert ein solcher x-Weg beziiglich L, der die Knotenpunkte u, v verbindet, gerade
dann, wenn im Graphen  ein solcher «-Weg beziiglich Ly existiert, der die Knotenpunkte u,
v verbindet.

Gegenstand der weiteren Untersuchungen sind die Relationen 0, A in der Menge aller
Knotenpunkte des Graphen @, folgendermafen definiert: Der Knotenpunkt u ist im
Graphen @ in der Relation £ mit dem Knotenpunkte v genau dann, wenn entweder
w = v, oder wenn irn Graphen @ oin Weg existiert, der die Knotenpunkte «, v verbin-
det, dessen jede Kante mindestens zu einem lincaren Faktor des Graphen & gehort.
Der Knotenpunkt w ist im Graphen G in der Relation A mitv genaudann, wenn entweder
w = v, oder wenn im Graphen & kein o« Weg bezilglich L existiert (L ist ein beliebiger
linearer Faktor), der die Knotenpunkte u, v verbindet. Es wird bewiesen, dal die Rela-
tion Q eine Aequivalenzrelation ist und deshalb kann man die Menge Ug aller Knoten-
punkte des Graphen G auf eine einzige Att in Knotenpunkteklassen Uy, - - U, zerlegen,
und zwar so, diff zwei Knotenpunkte u, v pur dann in dieselbe Klasse gehdren, wenn
sie in der Relation £ sind. Eine solche Zerlegung der Menge Ug bezeichnen wir mit Ug.
Von der Relation A sind folgende Tatsache bewiesen: In einer beliebigen Klasse U; € U
ist die Relation A >o&:.~<@_oﬁs~d~@$o=. Folgendes geht daraus hervor: Es existiert genau
eine Zerlegung U} der Menge Ug in Knotenpunkteklassen, so dald folgendes gilt: Beliebige
" zwei Knotenpunkte u, v gehdren in dieselbe Klasse aus U{ genau dann, wenn sie sowohl

in Relation £, als auch in Relation A sind. Wenn die Relation A in der ganzen Menge Ug
transitiv ist und die Menge Ug mehr als zwei Knotenpunkte enthilt, gilt folgendes:

(1) Ug={Ug}; (2) der Xern m/ enthilt alle Knotenpunkte von Ug; (3) m«/mma ein zusam-
menhdngender Graph und daher ist auch G zusammenhingend.
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