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0O BIKOMPAKTNYCH
TOTALNE NEKOMUTATIVNYCH POLOGRUPACH

FRANTISEXK KRNAN, Bratislava

Pologrupu § nazyvame topologickou, ak mnoZina jej prvkov tvori topolo-
gicky priestor a opericia nisobenia je v tejto topolégii spojits. Ak tento
topologicky priestor je bikompaktny a Hausdorffov, hovorime, e pologrupa
je bikompaktns a Hausdorffova. V celej prici sa pojedndva len o topologickych
Hausdorffovych bikompaktnych pologrupach. Kvoli krat§iemu vyjadrovaniu
budeme hovorit struéne: pologrupa 8, namiesto Hausdorffova bikompaktnj,
pologrupa S.

Zapis A €S znamend vidy, Ze mnoZina 4 je vlastnou podmnoZinou mno-
Ziny & na rozdiel od zdpisu 4 € 8, ktory priptsta 4 = . Symbol 4 znamend
uzdver mno#iny 4.

Pre pohodlie &itatela pripomenieme niekolko znémych poznatkov, ktoré
v dal8ich dvahdch pouzivame. (Podrobné dékazy pozri v [4].)

Hovorime, %e prvok a € § patri k idempotentu e,, ak e, je jedinym idempo-
tentom € 4 = {a, a2, . .. }- Kazdy prvok a € § patrf k jednému a len k jednému
idempotentu. Sihrn vietkych prvkov €8, ktoré patria k idempotentu e,
oznatime znakom K,. Plati § = u K,. Mnoziny K, st disjunktné a kazda
z nich obsahuje ako podmnoZinu istd maximéalnu uzavretd grupu G, ktors
mé e, za jednotkovy prvok; G, EK,. Ak ac K, ¢, € K,, potom ae, = e,a.
Vo vieobecnom nekomutativnom pripade mnoziny K|, nie s nutne pologrupy.

Cielom prace je ukézat, ako sa vysledky prace [1] prenadaji na Hausdorffove
bikompaktné pologrupy. ,

Najprv pojednadme vieobecne o totlne nekomutativnych pologrupéch.

Hausdorffovu bikompaktni pologrupu S nazveme totédlne nekomutativ-
nou, ak: ) .

1. obsahuje aspoii dva idempotenty,

2. pre kazdé dva rozne idempotenty e, % ¢, je €.y F ege,.

Totalhe nekomutativna pologrupa nemé ani nulovy ani jednotkovy prvok.
Sddin idempotentov nemusi byt idempotent. Tak napr. v prici [6] je uvedeny
na str. 188 priklad konednej totdlne nekomutativnej pologrupy, v ktorej sadin
niektorych idempotentov nie je idempotent. Rovnako ako v préci 117 (pozri
lemmu 1) sa vSak dokdZe, %e ak nahodou €. = €5, potom je e;.¢, = ¢,.
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Nézov totdlne nekomutativna pologrupa je odévodneny touto vetou:

Veta 1. Centrum totdlne nekomutativnej pologrupy 8 je prézdna mnoSing.

Dékaz. Vetu dokdzeme nepriamo. Predpokladajme, %e centrum Z je ne-
prazdne a Ze teda mxmme&m taky prvokc € Z €8, se pre kazdé z €S je ¢ = cz.
Uplnou indukeiou z toho vyplyva, 7e aj C = {c, c2, . .. } €Z. DokéZeme naj-
prv, Ze z nid8ho predpokladu vyplyva, Ze aj C C Z.

Predpokladajme, e existuje taky prvok ¢ € C, ktory nepadne do Z. Potom
existuje taky prvok =, €S, se Loy 4= %y, Vzhladom na predpoklad, Ze polo-
grupa § je Hausdorffova, existuji také okolia U(¢z,), U (%,8) prvkov lz,, x,L,
e

Ulxe) 0 U(zyl) = 0. (1)

Zo spojitosti nasobenia, vyplyva dalej existencia takych okoli U,(z,),
Ui(8), Uy(,) Uy(0), ze .
Ui(o) Uy(2) € U(zl),

Q»AO QMA&OV & QR.&OV. (2)
Nech v
U(zo) € Uy(w,) 0 Uy(z,), ,
U(Z) € U(&) n Uy¢). (3)
Z (2) a (3) dostdvame
, U(#) U(C) € U(zy2), “
U(C) U(x,) € U(Lz).

Pretoze € C, obsahuje ka¥dé okolie prvku { nejaky prvok leziaci v C.
K nd$mu okolin U({) existuje teda také prirodzené &islo k, ¥e ¢t ¢ U().
Podla (4) dostdvame:

Zoct € U(xy) U(L) € Ulxyl),
ckxy € U(L) U(xy) E U(Zz,).

Pretoze prvok c* je zémenny s kazdym prvkom € S, mime:
Zock = ckz,,  teda 2yc* € U(zol) n U(Lay).

To je spor so vztahom (1). Dokdzali sme, Ze z predpokladu ¢ € Z vyplyva C € Z.
Oznadéme jediny EmE@o@mum leziaci v C znakom e,. V pologrupe 8 existuje
viak aj dalsf idempotent e. Pretose e, leZi v centre pologrupy &, platiee = ee,.
To je v rozpore s predpokladom, Ze § je totélne nekomutativna pologrupa.
Predpoklad Z =+ ¢ je teda nesprivny. Preto je Z = .

Veta 2. Ka#dd mno¥ina K, totdlne nekomutativne; pologrupy S je pologrupa.

Dékaz. Nech a € K,, be K,. Mime dokézat, Ye ab € K,. Predpokladajme,
Ze ab patri k idempotentu ¢, t.j. e, je jediny idempotent le¥iaci v mnoZine
C = {(ab), (ab)?, ... }. Utvorme sidiny e e /> €,¢, & predpokladajme, Ze e.e, ==
=+ ¢€,¢,. Potom existuji také okolia prvkov e, , e.¢,, Yo

Ulee,) 0 Ule,e,) — 0. (9)
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No%&#o%&:wmocmim wqumo@ﬁmim&gap takych okoli U,(e,), Uile,),
QNAQSY Q‘MAQ.\Y MO )
QHAQRV QHAQ‘\v m qA&ﬁ&.\vn AHOV
QMAQL QNAQHV m QAwanv.
Nech
quﬁvm qﬁﬁmnv n QNAQEY ’ ﬂﬂv
Ule,) S Uile,) n Ue,). (
Z (10) a (11) vyplyva:
Ule,) Ule,) S Ule,e,), ,
Ule,) Ule,) € Ule,e,). (12)
Huwmeoma.mﬂ lezi v uzdvere mnoiiny C = {(ab), (ab)?, ... }, obsahuje kazdé
okolie prvku ¢, nejaky prvok € C. K na¥mu okoliu Ule,) existuje teda také
prirodzené &slo s, fe (aby € U (e,). Podla (12) mame potorm
€a(ab)’ € Ule,) Ule,) € Ule,e,),
(ab)e, € Ule,) Ule,) € Ule,e,).

Aviak e,a = ae,, e b = be,, teda

e.(ab) (db) . .. (ab) = (ab) (ab) ... (ab)e,, -
N——— ——
8 — dinitelov - & — d{initelov

t. j.
e,(ab)’ € Ule,e,) n Ule,e,).

To je v rozpore s (9). N4 predpoklad je teda nesprivny, a preto €ty = €,€,.
Vzhladom na totdlnu nekomutativnost pologrupy 8 vyplyva z tohto vztahu
€ = ¢,, t. J., ab patri k idempotentu e, tedaabe K & b.t.d.

Veta 3. Ka#dd mno¥ina K, totdlne nekomutativne; pologrupy S je uzavretd.

Dékaz. Je zname (pozri [4], lemma 9), Ze ak ¢, € K, a mnoZina K, nie je
uzavretd, potom K, obsahuje aspofi jeden dalsi idempotent e; + ¢,. Ak
¢z € K, potom (pozri [4] lemma 11) plati ¢, = a€y = ¢ge,. Keby mnozina K,
nebola uzavrets, mali by sme spor s predpokladom, fe pologrupa S je totalne
nekomutatfvna. Teda ka?d4 mnoina K je uzavretd.

VYeta 4. KaZdy obojstranny idedl J iotdine nekomutativnej pologrupy 8 obsa-
huje vietky tdempotenty € 8.

Dékaz. Je zndme (pozri [6], veta 2), e ka?d4 Hausdorffova bikompaktna
pologrupa S m4 jediny minimélny obojstranny idesl N, ktory je bikompaktny
(v relatfvnej topolégii). Stagf preto, ak dokéZeme, e kaZdy idempotent €8
lezi v N. Bikompaktns mno¥ina N obsahuje aspoii jeden idempotent. Oznadme
bo.e,; e, € N. Ak N = 8, nemame &o dokazovat. Nech N = &, Predpokladajme,
Ze existuje aspon jeden idempotent e € S — N. Utvorme stiéin ee, = p. Zrejme
plati

pP=-e, €ESNEN,
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Teda je o
P={pphp’, ...} SN a PcN-N

Mnozina P obsahuje jediny idempotent, oznadme ho ¢3. Tvrdim ee; = ¢,.
Dokdzeme to nepriamo. Keby platilo ee; += e;, existovali by disjunktné okolia,
prvkov ee;, e, t. j.

Uleey) n Uy(ey) = 0. (a)

Zo spojitosti nisobenia plynie existencia takych okoli Ufe), Uyley), Ze

Ufe) Usle)) € Uleey).
Ak
N\Am&v 1S Q%mmv N Q»Ammvu
potom tym skor je )
U(e) Ule;) 0 Uley) = . (b)

AvSak e; € P, preto existuje také prirodzené ¥slo k, Ze p* = (ee )" € Uley).
Zrejme je e(ee,)t € Ule) Uley). Avsak efee, ) = (ee,)*, teda,

(ee Y € Ule) Ules) n Uley).

To je v rozpore so vztahom (b). Preto je ee; = 3. Z Tovnice eg; = ¢; vyplyva
(pozri [1], lemma 1), %e :
e=¢e€ NSSN.

To je spor s predpokladom ¢ € § — N. Tym je dokdzané, %e mno¥ina S — N
neobsahuje Ziadny idempotent. Teda N obsahuje mnofinu £ vietkych idempo-
tentov pologrupy. S, &. b. ¢. d. : .

Veta 5. Zjednotenie vdetkgjch mazximdlnych grip toldlne nekomutativnej polo-
grupy 8 je N. Maximdine grupy su navzdjom izomorfné.

Dékaz. Je zndme (pozri [5] veta 4L a 4R), ze pre kazdy idempotent ¢ € N
je Ne (resp. eN) minimilny Tavy (resp. pravy) idedl z S. Dalej je zname, e
v pologrupe, ktord m4 aspoii jeden minimalny Tavy a aspot jeden minimélny
pravy idedl, existuje minimélny obojstranny idesl N a tento je zjednotenim
disjunktnych izomorfnych Jzavretych grip. Ak 8 je totdlne nekomutativna
pologrupa, lezi podla vety.d kazdy jej Em.Ewo_moz.n v idedle V. 'V désledku toho
plati pre ka#dd maximilnu grupu G, vztah G, S N. Pretoze § .nem4 Ziadne
iné maximélne grupy, je zjednotenie vietkych maximélnych grip (v totilne
nekomutativnej pologrupe) mnozina N a vietky tieto grupy st izomorfng.
Tym je veta 5 dokizans. o

Nasledujtice priklady sldZia na ilustricin odvodenych viet. = X .

Priklad 1. Nech § je pologrupa komplexnych fsel z =ge's, pre ktoré
o< r=<|z|{=L Topolégia nech je oby¢ajna topolégia v komplexnej rovine.
Niésobenie nech je definované takto: z; © 2, = g, e O g, eire — 0, €@+, To. je
totalne nekomutativna pologrupa. (Pritom je tito pologrupa zrejme neperio-
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dickd.) Idempotentmi sg vietky redlne &isla, ¢ €(r, 13, Pre kazdy idempo-
tent o je SpS = &, preto N = SoS = § (pozri [5], veta 2). Pre kazdy
eF

idempotent o€ N je L= Np HQE =48, t. ]. jediny minimilny Tavy idesl
pologrupy S je cels pologrupa. Minimélne pravé idedly pologrupy & sg mnoZiny
E, = oN = {z| l2] = ﬁ..ﬂm&m je By =K, = G,. Maximélne grupy G, sq
vzajomne izomorfng, (Poznamenavam, e predpoklad r > ¢ je nutny, aby
nisobenie bolo asociativne, teda aby § bola pologrupa.)

Priklad 2. Nech § je pologrupa komplexnych éisel z, pre ktoré
== | =L Topoldgia nech Je obydajni topoldgia v komplexnej rovine.
+ Nésobenie nech Jje definované takto- %02 =0, 61 O g, e — min (041, %) e¥@r+9y),
To je totdlne nekomutativng, (neperiodick4) pologrupa. Idempotentmi sy
redlne &isla g € (%, 1y, Pre kazdy idempotent e je SoS={z]} < 2] <
=3} =N. Pre kazdy idempotent eje L=No=N=+g, t.j. N je je-
diny minimélny Tavy ide4l pologrupy 8. Kedse B, =oN = (¢ Hz!l=p},
st mnoZiny R, minimédlne pravé idedly pologrupy 8. Pre 0ELE, 3) je
bt A P 0= 4o By =Gy — 52| = 4} e Ky — o] § 5 | 0] iy

Plati N = y &,. Maximslne grupy @, si vzijomne izomorfng, (Vimnime si
oeN

vyslovne, ze § je totilne nekomutativna pologrupa, v ktorej N 4 §.)

Priklad 3. Nech prvkami pologrupy 8 si dvojice redlnych &isel (z, y);
0sz=<3}, 0< ¥ = 1. Topolégia nech je obydajns topoldgia v rovine,
Nésobenie nech je definované takto: (T, y1) O (2, %) = 7z, y,). Toto je
totdlne nekomutativna pologrupa. Mno#ina idempotentov je E — {(0, v);
0=y =<1} Pre kaZdy idempotent e, = (0, y) je Se,8 = &, preto N —
H«ﬂ@@@@ = B. Pre kaidy idempotent ¢, je B, =e N = (0, YE=E=N,
t. %. jediny minimdlny pravy idesl pologrupy § je N — E. Minimélne Tavé
idedly pologrupy 8 su mnoZiny L, = N(0, y) = E(0, ) = {(o0, M}={e} = GQ,.
Plati ¥ = y Gy; to je disjunktné zjednotenie jednoprvkovych maximélnych
grip.

Teraz dokizeme dve vety o maximélnych obojstrannych idedloch, ktoré nim
umoznia dokdzat vety 8 a 9. Tieto vety podrobnejsie objastiuji §truktiry
totdlne nekomutativnych pologrip. , .

Obojstranny ide4l J sa, nazyva B@NH.EES%V ak neexistuje obojstranny idesl J’
spliujtci vztah JCJ' C S, o

Znémy je tento vysledok (pozri [3], veta 1): Kazdy vlastny obojstranny
idedl bikompaktnej w&mmw:w%% je obsaZeny v nejakom maximélnom vlastnom
obojstrannom idesli. Kazdy viastny obojstranny maximélny ide4l je otvoreny.
. DokéZeme najprv tiito vetu:

Veta 6. Neckh S je totdine nekomutativna bikompaking pologrupa. Pre kazdy
jej maximdlny obojstranny idedl J plati S2SJ.
Dékaz. V préci [3] je dokdzang tito veta: Ak § je bikompaktns, polo-
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grupa a mnoZina jej idempotentov je obsasend v nejakom jej obojstran-
nom vlastnom idedli J, potom S2CSJ. V pripade totélne nekomutativne;
pologrupy je ES N (veta 4). Teda mnoina £ je tym skér obsafend v kaz-
dom obojstrannom maximalnom idedli J a v désledku toho je sprivne tvr-
denie vety 6. (Pozri analogicky vysledok v [1], lemma 2.)
Veta 7. Neck v totdine nekomutativonej pologrupe 8 je 8§ — Sz =+ 0; potom
kaZdy jej maximdlny obojsiranny idedl md tvar J, = § — {a}, kde a € § — S2.
Dékaz. Nech 4 je Iubovolnd mnoZina obsazens v § — Sz,
Plati:
SSud)=8uSAcSuscsyd,
(S2Uud)S=80ud8c8uscSy 4.

Teda S?uU 4 je obojstranny idedl pologrupy S. Ak ku mnozine 2 pridime
vietky prvky mno%finy S — §2 okrem jedného prvku, dostdvame zrejme
maximdlny idedl z S. Ked%e v totilne nekomutativnej pologrupe le#i (podla
vety 6) 82 v kaZidom maximilnom obojstrannom ideali, dostdvame takto
v pripade totélne nekomutativnej pologrupy, vietk Y maximalne obojstranné
idealy z S. ‘

Dosledok vety 7. Ak v totdlne nekomutativnej pologrupe je 8 — St = @,
potom. prenik vietkych maximdinych obojstranngch idedlov pologrupy S je 82

-Veta 8. Nech S je totdlne nekomutationa, pologrupa. Potom S = S2 vtedy a len
vtedy, ak S = N (t.]. ak S je jednoduchd pologrupa ). .

Dékaz. 1. Ak N = 8, zo vzfahu §2C S by vyplyvalo 82C N. To viak nie
je mozné, lebo podla definfcie le#{ N v kasdom obojstrannom idedli z § (3pe-
cidlne N E §2). Teda 2 = S, _ .

2. Ak N c S, obsahuje 8 nejaky maximélny obojstranny ideal J. Pritom"

je NSJC8. Podla vety 6 je S2.CJ a teda S§2CS, t.j. 824 8. Tym je
veta 8 tplne dokdzans.

Veta 9. Neck S je totdlne nekomutativna pologrupa, N jej minimdlny oboj-
stranny idedl, potom N = M 8n,

=1 . e

Dékaz. Utvorme nerastticu postupnost obojstrannych idedlov:

-
i

8282282 ..

KaiZdy z tychto idedlov obsahuje (podla vety 4) mno#inu E vietkych idempo-
tentov pologrupy §.Teda je f & E S n 8%, Oznatme 7' = n 8. T je neprazdny

s n=1 . n=1
uzavrety obojstranny idedl pologrupy S (lebo S* st uzavreté obojstranné
idedly). Teda je 7' v relativnej topoldgii bikompaktng (totélne nekomutativna)
pologrupa a plat{ N € T' € 8. Je znime (pozri [7], veta 1), Ze v kaZdej bikom-
paktnej pologrupe je 7%= T. Kedie T = T, je podla vety 8 v nafom pripade
T jednoduché pologrupa, ktors neobsahuje Ziadny vlastny obojstranny pod-
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idedl z T'. Aviak obojstranny ideal N pologrupy S je tym skér obojstranny idesl
pologrupy 7. Zo vztahu N ST vyplyva teda nevyhnutne N = 7' t. j. N =
— 8% &bt d

.muuoH zndmka. Vyznam vety 9 moZno si dobre ozrejmif na prikladoch 1—3.

V priklade 1 je S2 = 8. V priklade 2 je N = 2. V priklade 3 je S» == §++1

pre kazdé prirodzené &fslon a B = N = Dmms.
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O BOOJIHE HEROMMYTATUBHEL X
BEMROMITAKTHBI X IMOJNYTPYIIITIAX

OQPAHTUIIEK KPHAH

Brrsopgnr

Xaycnopddory GuroMnaxTayo WONYrpynny S mashiBaes Bomme HEKOMMYTATHBHO,
ecq: 1. Oma COMlepsAT N0 Kpaiimei Mepe ABa MjeMnoTeHTa, 2. A ABYX MOOLIX Hmem-
HOTEHTOR ey %= €5 MMeeT MecTo sty +egey. Llemsio aroit pabotsr mmisercs MCCIIeA0BAHKe
CTPYKTYDEL TAKHX HOXyTPyIL.

B paGore porasupaiorcst CIEAYIOAS TeOPGMBI:

a) Ilentpom Takoi HONYTPYIOEl ABIACTCA IYCTOS MHOMKECTHO. i

6) MmosrecTro BCex STIEMCHTOB, TPUHAJJISRAMAX K $urcEpipannomy HACMIOTEHTY ¢,

(B emuice pagorn [4]) sammnyras momyrpyunna.

"' B) MumnMamLEIL ABYCTOpPOHEMI Apeanm N noﬁ%nwuﬁnz § COmePET Bee MieMIOTeHTH

Bonyrpymust S. Muoxectso N smeigercs COCIVANeHIeM BCeX (HeHepecerarmuxes) MAKCH-

MaIbHEX TPYNN HOJYTrpymms S, {Bce st rpymost H30MOPQHEIE TOIOTOryYecKTe TPYIIIEL).
0

r) Hmeer mecto pasencreo N =f) §», B YACTHOCTE 5 = §2 TOTAA W TONBKO TOL/la ecJIm
n=1
& sRgerca upocroit DOJYTPYRNOR Be3 Hysns.

n) Ecmn§ — §2 =+ @, 10 1A mo6oro ABYCTOPOHHETO Haecalia.J HMeer MecTo COOTHOIMEeHAe

§? € J, Buactaoctn KasKIbli MAKCHMANE HEI ABYCTOPOHHMIA Bfeall HMeeT BHJ J i=S8 — {a}
Kle a € § — §2, 2w

ON TOTALY ZOZ-OOEEQH%HHa\m
BICOMPACT SEMIGROUPS

FRANTISEK KRNAN

Summary
A Hausdorff bicompact semigroup 8§ is called totally non-commutative if: 1. it has at
least two idempotents, 2. for every couple of idempotents e, =- e we have e,e; + ege,.

The purpose of this paper is to study’ the structure of such semigroups. The following

theorems are proved: o G

a) The center of § is empty.

b) The set of all elements belonging to a fixed chosen indempotent (in the sense of the
Paper [4]) is a closed semigroup.

¢} The minimal two-sided ideal IV of § contains all idempotents € S. Hence the sot N

is 8 class sum of mutually disjoint maximal groups, which are therfore isomorphic
together.

d) We have N — M 8 especially S = S holds if and only if S is a simple semigroup
n=1 ‘

(without zero).

e) If 8 — 8% & ¢, then for every two-sided ideal J we have S2 £ J and every maximal
two-sided ideal of § is of the formdJ, = 8§ — {a};a €8 — S2,
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