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V tejto prici nadviafeme bezprostredne na prace [1] a [3]. Pripomenieme
oznadenie: Nech M a; (1)je konvergentny rad s kladnymi mmebm, necha, > R,
1 «©

(k=1,2,3, .., R, ”Ma\ni. Oznatme znakom W mno¥ing vietkych tych
i='1

redlnych &fsel z, ktoré moZno vyjadrif v tvare: 2 — Mmaaa (2), kde g, = 1
1

alebo —1 (n =1, 2,8 ..50.w je meratelns mnoZina a nech #W) >0 (to
mozno dosiahnut volbou radu (1); pozri [1]). Jednoznainé vyjadrenie (2)
(pozri [1]) &sla z nazyvame znamienkovym rozvojom &sla x vzhladom na
rad (1). Oznaéme dalej znakom f(n, ) podet &fsel 1 v postupnosti (koneénej)
“1s 85 - -, &, znakom g(n, z) podet dsel —1 v tej istej postupnosti. Polozme:

DX(f, z) = Lim ftn, 2) DX(f, x) = Tim f(n, w«v.

E
fi— 0 n nseo N

D*(f, ) — lim [ )

=0 n

(ak limita vpravo existuje),

Podobne definujeme ¢&igla, D*(g, z), D*(g, z), D*(g, x). Vietky tieto &isla sg
zrejme z intervalu <0, . ]
-V tejto préci budeme ¥tudovat rozdelenie faktorov 1, —] v znamienkovych
rozvojoch éisel x€ W z hladisks, Lebesguovej miery.

V préci [1] sa dokazuje (veta 4), e pre skoro vietky z € W (v zmysle Lebes-
guovej miery) platf:

.@SéMWM@%ky

Akademikovi V. Jarnikovi vdadim za, upozornenie, e vysledok tejto vety
moZno znadne zlepkit, ak si vEimneme nasledujtce: ;
Z ddkazu vety 4 vyplyva, ¥e pre mieru W (T, N)], 0 <1< W mnofiny
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W'(z, N) vietkych tych z€ W, pre ktoré plati: ! @m@&v < 7, dostivame:

MW (z, N)] = O(N3e2 ‘mli_v. kde 8, > 0, 8, nezdvisi od N, Zvolme teraz rasttiocy
1 1

vo@:w:og {Tade 0 0< < 9> Tk ™ 5 @ oznaéme znakom W) mnoziny

1 . S
vietkych tych x € W, pre ktoré D*(f, z) < o Nech z € W;. Potom existuje k

také, Ze pre nekone#ne mnoho plati:

.\AS\. Sv < T, > 2 € .w& — :E sup Q\Aﬂ»u §v.
n § : n—w

Uvéime, %e pre kazdé prirodzené N plati:

Bec UWinm) = uBy <3 M ()] = o(1),

n= n=N

kedze M N2 e~ <= 4 oo, Teda #(By) = 0. Dalej z wic | B, vyplyva:
1 ‘ s s < R N."H '

w(Wy) = o. -

" Symetricky sa da ukdzat, Ze je nulové aj mhoZina, W, vetkych tych z'€ W,

pre ktord plati: D*(f, z) > W . s | :
Ked tieto vysledky spojime a vezmeme do ohladu d.»&wﬂ@wgd@ A.N. [1],

dostaneme vetu:- o s ST RTER :
Veta 1. Nech 1 W) > 0. Potom pre skoro vetky (v zmysle Lebesguovej miery)

x €W plati: L '

N—> 00 n

DM, ) = lim {22 _ L.

Poznémka: V tomto znenf je veta /1 mﬁ&cWob N&mﬁbﬂ. mozmoﬁ&. vety
o rozdeleni cifier v .&&&ok%or. rozvojoch (pozri [2]).

Pozndmka;: Vysledok vety 1 mo#no H.ONEEOAS@.& takto: Pre skoro vietky
2 €W plati: \Asﬁ. x) = W. -+ o(n). A

i . \

Naskytd sa prirodzend otdzka, & mozno naposledy uvedeny vysledok zlepsit
v tom zmysle, e &lena o(n) na pravej strane nahradime &enom mensieho
rddu. Je znédme, e pre dyadické rozvoje to urobili viacer| autori (Hausdorff,
mmwﬁwlﬁﬁﬁmﬂoomv -Chinéin). - UkdZeme, e je ‘moZné vysledky platné pre
dyadické rozvoje preniest aj na nage rady. ..o - .- o o .

Predovietkym metédou Hausdorffovou, naznadenou v jeho knihe (pozri [4],
str. 421), ukéZeme platnost nasledujicej vety: = o .

4

Veta 2. Nech je redlne éislo, W <& = 1. Neck i(W) > 0. Potom pre skoro
vdetky x € W plati:
n

fn, ) = 2 4 ons),

Dékaz: Polofme a=1—-9 0<g « 'MI

Nech ¢ > 0. Znakom A(n, &) oznadme mmoziny vBetkych tych z ¢ W, pre
ktoré plati: , ‘
 f(n, 2)

N n

rw_i > _, - ®)
Pre skritenie poloZme: f(n, z) = f, potom
At N =) ("), @
. & o~

kde &iarka za znakom séftania znadi, ¥e ga stituje cez prive tie /, pre ktoré
n

f

(kone&nych) postupnosti ¢,, gy, - .., &,, Obsahujticich prive f &lenov rovnych 1,

plati (3). <Napr (4) vyplyva. z toho, Ze pri pevnom [ existuje A v réznych

a z vysledku vety 2. préce [1]. Aby sme odhadlj pravi stranu v (4), vyjdeme

z identity:
n
5(t)or -

Polozme Y= Z — y a na identitu (5) uskutodnime wo.mgwdm‘ operaciu za-
Pisani symbolicky: Mt .@M“m . Indukciou zistime, Ze pre kazdé prirodzené [
plati: SRR L : . .

2 (7) 0= oror — tiwyun 4 agons G, - (g)
=0 . L . .

w.mm @35 @y, ... @y 81 reslne gisla, f,(n) je polyném stupsia [ s kladnym koefi-
cientom pri n!, K &isly ¢ zvolme I také velk, aby i1 — 29) — 1 + 5 >0

Wo&msoaono~< z@m~omﬁmmoosw¢§m@=mor=m 7 = 21.V (6) polofme z — Y=
=l=>u=2 =g Pre dost velké 7 budeme mat: ;

n

2.5 (3]0 m.%. o ard

=0 o




Delme tato nerovnost n2 g ndsobme n*?, dostaneme:

n |

Lin\/(f g\* C G
S (L2 e <

f==0

Pomocou rovnosti / + 9 = n upravime lavi stranu a dostaneme:

n 3
1{/f(n,z) 1 21 g Cy L
wa: no 2" SgEgm g a>0,

1=0
= YO~ 1)

~
&%,

7
> mﬁM\ml_a.va = uld(n, £)] < poyEe w(W).
]

odtial:

a0

Na@wm M §_~ 7 < + oo vyplyva z vo&o&:&. nerovnosti uz znimym spésobom

(pozri %@WQN vety 1): u[A(e)] = 0, kde A(e) = lim sup A(n, ¢). Polozme
@ fA=pw0

4 = C 4 A.NWV » 4 je zrejme mnosina vietkych tych ze W, pre ktoré
R

“ A\ Asvavl .wv 3&8 nekonverguje k 0. Teda pre skoro vietky 2€ W je ﬁ
n 1

fin,2)

n

- ,MT@ =o(l) = f(n, z) = w + o(ne).
Aj Chindinov vysledok obsiahnuty v prici [3] mo¥no preniest na nase rady.,
Chinéin, ako je zndme, ukdzal (pozri [3]), Ze ak p(n, z) znadi pocet nal na

prvych n miestach v dyadickom rozvoji &fsla x € (0, 1), +. i- p(n, z) je podet

£ ; c
nidl v konednej postupnosti ¢;, c,, ... ¢,, wimoE z = M wf;. (¢, =1 alebo 0

n=1

pre n = 1,2,3, ...), potom pre skoro vietky x € (0, 1) plati:

p(n, z) Hm +0 (yuloglogn) .

Najprv si bliz§ie v§imneme $trulktira Eco&s% W prislusnej k danému radu
Ad=3a,,a,>0aq, >Rn=123,...).
1

Vynechanim intervalu 4 = (—a, + Ry, a; — R)) z intervalu {(—4, 4>

6

dostaneme mno#inu 1,, pozostdvajticu z dvoch intervalov 5! — ¢ —4,a, + BD
a if = (a, — R,, 4>, kazdy z nich m4 dfsku 2R,.

Vynechanim intervalu 41 — (—a, —a, + R, —ay 4 a, — 2) z intervalu ]
dostaneme dva intervaly i1 a 1 patriace k 1y, ato: i} = (-4, —a, —a, + By
a if=<{—a, + aq, — E,, —a, + R)>. Podobne vynechanim intervalu 42 =
= (2, — a, + R,, 4 + a, — R,) z intervalu 1} dostaneme dva intervaly 4%, ¢4
mnozZiny I,, a to: ¥ =<(a, — R, 4 — 8+ By, = (a, + a, — R,, A>*
Teda I, pozostiva zo Styroch intervalov i3, 43, 43, t. Kazdy z intervalov
iPm =1, 2, 3, 4) m4 di¥ku 2R,. Interval A} nazyvame styénym intervalom
(mnoziny W) Prvého poradia, Al =1, 2) nazyvame styénymi intervalmi
druhého poradia.

V konStrukeii mogno pokraovat dalej. Nech uz sme zostrojili mnozinu I,

pozostivajiicu z 2 intervaloy tMm=1,2 ., 2") (kaZdy z nich ms dlzku
2R,). Teda 1 =(—A, Tl % — ... —a, + R, 2 = (—ay — ... —
— @y + a, — Nwau -0 — ... — Ly IT a, .+. Nwav m..&&..v &“«”Amun«u +

+ ... +ea, — R, ea + ... + ea, + B>,

Pre ka#dy interval 1 je charakteristicks, e vietky &isla x € W, ktoré patria
do i, maja vo svojich znamienkovych rozvojoch na prvych n miestach tie
isté faktory ¢, ako Iavy (a ties pravy) koncovy bod intervalu t7. Budeme
hovorit, ze postupnost: ¢, ¢,, £y .. & patri k intervalu i™ kde = (ga, +
+... +ea, —R, G + ... g, + RS, a tiey naopak. Vynechanfm
styénych intervaloy 4., v podte 2» AN iy vynechdme A wrn= (@ 4 ... 4
+ 6, —a,; + Rovis &+ ... + e, +a,,, — R,.1)), dostaneme 2rh

0
Intervalov tvoriacich mnoZinu I,,,. Pritom W — n I, a pre strudnost ozna-
. n=1 on
¢ujeme znakom I, mno¥inu ?.,_: 2, ... 2", ako aj mno¥inu y iy (nemdze
m=1

débjst k nedorozumeniu). Pre pevné n je teda (—A, 4> zjednotenim 2 jntey-
valov 4" mnoginy I, a sty&nych intervalov A}, 1 <} < n, 1 <7< 2%

Pre pevné » definujme dalej funkeiu b, () takto: Na styénych intervaloch
4, 1<k < 7, 1 <1 < 281 Kladieme b,(x) =0 a na intervaloch tih(m =1,
2, ... 2% kladieme b,(z) = —1 alebo 1 podla toho, & m je nepérne alebo

pérne. Teda ak 2 — M .2, € W, potom b,(z) = 1 < g, = 1.
1

k

Hvo._,OMEG ﬁ:A&v = M @»AHV Ppre W@mﬁw& x € AIIxAu m,v Pre rTEW ww ﬂ:?ﬁv =—
=1 ]
= f(n, z) — g{n, z), a teda W~ P (x)| = T?\u x) IW~

,

Lemma 1. Necy, ki kyy ... k, st navedjom réene prirodzené ésla q O1s Oia,

vie 06,
84 celé nezdporné, nie sidasne rovné nule. Potom integrdl
4
[ e () .. B (2)]n da
—4
7.




md hodnotu 0, ak aspoti jedno z ¢{sel o; je mepdrne; v opadnom Pripade md hodnoty
IRy, kde ke, je najvilsie z &isel ks také, % o, > 0. o :

Dékaz: Poznamenajme, e kladieme 00— J. Nech «; sy vietky wmmzm
a nech (bez ujmy na veobecnosti) je &, < ky<... <k, a k; je najvidsie
spomedzi k, také, se o >0 (teda oy, = ., — a, = 0). Myslime si {—4, 4y
rozloZeny na, intervaly i, systému Iy, a stydné Intervaly A!, 1 <, <k,
1 <& <21 Potom funkeia pod integraénym znakom je rovn4 1 na kazdom
S.MA\S =1,2,...2%) a rovng nule viade inde. Teda hodnota, integrilu je
2% 2Ry, = 2k+1 B,. - .

Ak aspori jedno &; je neparne, lahko mégeme zistit, Ye funkeia pod znakom
integréla je rovna — 1 na 24-1 a rovn4 1 ng 241 intervaloch systému L,
pritom &, mj rovnaky vyznam ako prv. Viade inde je hodnota, tej funkcie 0.
Z toho je ui tvrdenie zrejms. .

Lemma 2. Nech n, q si %&3&&@3@. éisla, ¢, = o, € =0,...¢0 >0, c(i = 1»
2, ... 9) celé a nech Gt 4 .. € = n. N&.QS plati: -

cle,! ... c,! oy
(2e)!(20)1 . (20,01 = 30
Dékaz: Pozri (3]t ‘
Nech je v dalsom “W) > 0. e Lo
Lemma 3. Necp, Pis Pos - .. P, $U redine Cisla, ktoré nie si sticasne rovné nule.
Nech ES) znaéi Mmnoiny vSetkyjch tych x €<—4, 4>, pre ktoré | 218, (2) +
2
T Pb() | > 6> 0. Potom platt:. u(B(@)) < ¢ exp [ — % u(W),
S 22
1
kde ¢ je absolitng kon&tanta,.
: 2 : .
Dékaz: Polotme m — % - Zrejme sa stadf v dékaze obmedzit ng
o . 22 p?
- H. .

pripad m > 1. wo&mgmﬁﬁs% 1 dostdvame: .

PuBO) < [t + .. 4 g e am <

E3)

4 .
< .\DSF?& F o+ 25 ()P A —
]h . : f:

- M ANSV_%WE T va_na 2n@tl | p o
j * T ala) s
o + ...+n=ﬂ§ )
;20

pritom prirodzené &islo n{x) zavisi od systému %15 &g, <+ &, (pozri lemmu 1).
Dalej podra lemmy 2 je:

1 o 1 1
Awuﬂv_... AMQ.._V_ stR__... Ra_

a 2R, — w(W) (pozri [1]). Z toho mame:

- (2m)! mipy® ... Pn® .
8mu(B(8)) < ey(W) T M P U hal
a4 ... +ﬂ=”=r
' ;=20
= ol W) gt |29 |
.. o (2m)! 2\~ .
Pomocou Stirlingovej moﬁb.cq sa lahko zisti, 7e Awsaw P <o AMV m™, a teda:
, 2m D, p}
#(E(©B)) < o M5 | <cemw) <
© 82 . . amw
< cgexp |1 lllw.l (W) =cexp [ — - w(W).
22 22,9}
1 1

Vietky dalsie pomocné vety sa daji dokézat rovnako ako v citovanej
Chindinovej préci, ale s tym rozdielom, %e na, Pravej strane nerovnost{ vystupi

7

Pa(z)

Vny(n)
Pritom je y(z) nejaksd spojitd a kladné funkeia pre x > 0, ktord m4 pre z > 0

> 6.

Nech E,(8) znadf mnozinu vietkych tychze(—4, 45, prektoré

. ; z)
derivéciu pre z > 0 spliiujicu podmienku: 0 < v{x) < $ :
-Lemma 4. Plati: s

WEB) <o 0, (W),

kde ¢ je konstanta 2 lemmy 3. \
Nech E, ,(8) je mnoins, vietkych tych x € {—4, 4>, pre ktors:

9 _gp(@) |,
Yav(la)  Voy(p)

HeEEmm.mv*@oA%AQAw%%
0% py(n)

HE, 8) <ce” T 1=r (W),




Nech €,..(8) je mnozing vietkych tych z €¢

2 nasledujficich iug —4, 4>, pre ktors aspoti jedno

22) g (2)

,E@AS!@@ ISP L gy

je vidsie ako 4.

Lemma, a.wacA% SPHTr<2je
9 py(p)

#er () < ope™ T (W),

Veta 3. Nech W)

> 0. Potom
e sl ot om pre skoro vietky z e (v zmysle Lebes-

fln, x) = WllT O (Ynlog logn) .

lim
Pre cels m >0 g k celd, oM\nASu Ew&mEoS ITS.TWM.«.N,TH
Potom podrs, lemmy 4 o1 w(n) = .

. = log ] - ;
piSeme Tors mo@mcmEmu 8™ d=2 Thexis HAmiEsha 5.

#Br, ) <o exp « -2 JMT Plog 5&? + wm wst (W) <

<cexp (—(2 4 ¢) [log m - Iog log 2]) w(w) = K(e) m—ete

.N \ . . -
m\vmmwﬁmm ~¢:ommm od g W) (ale #(W) je u nag pevné).

A
e

Mr@?;@y 0<k<m m=, 2,3, ..

WOUSwnms je, pretoze

m—1
2y, 0) < Keym=1-s 4 X DR

pre skoro vietky ¢ (=4, 4 je (pozri dokaz vety 1)

Mm.m \@ﬂs_f.wﬁg M%”MlT.m
il &/ 4 log log Z

a kedZe ¢ > ¢ bolo H:vodogmw dostaneme toho:

i R
’/ —_—
e ‘ VT, loglog T ()

Po druhé pouZijeme lemmu 6 pri volbe p(n) = loglog n, 6 > o, p=7T,,

) 22 om+1
7= T gy — me < -+ 1 <
PoloZme este
M, 1(0) = T+ T 1~ T, (0
dostaneme:
; & (m2m - k2m) (log m log log 2
#( M, 4(8)) < c'2m exp AIMA e :wsm_ +loglog vviﬁ <

& m (log m + log log 2)}
4 e =

<¢'2% . exp A —
= ¢'2"exp (—L(S) m (log m + log log 2)) .

L(3) > 0, L(9) zévisi len od d; ¢’ > 0, ¢’ nezdvisf od m, k.

Pre dost velké m je

#M1(9)) < &' exp (—m {L(6) (log m + log log 2) — log ) <cem

Dalej sa Iahko zisti, Ze M w(M mild) < + o0, ateda mnoina, vietkych tych
oW:wﬂAHq:
Z€{—4, 4, ktoré patria do nekonedne mnoho M,, (6), m4 mieru 0 (to sa
rovnako zist{ ako pri dékaze vety 1). Teda pre skoro vietky xe(—4, 4>
plati (7) a dalej existuje podla naposledy dokézaného M ¥, M*c(—A4, 4>,
u(M*) = 24 s touto vlastnostou:

Ku kazdému z € M= existuje n, = ny(z, 4) také, Ze pre ka¥dé n > 7,y plati:

Pa() Py, (%)

¥nloglogn §T, loglog T, ,

<34, (8)

pridom m, k st definované nerovnostami: 7, , < < / LA—

Ak oznadime znakom M** mnoginu vietkych tych x ¢ {—4, 4>, pre ktoré
plati (7), pre kasdé z € M* o pr** je

<244,

Palz)

lim
Ynloglog n

N>

a kedZe 9 jo Iubovolné kladné &islo, vyplyva z toho pre kazdé z € M* M=
platnost nerovnosti:
Pa(2)

=9, (9)
Vn log log n'

lim

n—o0




"> | ¥nlog log n

P . . i .
oznamka: Ak z¢é W, existuje AL také, e 4 € 4} = by(z) =0 pre¢ =g,

E+1Lk+o .. = Pu(x) = 0(1) = {im Esuo
. B n—>os nl m! :
Pre tieto z je teda (9) splnené aiﬂ.&bm..‘ 8 omsﬂ
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CABHEIX wg ;
poomn. 3 campp o . HHCEl, KOTOpHe MOXHO pr-

T=) en0y, £, =1 %034 ,lwaxﬂfw‘wu...v

MOHO JTOCTHYL BEIGOPOM praga (1)). OGoamagsm uepes f(n, x) Kommwaecrso uncen 1 5 nocie-
o«
ROBATENLHOCTH &4, &, ... g,, OpHYeM = = M &nay € W,
. 1
Iotoum (reopema 1) mowrm Bee x € W ynosnersopsor PaBeHCTRY :

D*(f, x) = lim

.
n—so0 N 2

(372 Teopema nonobra mamecrHoN Teopeme Bopena o pasgenenun TEQp B ABOWIHKIX [pobax
HEeACTBUTENLHEIX 9HECeIL.)
Peayubrar (2) momuo mmcars TAKKe B CIIENYIOUIEM BEJE: »»Iloary Bce = € W semmosgoT

paBeHCcTRO: f(n, x) — _M + o(n).

Hanbaeitmme TEOPEMEI, KOTOPHIe aBTOP KOKa3siBaeT, {IOTB3YACE YHOGHEIM OpUMeBeHHeM
Merona 'aycaopda u X maamna, YAYYMAOT Pe3yAbTAT TeopeMsr 1 B ToM CMBICTE, 9TO YieH o(n)

GyRer saMenen wicHOM Membmero nopagka.

1
Teopema 2, Iyems - - < & < 1. Homon noumu ece x € W ssinoanarwom pasencmeo .

2
fn, 2) = -+ ofna.

1
Teopema 3. IMowmu sce z € W swnoansiom pasencmeo

fln, x) = W + 0 (Vnloglogn).

ABSOLUT KONVERGENTE REIHEN
UND DYADISCHE ENTWICKLUNGEN

TIBOR SALAT

N:mpbﬁdmsmm.mms:m

Diese Arbeit kniipft unmittelbar an die Arbeiten [1] und [3] an. In der Arbeit beweist
man einige Sitze, analogische zu einigen Satzen, welche fiir die dyadischen Entwicklungen

geolten.
-
Es sei W die Menge allor derjenigen reellen Zahlen z, welche die Gestalt z — M €y
o 1
haben, dabei e¢n=1o0der—1 (n =1, 2, 3, ... )und 4 = M ay (1) ist eine feste konver-
1

utr (n=1,2,3, ...). Es bedeute
k=1

#(W) das Lebesguesche Mag der Menge W und es sei (W) > 0 (das ist zu erreichen

durch die Wahl der Rejhe (1)). Es bedeute f(n, z) die Anzahl der Zahlen 1 in der Folge:

@
gente Reihe mit positiven Gliedern, a, > R, =

«©
€15 &3, €35 ... &y, dabei g — Mm:&: eEw.
1

13




Dann gilt (Saty 1) fiir fast alle € W (im Sinne des Lebesgueschen MaBes)

DY) =tim [0 2)_ 1 @

Die weiteren Sitze, welche der Verfasser mit, einer pasgenden Modifikation der Metho-
den von Hausdorff und Chingin beweist, verschiirfen das Ergebnis deg Satzes 1 im golchen
Sinne, daB dag Glied o(n) mit einem Glied von kleinerer Ordnung ersetzt wird.

Satz 2. Fs ses .W <a =<1,

Dann fir fass alle z €W gilt:

ft, @) = 2 4 o(na).

Satz 3. Fur fast alle x € gile:

f(n, z) ”m.. +0(¥n loglogn).
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