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O OPERATOROVEJ] METODE RIESENTA
DIFERENCNYCH ROVNIC

JOZEF ELIAS, Bratislava

Uvod

Na rieSenie &mmwmbmsuwow rovnic boli vypracované rézne metédy. Predo-
vietkym to boli klasické metédy spojené s menami L. Eulera, J. L. Lagrangea
a inych. Po objaveni Laplaceovej transformacie pribudla daliia metéda. I ked
bola této metéda @&innd, svojou povahou sa obmedzovala na triedu pripust-
nych funkeif. Podobnd situicia bola i pri rieSeni diferencialnych rovnic po-
mocou Laplaceovej transformacie. V praci [1] a [2] vylo#il J. Mikusiriski nové,
algebrické zdévodnenie operatorového podtu. Tym rozsiril triedu funkeif
a rovnic, na ktoré moZno pouZif operitorovi metédu. Cielom tejto prace je
ukézat, %e podobni operitorovii metédu mo¥no vybudovat aj na rielenie
diferendnych rovnic. V §1—5 je vybudovani -algebra operatorov. V § 6 sa
pouZivaji predchddzajice vysledky na rieSenie diferentnych rovnie.

§ 1. Operitory

Oznaéme znakom K mnoinu vietkych komplexnych funkeii definovanych
na mnoZine celych nezépornych &sel. Funkciu z K'budeme oznaéovat {a(n)}.
Znakom a(n) budeme rozumiet hodnotu funkeie v &isle n. Miesto {a(n)}
budeme &asto pisat kratko iba a. Znak {a} bude znamenat funkeciu, ktors pre
vietky » = 0, 1, 2, ... nadobtida konStantnd hodnotu rovnd &slu ¢. V mno-
Zine K definujme dve operacie: séitanie + a nisobenie >k.

Definicia 1.1. Neck a, b st funkcie .z K. Potom:

a+ b= {an)} + B} = {an) + bn)}, (1)
a><b = {afn)} >k {Bn)} = {cn)}, (2)

pricom
. Mﬁs —4)b(t — 1), pren >0
c(n) =121 ' T ' Ee

L0 pre n =0
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Poznamka 1. V algebre se zavidza prizdny sGldet — stifet o nula séitan-

ooow|Weoa.%mmm&omuﬁ.ogw&on M a..”o.>v%<ﬁmm~da@mbmﬁzg*9
i=1 :
0
bolo jednoduchsie, priradme symbolu M a{—1) b(z — 1) é&islo nula.
i=1
Na zéklade toho moZno pisaf:
3 R T b w4 w8 .
B 9 ? e 3 ¥
a>kb HAM alh —1)b(s — ,cv . (2a)
i=1
. 45.59 e stdet a + b a sadin a >k b je opif funkeia z mnoziny K. Dalej.
um zrejmé, Ze pre takto definované séitanie plati zdkon komutativny, asocia-
tivny a rovnica a + = b mé v K rieSenie pre kazdé a, b z K.
DokaZeme, Ze aj ndsobenie spliuje zdkon komutativny a asociativny.
Skutodéne je: SR ‘ -

@ %@ Eé * §§ {3 atn —iyp6 — 1},

‘=1 . .

.Wa?.l §) b — 1) = a(n — 1) B(0) + a(n — 2)b(1) 4 ... +
+ a(2) bln = 3) +'a(1) b(n — 2) + a(0) b(n — 1) =
=Sbm—faG-n, -
=& - L

pre n > 0. Rovnost oboch suttoy plati aj pre n = 0. Preto je teda:

- wro={S e pag -] <ok
Dalej o .N.u.u | . ‘
@kb)ko=0 V_ws,ka ~ AM bln — i) afi — cv < fom)) =

”MM@A:ITQETEGI:V s

N"H i==1

x li=1
pri¢om

dGi, j) = Aa?l:g:lsliaclc “prei+j<n
: prei+j>n"
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”M ,.ML &.? :v | .

Potom : E . o
(35 aaf={3, 5009} 3 3 6.0} -
: “uu =1 j=T11i=1 i=1f=1 "' -
-{55. ?._;.VTAM (5, o — i —ineti - :TT cv
={Z b= et~ :_% () = Gk Q) ka—ask 6

teda
: Aav*AS.anﬂ,avT@vWe.

Nakoniec dokizeme platnost distributivneho zdkona.

(@ + b) 5o = [{a(m)} + )] >k fen)} =
”M fa(n — ) + bn — 1)] < lsv

AM ﬁ§l$n?l5+ M Eslsvcﬁl 5#
— fa(m)} ok m)) + ) sk {em)} = aske+bke.

Z dokézanych vzfahov a axiomatiky teérie okruhov vyplyva

Veta 1.1. Mno%ina K vzhladom na operdcie A:v (2) twori komutativny kruh.

Nulovym elementom okruhu K je zrejme funkeia {0}, ,

Veta 1.2. Ak {a(n)} > {b(n)} = {0}, potom bud Scsvw {0}, alebo
@A:vw {0}, alebo ew&a . )

Dokaz. Uvasujme funkeie, pre ktoré plati: {a(n)} \T {b(n)} = {0} pre Iu-
bovoIné prirodzené &islo. Predpokladajme nepriamo, Ze existuji aspofi dve
@aﬁo&sabm &sla my, 1y, taksé, Ze a(m,) = 0; b(l,) = 0, ale {a(n)} >k {b(n)} = 0.
Nech M je mnoZina tych celych nezépornych &sel, pre ktoré a(n) + 0 2 N
mno#ina tych celych nezdpornych &sel, pre ktoré b(n) =+ 0. Podla predpokladu
st mnoZiny M, N neprazdne. Ozname m = inf M € Mal=inf N€N. Pre
ka#dé n = 0,1, ..., pre ktoré platin < m, je a(n) = 0, podobne pre W@Nmm n <l
je b{n) = 0. Pogitajme hodnotu funkcie feln)} = Aﬁsw sk {b(n)} v bode
n =104 m+4 1. Midme:

I4+m+1 1
ol +m + :H..M altm+1—d)=2al+m+1—=8bli—1)+
- I+m+1 =
+ a(m) (@) + M ‘all 4+ m 4+ 1= 4)bi = 1) =-a(m) b@) = 0.
el~+n

Ho je spor. S

Veta 1.2. hovori, Ze ownd.r K nemé delitelov nuly., Komutativny okruh bez
delitelov nuly sa nazyva obor integrity. Z vety. 1.1 a vety 1.2 vyplyva teda
tento dosledek. , : ‘ o
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Dosledok. Mnofina K vzhladom na operdcie (1), (2) tvori obor integrity.

Podla zndmej vety (pozri:[3]) kaZdy obor integrity mozno vnorif do telesa,
t. j. ku kazdému oboru integrity [ existuje také teleso T, ktoré obsahuje
podmnozinu izomorfnd s I. NajmenSie takéto teleso (t.]. prienik vietkych
takychto telies) sa'nazyva podielovym - telesom oboru integrity I.

Definicia 1.2. Podielové teleso oboru integrity K budeme nazijval telesom ope-
rédtorov a budeme ho znatit T(K).: Proky telesa T(K) nazveme operdtormi.

Elementmi T'(K) st dvojice, ktoré budeme pisat v tvare zlomku m“ (kde

a, b st funkcie), b <= {0}. Rovnosf, sditanie, nisobenie a delenie operdtorov
definujeme takto:

a ¢ o |
& = Zevaskd=boke; b {0}, d (0}
a ¢ a3kd4+b>xe .
,®|®Nﬂl|o|vmawlw b=+ {0}, d== {0},
a ¢ a>c .
Je zrejmé, %e nulovym prvkom telesa T(K) (t. . nulovym operatorom) je
; 0 , . -
ow.a.u@noﬁ m% (pre ?vo<o_ubn b = {0}). Dalej jednotkovym elementom telesa
T(K) (t.]. jednotkovym operdtorom) je operdtor MMMMW , pre Tubovolné {a(n)} +

+ {0}.
woNszW@ la. KedZe T(K) je teleso, je v T(K) definované aj odéitanie
a delenie. Lahko mo#no verifikovat, %e napriklad: DR w _

d—b
CFOETiRe. . DO kO IHO
Z definicie rovnosti vyplyva, %6 - ww k = mwww , pre ka#dé k = ¥, kde
k == {0}. Specialne je Sn_ﬁo operator rovny operatoru NLL% : |
S operatormi .SAEUWNAA% sa potita podla tychto- pravidiel:
ask () o ok () _ @k (0} 0ok (1) R )
{1} {1 o mskm
C_ @B k) @bk o
T sk () by _askboe() ok (1) askd sk (1)
{1} {1} {1} >k {1} B [V
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Posledné vzorce mozno ditat takto:

ask @ bk esk ()

Aka+b=c, je O —m =1 a naopak. (3)

Aka>b=c, je l%w%w 6] Wv\.ﬂ\wﬁlw == mlvmwmw a naopak. (4)

Teda mno#ina N operitorov typu WIVMMQE je izomorfnd s mnoZinou K.

mgnowaEm preto operatory tvaru _a;vﬁw.ﬁv s furikciami {a(n)}. T.j. kazdd

funkeiu {a(n)} budeme v dalSom m.o<@.mo..<ma za. operator tvaru mﬁiwﬁvw.T Lo .
alebo, %o je to isté, aj za operator ﬁﬁiw% s @?w =+ {0}.

Poznimka 2. PretoZe prive urobenou dohodou sme mnozinu véetkych
funkeii vnorili do mno#iny operatorov, nebudeme (vzhladom na vzfahy (3),
(4)) robit dalej rozdiel medzi opericiami + a @, >k a O a budeme namiesto >k
pisat ©. PretoZe ui nemo¥e vzniknif nedorozumenie, budeme kriazok vy-
nechévat a namiesto a © b pisat ab.

Poznémka 3.UksZeme eite,Ze mnoZina T'(K)je SirSia ako mnozina vietkych

funkeii, t. j. operatorov tvaru fa(m)} . Pre to stadi dokézat napr., Ze operator

{1}
{1} {a(n)}

A1 saned4 pisat v tvare o Teda, ¥e v zmysle prave zavedene] novej

{1}

S , 1 .. .
rovnosti medzi operitormi a funkeiami operator 1] nie je funkciou. Keby

| 1

existovala funkcia {a(n)} také, Ze % = % , wFawo by podla .Qmm-

nicie rovnosti:

@)} . 31 = @1, ti e} — (1= {0,
teda {a(n)} {1} = {1}. To nie je mo¥né, lebo v bode n = 0 'mé Tava strana
hodnotu rovnt nule, kdezto prava strana m4 hodnotu rovnu jednej.

§ 2. Ciselné .o.—.anmn.cnw

RO

Viysetrime -teraz operatory tvaru ;Mlﬂww.u kde: {«} je konStantns  funkecia
rovnéd « (aj pre m-=0).- Budeme ich zatial oznatovaf znakom:[x}] = 1

. ; {1
Pre tieto. operatory platia nasledujice rovnosti:, Lo
W, B _ 3+ B _=t+h

[o] + 18l = .@M 4 ﬁluw. = ) =Ty =& +B




. © . B _ 6
el CR s ~ [+f].
Dalej pro {6} + {0}
, @m @
01+ [f] — @B _ W0 WD
M TRHOT @0 T @ w

WOy
Pre operator [0] = mw a Tabovolny owmwm&o_. [x] = Mmmw - plati:
o=ty

ay {4 4

o0 o) {0y {0}
RN U AR A A

Huu..m operator [1] = mw a ?voﬂ;b% operator [x] = Mﬂw plati:
[od - 1] u.E WO W,

O o e

— . " P H. + H ' N - ¥ @ \
.Homm_. s ow.mw&uoﬁc& typu {x] poditame ako s komplexnymi &islami «. Pritom,
ako sme ukizali, operdtory [1] a 0] sa chovaji ako &isla 0 a 1. Je zrejmé, Ze
Nownpwoam o — H& ua izomorfizmus. Preto Bommam vyslovif vetu.

Veta M 1. Mnofinag M vietkyjch operdtorov typu % , tvort wc&&mﬁw telesa,

vdetkyjch operdtorov. Tdto mnoZina M je 1zomorfnd s telesom komplexnyjch Eisel.

{o}

Mbzeme preto stotoznit o@ogecn% typu — s WoBEoMb%Br éislami o,

{1}
{x}

t.j. ka?dé WoEm;oMbo mauo & méfeme wo<@ww<@m za owmg&ow tvaru

To budeme v dalSom robit. . . . B i o
Pozniamka 1. V telese %Qﬁ sme N@S@m bmm: dve vyznadéné podmnoziny,
fo(n)}
{1

Dalej plati:

Po prvé, mneZinu N operitorov SAE , ktord 'jé izomorfns s oborom

integrity K. P druhé, mnozinu M, “w¥etkych’ owonmeon.o< tvari: {o ktord

o’

je izomorfnd s telesom WoE@—aNﬁ%Gr Sisel. ESONE% "M a N st rozne, “lebo

. y . 1 ;
vieme, e operator e € M nelezi v N.

et}
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Zrejme uw 9 _ O Hoaeo owogaoH. wmeE do Nn E Ukazme, wm

oM
%HQEW E n ~< ﬁmovm@ws_m Ns.mbux m&m_ oKBmce anm@oEm&@”_Bm ie MWW\
= “@?‘x b ;tod. {0} (1} = {b(n)} . {1}% Z toho mime {x} = {b(n)}{1}.

m

7 tejto rovnosti vyplyva, ¥e funkeia .{b(n)} {1} je kon$tantna. .V bode n = 0
nadobida hodnotu 0. Ak maji byt obidva -operatory rovnaké, musi byt
« identicky rovné nule. Potom je viak aj {b(n)} = {0} Teda funkcia {0} je
jedinou funkciou, ktoré sa rovnd &iselnému operdtoru.[0]. Pretoe sme &sla
vnorili do telesa operitorov, je uZ definované stitanie, nésobenie &Sisel a ope-
rétorov (obzvlast aj nasobenie &isel a funkeii). Bez obavy z nedorozumenia
budeme v daliom miesto &iselnéhio operatora [«] hovorit o disle & a vynechavat
hranatt zéatvorku. Pritom treba divat pozor, lebo « a [«] je nieto celkom iné.

Je osoiné v¥imnht si pritom niektoré mwoongm pripady, ktoré g:wosm
v dalfom beZne pouzivaf. .

a) Ak « je ¢slo a {a(n)} funkecia, mdme:

(e} = ) ) = 5 (o)) =

-

ﬁw aalt — Sv
_ N=1 AC.« , ﬂﬁww.mmwAng Agﬁs\vw

b) Ak za 3?5 kladieme wamemib: funkeciu {8}, e a{f} = {f}..
c) Ak za {a(n)} 'kladieme kon¥tantnd funkciu {1}, je «{1} = {«}.
m—oﬂE: kazda WOcmemEBp mﬁbwﬁm m& sa d4 pisat ako mﬁoE Qm? o a ope-
31} _ {3 v
w
OB URACE

ratoru {1}. A.Ho je vlastne zrejmé aj z toho, e

& >W um 7&095?% owa_.sﬂon. b uw .»3 ie

e e e a0 ‘ =
| leﬂnﬂ.@.w.@. o
O _ (O o _ 0.0 _
*% s: R R UV @O
a {0y 3+€Z a{l} el
FT0= +E Twmsm T

Poznimka 2. Huosb@BoE&Bm % na rozdiel od vlastnosti 58%53 sub mv
sadet &isla o a funkeie 3?3 sa nedd Emmm v tvare Aa 4 a(n)}. Operator

9+M @|:w

e

\

& + {a(n)} sa da pisat iba ‘ako W A1} {a(n)y “ &

{1} {1}

{3
[

+
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5 wauw tor szw&e

n % 3
L

Hunmeoxm owanpaou. {1} sa velmi mpmno <%mwv&:_m oznatme ho Nb@WoB N t. j.
polozme [ = Cv Nech {a(n)} je funkecia z K. Potom podla definicie stidinu

plati: l{a(n)} = ,—M a(t — :“ Nasobenie funkcie {a{(n)} s operitorom I je

teda sidet hodnét funkeie {a(n)} v bodoch 0, 1, ..., n— 1.
Definicia 3.1. Operdtor 1 budeme volat operdiorom sumdcie.
Lahko moZno vypotitat kladné celodiselné mocniny ‘operatora .
Veta 3.1. Pre lubovolné prirodzené &islo k= 2 a operdtor 1 %Naﬁ
g NN ey AQ&|~W 1
Uowms Urobime WO metédou tiplnej indukcie. Pre k=2jelt= N l=

n

.IC,KS “ M “ {C1. ,Ho.mm nase tvrdenie je spravne ?.o k=2 Huummwc-

t=1
kladajme, Ze nafe tvrdenie E@E pre k=1, mv ey M. Moga

t

n

=1 = ) (O = AM qﬁwv — (Lo L

j==1 ¢
+ O+ OR + .+ O + O = {07
Tym je dokaz urobeny.

§ 4. Operator tvorby diferencii

V operatorovom po&te mé hlavndG dlohu operdtor inverzny k operatoru
séitovania.

1 P . o vr
| mazveme operdtorom tvorby diferencit a oznacime ho

Definicia 4.1. Operdtor -
znakom s.

Z definicie vyplyva, zels = sl = 1 (kde 1 je &iselny operator). Poznamenajme:
Zatial ¢o operator ! je funkcia, t. j. padne do zavedenej mnoziny N, operdtor s
nie je funkecia, t. j. nepadne do mnoziny N. Z definicie operitora s vyplyva,

1 . ‘
e — wseﬂm do N. Neskor \Ew%mmam. Ze i operatory

1 1
SFT LR a podobné
s mﬂ:WS@E_ t. j. wsﬁ.& do N. .

V daliom budeme potrebovat pojem diferencie mﬁdWoS. Z@ow {a(n)} je
funkeia, prvou diferenciou (alebo diferenciou prvého ridu) funkeie {a(n)} bu-
deme volaf funkeiu {da(n)}, ktord je definovana takto:

{da(n)} = {a(n + 1)} — {a(n)}.

1
1 Kombinaéné &islu budeme oznatovat znakom Cf, wn&oa plati: Cf = j "
pre 0 < g <p, kde p a n su @anmu.ob& isla. H.Eeog mambfmgm 0l=1a Em p<g

Q«.lo
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Diferenciu prvych diferencii oznatime {4’a(n)} anazveme druhou diferenciou
funkcie {a(r)} a budeme ju definovat Swgn

E a?: R&: + 1} — {da{n)}.
V&eobecne &m.mmozﬁ.ﬁ w Svo Hmmﬁ ?bwoﬂo AaAsvw _o_:m@Bm oszoo<w¢ Ef?x
a definovaf taktfo:
{d*a(n)}y = KTS? + 1)} — KTﬁsx

Funkcie {da(n)}, {4a(n)}, . ﬁw&sd 80 mﬁc.ﬁ&m Z N

Veta 4.1. Neck {a(n)} je \ﬁsgsa, potom pre n = 0 %SS.

s{a(n)} = {da(n)} + a(0).
Dokaz. Funkeiu {a(n)}, pre n = 0 mo¥no napisat takto:

{an)} = @O} + {a(1)} — @O} + ... + {oln — 2)} ~
— fa(n — 1)} + {a(n)} — {a(n — 1)} = {a(0}} + {4a(0)} +

4 {da(L)} + ... + {dan — 1)} = (a(O)} + ,”.M%c. —~ :“ :

Cize {a(n)} = la(0) + I{da(n)}. Vynésobme obe strany operdtorom s, dosta-
neme s{a(n)} = {da(n)} + a(0), o sme mali dokdzaf.

Ak vo vete 4.1 je a(0) = 0, dostaneme s{a(n)} = {da(n)}. V tomto pripade
nasobenie funkcie s operatorom s déva diferenciu funkcie. Preto sme nazvali
operétor s operatorom tvorby diferencii.

<@$ 4.2. Nech {A*a(n)} je k-ta diferencia funkcie {a(n)} @ dia(0), pre 1 =1,
k su hodnoty i-tych diferencit funkcie {a(n)} v bode n = 0. Potom plati:

“nay

st{a(n)} = {dra(n)y + 4 a(0) + s4*2a(0) + ... + §1a(0). (5)
Dékaz. Pre k — 1 vzorec plati (veta 4.1). Predpokladajme, Ze plati pre
k=1 — 1, dokéZeme, %e plati pre k = l. Potitajme:
san)} = s.s Han)} = s[{4a(n)} + A-5a(0) + ... + s2a(0)] =
= g{d"a(n)} + sd4?a(0) + . .. + §24a(0) 4 s1a(0) =
= {44 a(n)} 4 41a(0) + .K_TSAB + ...+ 87a(0) =
= {Aa(n)} + 4a(0) + sA%(0) + ... + mT.waon.

Pre poutitie vzfahu (5) na rieSenie diferenénych rovnic je vhodné ?mmm (5)
v tvare:

(Mra(m)} = st{a(n)} — s+3a(0) — ... — 4 _ssv . (8)
Vztah (6) ném ukazuje, ako sa poditaji diferencie pomocou operatora s.
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T §5. wmomg&:a.?uwao operitora s . . . .

Definicia 5,1, Operdtoy oSt - g, b1 + ... + a8+ %y, kde o, o, . . Oy
5% Lubovolng sl o % = 0 budeme volar polyndémom k-teho Stupiia operdtorg 8.

Veta 5.1, Dy polyndémy operdiora s st royng viedy a len viedy, ak \Sm\s.n@.m.ﬁ@

Mt et S Pt 4 gy g (7)
plat{ viedy a len, véedy, ak- ‘

....;«o”‘o. ’ Amv

L S W =plyp g + Bl
%+ oy {C1) 4 T % {CY =b+ a0y 4 .. + B {CH.

Z tejto TOvnosti gwﬁm‘.‘.m vzhladom njg, Zndmu vety 5 &mmca% vztahy (8).

Og.m#mb% vyrok je trivislny. . . .
£ k—1

Definicia 5.2. Opergsoy 45" + 016 o+ ..

3 B % 9 s §§%$+\w§l~%$|..~ +

m?mt.. ;‘P&.& w@geo?\m &isla o Brs™ . +6, %0 budeme volar racio-
ndlnow funkeioy Operdlorg s, A ,

Dokézeme si este nasledujicu vety
Veta 5.2, 4z

...HMV kde «,, ®1s ooy oy

§%+:.,+§H$%+.:+§ -
Bus™ + T B, g+ TS, _
potom pre Lasds Cislo & (redine alepo kompleané ) pri ktorom
Buk™ + ... + By = 0, L % =+ 0, (10)
Plati rovnose: ; e L . .
.\mkam»+...+@a”§m@+...+§ (11
Ay R

Toven o

Dékaz. Z rovnost; (9) vyplyva:
Rl PO, S F o) =(rer 4 F0) - Busm . g,
Ak rozndsobime,’ dostaneme ny, Iavej @’ pravej strane polynémy operatora, 3,

Podra wwomormmu&mo&.“ vety maji pri rovnakych mocningeh operitora s roy-
naké koeficienty. 7 tono vyplyva rovnose. -
e R L W=kt ey + By).
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dokazaf.

. 7 .&m*l*l...l—lmev.
i vydelif dua.@NoB.A re i
Vzhladom na (10) BONHBM VoMM %ewmwwaa.uo<50mn (11); ‘ktord sme ma
- » ma.lw + cen 0
(B ™ 3 B

B e R T k < m, kde

. ; erstoru s —“— cee + B+ By ] -
Kazdf racionélny vyraz op ; .hs\M .Mo si redlne &isla, di sa rozlo
. 0 —~13 ¢ 0 ’
oy gy %:- HT > P

Ov Olp—1s - . .va ﬁvwmvo,qn

o b . ¢ nasledujdci
3t na msmsgw zlomky na: L
o irodzené &islo. ) _
7 4 m\ Hﬁ_ ap HVH.HH.O . - $ #H mOmEOw~

kde o = 0, f - 0 &2 H.%%M M@ hﬂmga ktoré funkeie s v zmysle nagic

- awvw? Q 2
Nasim najbliziim ci

8

HA% [ﬁ?vn IT.%NM%,» .

- , ¢ Smi Q@QH%&OHBW. . (P meq t. w. HUQAWH:\H
totoiné s prive bwwymﬁw%mﬁéma e tieto operdtory st vobec funk
D o o y vysle ’
WHJ Nm\mm.mb.ua

% N c . — T mV % Or ro EOV _
Hu p_WﬁFOW& %”_h..wp cie A nl Q.RQH.@HP@
AWO mnozin’ Ire Tl riese. 181 V. e

. ie najst. v : - ; 5 privodzené 8islo.
doleZité tieto mﬁbwau.ﬁwwwwﬁwaaﬁm &islo rézne od —1 a k Tubovolné prirodz
Veta 5.3. Nech a je

Potom plati: 1

(s — ava,

4] 1 . _ I e vVela
| _ _ r.c EQ&OAWO,G. .—NHVH_.MH u ngQBQ na Hv
U wg VA H.OU me (5) MHHQ.—H.—WGwm — vA ) vV t.

= {CkYa + 1)r*+y.

plati m:.m.w = & 1)y —
?Egnﬂ + 1% =sfl@+ 1 — fele+ 1} =1+ {(a+ :
(s — a){(e + 1 A .

— = = : o o1,
. + 1) — {afa + 1)} =1+ {@+ 1) a} — {afa + 1)»
{a %}. Teda veta platf pre k = 1. Predpo-

<l %4@ — . . U»mﬁ% vztah
Z toho vyp ) mwwmm pre prirodzené &islo & =r, t.j.je sp
E@Q@MBO. Ze veta ,.

; 1. - - AQ“-I;Q\ IT _.v:lnluw.

HquoB,a.Hiaum“ - . |

L (g — (s —a) . |

G—ay" (s—a N B T_v )

um_ﬁfﬁ 1)+ Cl(a + :.-,T?Jr 1) W =5 o
- A Ol e DD = @+ 1) 0.

=+ G Indukciou vyplyva, Ze veta mwm&,w pre kazdé

= {(@+ 1y} {CiYa + 1)1} =

Teda veta plati pre k = ». +1

prirodzené &slo k. - 913




Doyplnkom predoilej vety .je Sy -
Veta 5.4 Pre kaZdé prirodzené &islo plati:

1
. .AMM_.[; = ﬁ.T,u?\vT
kde {I,_,(n)} je funkcia definovand takto:
{0, prenFk—1 -
Lpaln) = A 1, pren=Fk—1.
Dékaz. Urobfme ho metédou Uplnej indukeie. DokidZme najprv, Ze plati

pre k = 1. Poditajme (s + 1){ly{n)}, kde I,(n) IA m=10
0, n % 0.
Méme: (s + 1) {Io(n)} = s{Iy(n)} + ﬁ%& = I(0) + {Ly(n + 1) — Im)} +
+ Ijn)} = I10) + {Iy(n + 1)} =14 {0} = 1. Teda pre k = 1 nada <mg. je
sprdvna. Predpokladajme, %e plati pre prirodzené é&islo k& = »: 7 +:1H
= {I,_4(n)}. DokdZeme, Ze za tohto predpokladu plati m.s. @a@. prirodzené &islo
r + 1. Skutolne: ,
11 1
E+Y*T s+ 1y (+1)

{3 Tstn— 9 16— 0l = o,

= {L,a(n)} {1, ..Q%

\c pre n == r
/~ pre n = r

V dalSom budeme potrebovat vyjadrenie ooueo raciondlnej funkcie operé-
tora s:

pri¢om I, (n) = . Tym je veta dokazand.

1

NQAQumwhv,”gu e“H“Nv...v

kde «, § & 0 st redlnd &isla.

Pomocna veta 1. Pre 3&&9& na parcidlne lomky raciondlnej lomenej funkcie
K (, B, 8) plati:

1 4, A B
Kleob0) =t o~ MF u% talm| rmrae

i~k

%ﬁmmcs kﬂ& = mﬂlmklw Awmvnelk ’

a=o-4+1f, a = a —1f.
‘Dékaz. Na zdklade zndmych vzfahov mo%vzaBo pre v =1k

L (x—wa)y ] 1 1 1
k»lWB—“A&lav Aalavu _azwﬁa.lav,. @—ay (28"

1 <k<v, A, je komplexne zdrufené k A,,
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Podobne pre k < v

1 . odrk (x — a)
A= (» — k)! ww dzv* T&l o) (z — mL :

Po tprave dostaneme: .
P

4, = Qmﬂ.m*lu AM\wvmelw . (12)

Vztah (12) .vo~ omqo@ms% pre k < v, ale ako i&mmv plati aj pre'k = v. Porovnaj
s prvou ¢asfou dokazu..Tym je pomocnd veta dokazana.
1
- y=1,2 ..., kdex, F0
Veta 5.5. 2@&, K (x, B, 8) 6 —oF F BT v . g
st redlne &isla. Potom plati: .

K («, m. .wv = ”w MeU Qw_lp Re [4, . AQ + Hvsl:w”_“ .
k=1

Dokaz. Z voan.E&. vety 1 a z vety 5.3 vyplyva:

v

K, (x, B, 8) \H M _“Q Mn.wsvw (s W»mv»_ =

k=1

{3 oty @+ v Gy

k=1

HuEeoB sme poufili e¥te okolnost, Zea = « + ig = l~ Pretoze A,(a + C.TTL
= Aie 4+ 1y *1az 4 z = 2 Re [z] dostaneme daléj:

Ky B,8) =1 5 0512 Re [A,(a + :i.:_v .
=1

Pre praktické tdely je vyhodné urdit redlnu &ast saéinu A, . (@4 1)»*+

Re[4, . (a+ 1)) = Hi Sk ssi i (Yl + D A
. cos [(n — w + Cmnmﬁr*. C“_ +mmw=::l k4 1)arg{(a + .:L :

Z toho vyplyva
%.mu v}N Hﬂm T&wAQ + u.valw+~”_

(— va mgmﬂqlé _a o ﬂ_fi_ oOm 23 — Na + 1) arg’ (a + E. pre k wpgm
- 1= CaL m\mﬂgﬂi a4 1|» ¥ sin [(u — k + C arg (@ -+ 1)], pre k nepérne,

w%_a+: Y+ o)+ ;
‘Specidlne w&w@@%“ Evo& sa dmwu&ﬁuc pri ?@Wﬁoﬁoa womng.
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1. Ak x +1>0,8 >0, pre v =1, 2, 3, 4 dostaneme:

KEy(x, 8, s) ”ﬂw_ @+ 1|"sin S\ﬂv .

Ky(x, B, 8) Hﬁ%mu_a.f :amngﬂlmﬂ%iauf:aiog?l 1) ev

N%?F&““Mm«_a‘_: :amgsélwmﬁ;_a._. |*2cos(n—1) g —

wuusgl 1) |a +1|*2sin (n — 2) ﬁv

Ky, B, ) nnéq_in 1 |"sin ng —

5 ...,
Sums_su_.u_:lmooi.élvtﬁl

»uuiﬁl S_auT 1{"2gin(n — 2) ¢ +
w.mp.a?«l 1Yn —2]|a -+ 1[*3cos (n — 3) ev

kde |a + 1| = J(o + 1>+ 2 a ¢ = arg (@ + 1).

2. Ak s =0 a >0, potom a 4 1 =1 Bi. Oznadme 1 4 fi=c. Pre
»=1, 2,3, 4 st vzorce ako v 1, len miesto | @ -+ 1| pifeme |c| a miesto ¢
budeme pisat y, pridom y = argc.

3. Aka = —1af > 0,potoma + 1 =fi, _a+:|u,s§m€+:lw\w
pre v =1, 2, 3, 4 QbmgdpEa
K,(—1,8,8) = ﬁme sin qTMv :
. ‘
K188 =[5 1 — msinnj}.
Ky(~1,4,9) = {5 6% — 4n + 3 sinn ]}
N%IH B, ) |AH uaLAW\m%eslew‘ﬁuV@Mvae@M“

Poznimka 1. Ked checeme nahradit sty a rozdiely argumentov nasob-
kami argumentov sinusu a kosinusu, méZeme pouZit zndme vzorce z eiMOdo-
metrie pre viacndsobné uhly. dqm%mB@ vzorce aspoii pre pripad, ked & = 0.

= A asin (arctg B) = B4, wOeoE dostaneme:

HuowomB@. cos (arctg f) = ~—— 7T + P
A 1
sin [( — 1) srotg f] = 41 3 CE*(~1Y = EPyif),

- j=0-

pritom [ = wltmulm, pre k parne; I = lelwu pre k nepérne. o

i
cos [(k — 1) arctg ] = A M (—1y Qw.&m&. = 2*7Q,(B),

k— E—1
kde I = 3 3

Vy#etrime teraz tito racionilnu funkeiu:

pre k parne; ! = pre k neparne.

s = , Nrw,..; kde «, 0
Qu(x, B, 8) :mla%._.m% g e, B+
st redlne &isla. Za tym téelom uvedme nasledujicu pomocni vetu.

Pomocnd veta 2. Pre rozklad na parcidlne Zlomky ractondlnéj lomenej funkcie
Qy(x, B, ) plati:

Ly

@L?P&HMT M, M, _ eum. w

z— Sw A& — a)*
k=1

kde M, = Cli oa EE@# (x + d), prel<k<
kde

s We%l”@lu“lmm pre 1 <k <v; eﬂw..wu.

B, ] pre kb = v; wﬂrw.wu..
a M; je zdruZené komplexné ¢t Gislok My, a =0 +if, 8 =« —iB.
Dékaz. Na ziklade znamych <Nmm~5< dostaneme pre v = k:
. (x —a) z
U, = rE T% — ay (x — a) me (x —ay

e _atpi
“@—ay Gy -

Podobne pre k < v

= 1 dr* (x —a)yx
M=% lim o Ta &)z — mL .

Po tprave dostaneme

PR (k—1)
= O gt T +5 T _i : s

8

Ako vidiet, (13) a (14) Bomcc spojit v jediny vzfah’

M, = Qg L%R +8i], prel <k<y; v=1, 2, ey

s g
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pridom :
_ wm@l'lmlmlwlwu, pre l <k <w, »=2,3,.
B, ‘ prek=v,  »=123,
Oznadme b, , = « 4 di. Potom moZeme vyslovit 33 vetu
Veta 5.6. Neck Q,(x, f, 5) w%j v=1,2 ...axf+0si

redlne &isla, potom plati:
Q. B, 8) = T, > Ci' Re [Mya + :i:“ .
E=1
Dokaz. Z woupomb&v«mq.w.. a vety m.._w?%ﬁ%dm”

v

Qo) = ) [+ @Mb%_ -1 M G Ma + 1

(s — a)t.
k=1 . k=1

+ Mo+ 1y} =2 ) O Re (M, (@ + 1y=+)
k=1
Tym je veta dokazana.
Poditajme eite, omu sa rovna:

Re [M (a + 1) %1 = b, 1@ + :Ti@

Re 051 g 3

1
= Re _HQmﬂwwlw Awmvnelm _ Nu._.Ln_ _ a + 1 _xlr+H wlw

.[[cos arg b, + i sin arg b, ] . [cos :3 — Nn + 1) arg (@ + 1)] +

+isin[(n — k + 1) arg (@ + E; .

Z toho vyplyva
- Re[Mya+ 1y =

elw
(—1? swwﬁ [B.idJa 41 [»++ cos[arg b, , + (n— k- arg (@ + D],
bt (1ot pre k pirne
T) 0T e bl e+ :.,.:;s?ﬁ:gti:sms 411,

pre k nepirne

Kde | b, | = Va2 + 6%. Uvedme si niektoré Specidlne pripady, ktoré budeme
v dalSom potrebovaf.
1. Ak 6 > 0, § >0, H:.meﬂw 2, 3, mEsBm

Qi(x, B, 8) = “ ; 010" 8in (1 -+ 3@&

Z8

@:Ip
Qo 8,5 ={% - T% 5600 (s + 1) = i 008 [y + (0 — 1) sé

Qe )= r@v o[ st sin (s + m) w.,@% 008 [y5 + (n — 1).9] —

—nln — 1) ey sin lgna + (0 — 29 ]}
1 5 . n5
Qulx, B, 8) = Fﬂm o T!w 0410% 810 (941 + n@) — %?&&8 (9424 (0 — 1) @] —
- wis — 1) @s0 8in [yg + (n — 2) 9] +

F (1 — 1) nlr — 2) ey Sin [gee + (2 — 3) é .

Kde g, ; je absolatna hodnota, v, , argument komplexného &isla

. (E—1)8
g 1 =
b, , = 9+wwe|~nly, pre l <k <wv, »=2,3,
x -+ if, pre v =k, y=1,2, ...
a o absolitna hodnota, ¢ argument komplexného &isla a + 1, pri¢om
: a=oa-+ i
2. Akg=—1a >0, potoma +1=pialat+1|=Faarg(a+1)=
= —. Dalej b, . = C,,;, ktoré je definované takto:
. (k=1 -
— — 1= =
0., = H+_welwluuu pre k<wv, =23,
—1 + 8, C prev =1k, y=1,2,8,

Oznaéme absolitnu hodnotu C, ; znakom 4, , a argument C, , znakom p,, ;.
Potom. pre » = 1, 2,'3, 4 dostdvame vzorce ako v 1, len miesto o, ;, 0, ¥, 3
% - - ! ﬂﬂ
a miesto ¢ kladieme po poradi Apis By Vor 8 3

3. Ak x = 0, § > 0, potom pre » = 1, 2, 3, 4, dostaneme:
@:(0, B, 8) = {p" sin n}.
@,5(0, B, s) = Als\ i utsin ?s —1) &V

Qs Ao u.& !Awummtalns\—u wsin (n— 1) ¢ — (n — 1) cos (n — 5, %H_V

@40, B, ) Hﬂmplmluta:_Hmd&nmmb (n—1%—(n— C.Wtooisl 2y —
— (n— 1) — mvwmg (n = 3) iv .
kde ¢ je argument a u absolttna r,omn%w komplexného éisla 1 + Bi.

13 Matematicko-fyzikalny &asopis SAV, VII, 4 — 1958 NH@



§ 6. Rielenie linedrnych diferenénych rovnie

Operatorovy podet diva pohodlné spdsoby riefenia linedrnych diferendnych
rovnic. V pripade obydajnych diferendnych rovnic pouZitie operdtorového
podtu m4 niektoré prednosti v porovnani s klasickymi metddami: netreba
Specislne tedrie, prevedi sa na obydajné algebrické rovnice v homogénnom
i v nehomogénnom pripade.

Nech .
a4 o APl 4 L xx= (15)
je linedrna diferenéns rovnica k-teho ridu s kon$tantnymi koeficientmi;
%gs Bgs - -5 0 == 0 80 dané &isla a f je dand funkeia. Je znima tato veta (tzv.

existentnd teréma):

Veta 6.1. Neck o, 71, - - - Vi je k danigjch redlnych Eisel. Potom existuje jedna
jedind redlna funkcia {x(n)}, ktord sphiuje rovnicu (15 ) a tychto k podmienok:
2(0) = 7o, A2(0) = 71, - -, A12(0) = 3,y

Podrobny dokaz vety ditatel moze najst v [4].

Hladajme riefenie rovnice (15), ktoré vyhovuje podmienkam uvedenym
v citovanej vete. Ak pouZijeme vzfahu (6) z § 4, t. j. Afx = sfz — s tx(0) —

— s 2Az(0) — ... — AF1z(0), potom (15) sa dé pisat takto: okstx 4
doop S A o o= f st ...+ By [, kde
By = SyitVo & Gpya¥s + « -+ F OPppa1r v=0,1,2, .., E— 1.
Odtial ihned dostaneme:
Beoas® 1+ ... + By f
_ 1
“ «, 8% + +Rc +Q‘m‘n+...+§. k8]

Aby sme ziskali rieSenie v og&ﬁboB tvare, musime najst funkeiu z(n), ktord
sa Tovna operdtoru na pravej strane. Za vhodnych predpokladov o funkeii f,
najmi ak f je polyném, alebo racionilna funkcia, vieme to jednoducho
urobit. Ak f je racionilna funkcia, méZeme totiz pouZit rozklad na tiastotné
Zdomky a vzfahy odvodené v predchidzajiicom paragrafe. Vo vieobecnom
pripade treba, pravda, ﬁocsa definiciu sadinu dvoch operdtorov, ktoré si
funkciami.

Uplne analogickym mwomocoB moZno rieit systémy linedrnych diferenénych
rovnic s kon§tantnymi koeficientmi. KedZe ka#dy linedrny systém moZno pre-
viest na systém diferendnych rovnic prvého ridu, stadi nim zaoberat sa tymto
systémom:

Az + oy®y + oo+ @ =h
Azy + 0y + oo O T = f2
Sem s e AR (17)

D&ﬁ + Qﬁ:ﬂﬁ»l—l wie = +§5.§Hi”\§q
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kde oy, 2, k= 1,2, ... m, sa konstanty a f;, 1 = 1,2, ... m sG dané funkcie.
Existen®na teoréma pre takyto systém hovori, Ze existuje jedno jediné riefenie
sastavy (17), ktoré vyhovuje tymto podiatotnym podmienkam:

HWAOV = Y1, HwAOv = Y25 «- > &SAOV = Ym- Ammv
Ak pouiijeme vzfah z vety 4.1 Az = sx — x(0), potom z (17) dostaneme:

(on+8) 2+ opta+ ... Founr, =+ h
Oy + (&g 4 8) Xy + ...+ KguTy, = Vo + fo
................................ I (19)

9§~S~+ QS&&&IT sele I_l A?S..Sl_l hv 8§”v\§ +\S.

Ked rozriefime tiito sistavua vzhladom na x;, tym dostaneme z; ako funkciu
operatora s. Poznamenajme eSte, Ze determinant sistavy (19) nemdie byt
identicky rovny nule, lebo koeficient pri s™ je v kaZdom pripade rovny jednej.
Dalii postup je zrejmy a objasnime si ho na prikladoch.

Priklad 6.1. Ndjdime to rieSenie diferen&nej rovnice

A’z — BAx 4 6z = 0,
ktoré splituje podmienky: -
z(0) =1, Az(0)=0.

Poznamka 1. Keby sme ddsledne pouzivali predo§la symboliku, mali by
sme pisat {A%z(n)} — 6{Ax(n)} J- 6{x(n)} = {0}, pretoZe tak prava, ako aj
Tavé strana rovnice s funkcie. Aby ditatel sprivne pouZival operdtorovy
podet, ked diferenénd rovnica je danid v obydajnej symbolike, budeme spo-
tiatku imyselne pouZivat uvedent symboliku. Neskdrsie pri riefeni diferenénej
rovnice pouZijeme hned operatorovii symboliku.

Riefenie. Vzhladom na poédiatodné podmienky mdame: A’z = s’x — s
a Az = sz — 1. Dand rovnica prejde do tvaru: s?x — s — 5sx -+ 5 + 6x = 0.
Odtial pomocou vety 5.3 dostdvame:

§—5 3 2

=T sz s—3= B-3—2.4%

Priklad 6.2. N4jdime riefenie diferendnej rovnice A2x — Ax — 2z = 0,
ktoré splituje podmienky: z(0) = y,; Az(0) = y,.

RieSenie. Po tpravich vzhladom na podiatoéné podmienky méme:
8x — sx — 2% = 8y, + ¥, —¥,. Odtial pomocou vety 5.3 a 5.4 mame:

lw\}lﬁu $+§ 1 2% —n "ty
=T m+~+ mlwnh g 1+ 7 J;v.

Priklad 6.3. Nijdime riefenie diferenénej rovnice {z(n 4 1)} — Q?\x =

= {n}, ktoré splituje podmienku z(0) = 1.
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Riefenie, Ak vezmeme do Gvahy podmienku, pouZijeme vetu 4.1 a urobime
tipravuy, QOmgme@

.3&?3 = {n}, D& ,H,? . S8x ,! 1 = n.

Qdtial pomocou vety 5.3. mame toto riefenie:

1 = - on on
gtw+u!? m1wf

Priklad 6.4. N4jdime rie§enie diferenénej rovnice druhiého radu
. DM&IMD&.Tm&HF
ktoré spliiuje podmienky:’

z(0) =0, Ax(0)=
Riesenie. Vzhladom na m.ommmao.mbmvwo@BmabW% a vetu 4.1 mime:
, . ‘umalw l..wu&.fmﬁﬂo.
Odtial ined podla $pecidlneho pripadu-l za vetou 5.5 mame:
x = ﬂ%fl%”ﬁwnw «\Mv:mmﬁsmv .

Priklad 6.5. Najdime rieSenie rovnice
Aty — 4Ax + 132 = f,
kde
: 1 —\n . ki
.\ = “lwn (3 y2)"sin SM.V ,

ktoré spliiuje podiatotné podmienky Axz(0) = x(0) = 0.

Riedenie. Vzhladom na podiatoéné womammam% dostaneme:

g

(s—2p+ 3"

Odtial ak pouZijeme mwwo:&b% H:.%@m. za vetou 5.5 pre v = m _méme rieSenie
v nasledujicom tvare:

s2x — 4sx + 13z =

w1 1 n -
T= _“A.w...,| 2)2 + 372 = AWNQ _\wv sinn o —
5" Aw V2 Val cos As — 5 v

Hulwum,m. 6. 6. ZE&E@ g_m& EommE.w ﬁE.oSme& rovnice
A%y — BAx 4 6x = 5%,
ktoré spliiuje tieto womsnomzo wo&n:ﬁ_w%
. 7 Ax(0) = 0, - 2(0) =
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Rietenie. Ked poutijeme vetu 4.1 a ,wommm:«o.mcm womnm@am%..‘ mo%@.nngo
§—5 5" ;
== = —2)

Urdime, domu sa rovnd

‘a: 5
s 2)s—3)
Za tym ﬁm&oE.ﬁom@&Bm. I o
|||II|II]@: n " 0 no_ n m
G —2) (6% . {4 — 3 = (57} {4} — {57} . {3"}.

Poditajme elte

n "

6 . (&) = A > mi&r* = Ami ¥ AWVIV -

i=1 i=1

potom
5 5" 3"
. A AN S S
e B Vi
Podla zndmych viet vieme, Ze

s§—5 .
(s—2)(s —3)

Potom hladané rieSenie m4 tento tvar:

(3.3 —2.4%.

1 7
e g —_ n I 7/
alnwma 3.4 +ww“.

Poznimka 2. Ak na pravej strane diferen¥nej rovnice je exponencialna
funkeia, mo¥no v ka¥dom pripade pouZit podobny obrat, aky sme robili

vykiie, pretofe sumécia vedie na konetny geometricky rad.

Priklad 6. q Néjdime rieSenie tejto diferenénej rovnice:
A2y — BAz + bz = mo.r.
ktoré d&oﬂ:a podmienkam:
Az(0) = - z(0) =
‘Riesenie. Podla predosiého HEEp&: B@ch,m ihned napisat nasledujuce:

s—b 5.et"

an@lsalvawelwvalwv.
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Ak pouZijeme. rozklad na parcidlne zlomky a vetu 5.3, dostanem rieSenie
v tomto tvare:

3t —4 . 23 1 i
xr = — 4n Hed
A 1 — 3 o»l»._:m@.mmlqa»;*:wwv.

Poznédmka 3. Na tento tvar sa daji previest tie diferendné rovnice, ktors
maji na pravej strane funkciu tvaru sin an, cos an, P(n) sin an, Q(n) cos an,
kde P(n), Q(n) si polynémy alebo exponencidlne funkeie.

Priklad 6.8. N4jdime riefenie tohto systému diferendnych rovnic:

Ax =y — 2,
Ay ==z 1y,
Az =z + 2,

wnow.omw_sﬁmwomsazwwﬁovl&. ”ﬁov Im.ﬁov”?wﬁwm?muemﬁﬁ%uam
dané konitanty. :

RieSenie. Ak poufijeme vetu 4.1 a podiatoiné podmienky, nafa sistava
diferenénych rovnic prejde do tvaru:

8 — Yy +z =g,
II.\BITA%IHVm\”ug
—x+ (8 —1)z=y.

Odtialto moZeme vypoditat funkeie «, y, 2z ako funkcie operatora s a podiatot-
nych podmienok takto:

aHRIw.TN.TIM\IIJmH:alm,_.i+€|§wd.
_—o—y+B8 v+ta K —y+8
y - I e =

={c—7+ B+ @ +a)2 + (—y + f) n2 Y.
HI?I..:.T,% 2y +a— 8 mlg\l.
z . + rE) ._1?.[:

= {(— g!frmI.va\+gl.3w=+a|3§?¢

V predchadzajicich wﬁﬁpmoar sme vidy mali poéiatoéné podmienky v bode
“n = 0. Pre tento pripad je operdtorovy podet zvlast vyhodny. Ak hodnota n,,
pre ktori st dané potiatotné podmienky, je rézna od nuly, postupujeme takto:
RieSime tlohu spodiatku tak, ako by boli podiato&né podmienky dané pre
hodnotu n, = 0 a potom zavedieme vo vysledku prislusnid transformaciu
m = n — n,. UkdZeme si to na nasledujicom priklade.

Priklad 6.9. Nijdime to H.Smem diferen&nej rovnice:

Adx — a%a 4 11Az — 62 = f,
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kde
{f(n)} = {67},
ktoré spliiuje podmienky .
. z(3) = Az(3) = A%z(3) = 0.

Riesenie. Spravme transforméciu n = m + 3 a poloime {z(m -+ 3)} =
= {x,(m)}. Napiéme najskor rieSenie rovnice A3z, — 6A%x, + llAz, — 6z, =
= f(m -+ 3)ktoré vyhovuje podmienkam z,(0) = Az,(0) = A%x,(0) = 0. Potom
mame operdtorovi rovnicu v nasledujicom tvare:

£z, — 6s2x; + llsz, — 6x; = {63},
Odtial (pouZitim zndmych viet) bfadany vysledok ms tento tvar:

-

H u. u. +3 —_
a_NTQI:I%IN._.w@ls_.G b=

m

— A.Wz om _._ gm + .W PSV . m&§+ww j— ﬁ M mmti-i AWMmL — 31 +. Wlkmlwv” s

i=1

55 +-]

Aby sme nasli hladané riefenie pévodnej diferendnej rovnice, musime vy-
konaf transformiciu m = n — 3. Potom dostaneme:

53 5n—8 2n—3
S i N n—3 __ 413
ey =[5 - I -
¢o je hladané riefenie.
Videli sme, %e rieSenie (16) rovnice (15) obsahuje 8,, »=0,1, ... n — 1,

ktoré st funkciami koeficientov rovnice (15), podiatotnych podmienok a na-
dobtidaji uréité hodnoty, ak st dané urdité podiatotné podmienky. Ak po-
diatobné podmienky st vieobecne dané, potom f,, »=0,1,...n — 1 st
vieobecné konstanty.

Na%u metédu mozno pouZif na rdzne krajové podmienky, ak za prisludnych
podmienok rieSenie existuje.

Priklad 6.10. Najdime to riefenie diferenénej rovnice

A3y — 6A2z - 11Ax — 62 =, f= {6% (20)
ktoré splituje tieto krajové podmienky:
sﬁovlhwv &G.v” :W &va“wqw.

Riedenie. Za tym ti¥elom rie3me najskér rovnicu(20)s tymito podmienkami:
2(0) = &, Ax(0) = B, A2z(0) = y, kde «, §, y si konStanty. Riefenie rovnice 20
s. tymito podmienkami bude:

=[G + G2t + O3 + Cute},
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kde

Com —ghtoatsy—r.

Nw_w checeme n4jst riefenie (20), ktoré splituje krajové podmienky, musime
urdit kondtanty C,, C,, C,z nasledujiiceho systému rovnie:

: G+ C,+ C; =4,
20, + 3¢, - 40, = 11,
40, 4 9C, + 16C, = 33.

Riefenim tohto systému si: O, = 2, Cy =1, C; — 1. Teda riefenie (20) m4a
tvar

anAwH.m=+w.w=+w;+%v.

Poznédmka. v niektorych pripadoch sa méZe staf, Ze systém rovnic pre
konstanty ¢y, ¢,, ... je neriediteIny. Potom neexistuje rifenie pri danych
krajovych podmienkach.
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OB OIIEPATOPHOM METOJE OJIA PEMEHUA
YPABHEHUT B KOHEYHBIX PABHOGTAX

NOo3E® AJIAUAmM
Busoau

HOro mewmenerma. Hacroamas paGora UOKA3WBACT, YT0 ARANOTHIHHI MOTOX MOKHO mo-
CTPOUTE B JUIA PeNIeHUA yPABHEHMR B KOHETHEX pasmocrax. B §-ax 1—5 gamo onpenesnenne
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ONEPATOPOB ¥ are6pandecKux ONepanuK Haj ONEPATOPAME H HCCIOIOBAHNL HEKOTODHIe HX
cBoiicTBa. Pesynbrats a1HX §-0B BCHONL3YIOTCH B §. 6 A1A pewenua ypaerennit 8 xoEeynHIX
pasHOCTAX.

UBER EINE OPERATORENMETHODE
BEI DEN DIFFERENZENGLEICHUNGEN

JOZEF ELIAS
Zusammenfassung

In der Arbeit [1] und {2] gibt J. Mikusinski eine neue algebraische Begriindung der
Operatorenrechnung. Vorliegende Arbeit zeigt, dal man eine dhnliche Operatorenmethode
fiir die Differenzengleichungen beniitzen kann. In der vorliegenden Arbeit wird eine
#ihnliche Operatorenmethode fiir Differenzengleichungen aufgebaut. In den Paragraphen
15 werden die Operatoren, einige algebraische Operatorenverkniipfungen definiert und
einige ihre Eigenschaften beschrieben. Die Ergebnisse dieser Paragraphen werden im
Paragraph 6 bei der Lésung der Differenzengleichungen beniizt.
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