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O RETAZCOCH V BOOLOVYCH ALGEBRACH

JAN JAKUBIK, Kosice

Pripomefime najprv niektoré nazvy a oznadenia, ktoré dalej pouzivame.
Nech 8 je sviz (Siasto®né usporiadanie a svizové operdcie v S oznalujeme
=, N, u). Ak q, b €8, @ < b, oznadime znakom R(a, b) (pripadne s indexmi)
retazec vo svize S, majici najmensi prvok a a najvadsi prvok b. Hovorime,
ze retazec R(a,b) je maximalny, ked plati: ak je prvok ¢ € 8 porovnatelny
so vietkymi prvkami retazca R(a,b) a ak je a < ¢ < b, potom ¢ € R(a, b).

Budeme vysetrovat nasledujicu (tzv. Jordan —Dedekindovu) podmienku pre
sviz S:

(JD) Ak a,b €8, a <b a ak Ry(a,b), Rya, b) si maximdlne refazce, si
kardindlne &isla mnoZin R,(a, b), Ry(a, b) rovnaké.

Je znédme, Ze konedné distributivne svizy sphiuji podmienku (JD) (pozri [1}).
R. Croisot a G. Szész dokazali, Ze podmienka (JD) je splnend aj v semimodu-
larnych svizoch, v ktorych kazdy ohrani€eny retazec je konedny ([2], [3]).
Ak existuji ohranitené nekonedné retazce v S, je situdcia podstatne odli§n:
v prici [4] uviedol G. Sz4sz priklad nekoneéného distributivneho svizu, ne-
splitujiiceho podmienku (JD); v praci [5] sa dokazuje existencia uplne distri-
butivnych Gplnych sviizov, ktoré nesphiuji podmienku (JD) a v pozndmke [6]
je dokézané, %e Ziadna uplne distributivna a Gplna Boolova algebra nespliiuje
podmienku (JD). Urtitd podmienka, blizka pedmienke (JD), vySetruje sa
v préci G. Gratzera a E. T. Schmidta [7]; ich podmienka sa tyka tieZ ,,medzier
v ratazci R a pritom pojem maximalnosti definujii inym spdsobom, ako bolo
uvedené vyssie. :

Této pozndmka nadviizuje na &lanok [5]a jej cielom je dokazat pre Boolove
algebry tvrdenie do istej miery analogické tvrdeniu vety dokdzanej v [5] pre
distributivne svizy. -

Nech 8, je sviz, ktory m4 najmensi prvok 0 a najvadst prvok 1 (0 == 1),
nech B = R(0, 1) je maximilny refazec v S,. Predpokladajme, 7e retazec R
je v sebe husty, t. j. fe plati: ak 2, y€ R, z < y, existuje prvok z € R taky,
te w <z < y. Nech M je lubovolnéd neprizdna mnoZina. Nech S(M) je mno-
Zina vietkych funkeii definovanych na M, ktorych funkéné hodnoty patria-
do-8;. Mnozinu 8(M) povazujeme za Hastoéne usporiadani reliciou < tak,
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e kladieme f < ¢(4, g € S(M)), ak je pre kazdé ¢ M f(z) < g(z). Potom S(3M)
Je sviz.

Nech z € 8,. Funkeiu f€ S spliujicu podmienku

LEm = f(i) = 2
oznalme f,.

Nasledujice lemmy 1, 2, 3 st zovieobecnenim lemm L, 2, 6 dlanku [5].

Lemma 1. Nech RB=1{f, z¢ R}. Potom R, je maximdlny refazec v S(M)
(@ md 2a najmen, resp. najuicss prook funkcie f,, resp. f).

Dékaz. Zrejme plati f,, f, € B, a R, je retazec. Nech fe€ S(M), f€R,.
Rozlifujeme dva pripady. a) Existuje prvok i e i taky, Ze f(1) € R. Z maxi-
malnosti retazca R vyplyva existencia prvku x € R, neporovnatelného S prv-
kom {(z). Prvky £, f svizu S(M) sa neporovnatelné. b) Predpokladajme, e
pre kaZdé ¢ € M f(i) € B, Kedsefe R, existuja pPrvky i, § € M také, se &) < f(5)-
Retazec R je v sebe husty, teda existuje 2 € B, f(i) < 2 < 1G). Prvky ¢, fa
st potom neporovnatelng. Tym je tvrdenie dokdzané.

V dalSej tvahe povaZujeme za splnend axiému vyberu. Predpokladajme,
Ze mnoZina M je dobre usporiadani a %e v tomto usporiadani M m4 najvassi
prvok. Nech pre kadé ¢ € M Ri je mnozina vietkych funkeii f e S(M), pre
ktoré plati: ak je i , potom

I <i=f(G) =1, I>i=f() =0, f6)enr. (1)

Pozndmka. Zrejme ka?d4 mnozina R mé najmensf a najvad prvok e
maximélnym retazcom. Oznagme B, =UR (ieM )-

Lemma 2. R, je mazimdiny refazec v S(M).

Dékaz. Zrejme je L€R, a R, je refazec. Kedie M mi4 najvadsi. prvok,
plati tiez f, € R,. Nech prvok g € S(M) je porovnateIny so vietkymi prvkami
! € B,. Dokézeme, e potom g € R,. a) Predpokladajme, e existuje prvok
1 € M, taky, %e g(3) € R. Rovnako ako v lemme 1 sa dokdZe existencia, prvku
feRr,, neporovnatelného s prvkom g. b) Predpokladajme, 7e pred kazdé ¢ €
plati g(s) € R. Ak existuje prvok i e M taky; e g(i) < 0, 9(t) & 1, existujg
prvky f, f € R také, Ze f(3) < 9(1) < f(3). Kedse prvky £, f, g st podla
@wmm%.ow_mas @ogﬂwmem?% plati f < g < f teda podla poznamky za lemmou 1
g€ R, e
. Ak je pre vietky i € M 9(2) = 0 alebo g(;) — 1, nech M, je mno#ina vSetkych
t € M, pre ktoré g{¢) = 0. Mno#ina M, je neprizdna, kedse g = f1- Nech ¢,
je najmens{ prvok mnoZiny M,. Pre j > %y existuje f € RJ, 1(6) = 1, {(7) = o.
Kedze prvky ¢, g 8t porovnateIné a kedse g(tp) = 0, must w@.v = 0. Plati teda
pre kazdé je i .

I<ih=g()=1, ;j =4 =>g(j) =0, -

takZe podla (1) g € R,. .
Pozndmka. Viimnime si dalej, %e kardinilne &islo refazca R, je rovné
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kardindlnemu &islu refazca R a kardindlne slo retazea R, je rovné maximu
z kardindlnych &isel mno%in R, M (kedZe retazec R je nekoneény).

Lemma 3. Neck M,, M, si mnoziny, M, =@ & M,, M, n M,=0, M, u
U M, = M. Potom svizy S(M) a S(M,) x S(M), si 120morfné.

Dékaz je zrejmy. (Porov. aj [1], str. 8 (6); tam ide o izoténne funkeie.)

Lemma 4. Nech A, B, S su svazy, ktorych najmendic, resp. najuatsie proky si
04, 0p, Oy, resp. 1, 1,, 1. Nech svdzy S, A X B st izomorfné. Nech vo svize
A(B) existuje mazimdlny refazec B0y, 1,0(Ry(0p, 1,)) m*a‘&gwi\ﬁ Etslom
ky(k,), pricom ky, k, si nekonééné kardindine &isla. Potom v sviize S existuje re-
tazec R(0g, 1), ktorého kardindlne &slo je max (ky, k,).

Dékaz. Mno#ina 4,C 4 x B, 4, = {(a, 0;),a€ A} jeizomorfns so svizom A4,
teda v nej existuje maximdlny retazec R| s najmensim prvkom (0, 0,)
a najvadsim (1,, 0,), ktorého kardindlne dislo je k. Analogicky je mnoina,
B,CA x B, B, = {(1,, b), b € B} izomorfn4 so svizom B, teda v nej existuje
maximilny refazec R, s najmentim prvkom (1,, 0;) a najvadsim (1., 1),
pricom R; ma kardindlne sislo k,. Mnozina R; U R; je potom maximélny
refazec vo sviize 4 X B; tento refazec mj najmensi prvok (0,, 0,) a naj-
vagsi (1,, 1,). Retazeu R u R, zodpoveds vo vySetrovanom izomorfizme
vo svidze S zrejme maximilny refazec s najmensim prvkom 0y a s naj-
vidsim 1 a s kardindlnym &islom ky + ky = max (k,, k).

Nech 8, je Boolova algebra vietkych podmnozin .mwom?@nm__s@_. mnoziny 4,
nech J je idedl v §,, tvoreny vietkymi koneénymi podmnoZinami mnozZiny A4
a nech §; je faktorova Boolova algebra, vytvorens idedlom J na §,. Najmeni,
resp. najvacsi prvok v §; oznadme 0, resp. 1.

Vo svize S, neexistuje ziaden prvointerval. (Ak je toti% a, b € S, a <b,
existujdi mnoZiny ;..w.w.@ €8,, a€ m, be€b, a Ch také, ¢ mnoina b — g je ne-
konednd; tedy existuje mnoZina c€S,, ¢ C ¢ C b, pridom mnoZiny b — c,
¢ — a s nekonedné. Ak ¢ je trieda v 8, , obsahujica mnoinu c, platia < ¢ < b).

Nech R = R(0,1) je tubovolny (pevne vybrany) maximalny retazec v S;.
Podla predosiého refazec R je v sebe husty. Nech % je kardindlne &islo re-
tazca R. (Plati zrejme k < 2%.) ‘

Veta. Nech o je kardindlne islo, o = k. Ezistuje Boolova algebra B, (ktorej
najmenst, resp. najvilst prvok oznadime 0> 7e8D [1), pre kiord plati: ku kasdému
kardindlnemu &islu 8, k < g < &, existuje v B, mazimdlny refazec B,(fy, 1),
ktorého kardindlne éislo je B

Dékaz. Nech M je mnozina, ktorej kardindlne &islo je x. Oznadme (v termi-
nolégii, zavedenej pred lemmou 1, priéom 8, = 8§,/J, ako sme uviedli) S(M) =

.= B,. Vyjadrime mno¥inu M v tvare M — Myu My, My 0 M, = ¢, pritom

kard M, = 8, kard M, = x. Oznadme S(M,) = A4, S(M,) = B; najmensi,
resp. najvadii prvok v svize A(B) oznadme rovnako ako v lemme 4.

Podla lemmy 2 v svize 4 existuje maximélny refazec R(0,, 1,) o kardi-
nalnom &isle B, a podla lemmy 1 existuje v sviize B maximélny refazec
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retazec Ry(f,, f;), ktorého kardindlne ¢islo .je 8. ,

Pozndmka. Pri d6kaze lemmy 1 'sme predpokladali, Ze retazec R je v sebe
husty. Tento predpoklad je podstatny; bez neho by tvrdenie lemmy 1 ne-
muselo platif.! Presnejiie povedané: ak M obsahuje viac ako jeden prvok a ak
retazec R nie je v sebe husty (t. j. obsahuje ako podmnozinu prvointerval),
refazec R,, zostrojeny v dokaze lemmy 1, nie je maximalny. Ak je totiz
a, b € R a ak je prvok a pokryty prvkom b, rozdelime mnoZinu M na dve
neprazdne navzdjom disjunktné podmnoziny M,, M, a utvorime g € S(M)
tak, Ze poloZime g(t) = a pre ¢ € M,, g(i) = b pre i € M,. Potom fo <9 <fp,
g€ R, a funkcia g je zrejme porovnatelni s kafdou funkeciou retazca R;.

Nasledujiice lemmy moZu prispiet k rieSeniu otdzky: aké poradové typy
maximalnych refazcov sa vyskytuji v danej Boolovej algebre.

Lemma 5. Nech je 8, lubovolnd Boolova algebra, kiord obsahuje aspori dva
proky a v ktorej neexistuje Ziadny prvok pokryvajici prvok 0 (t. . neexistuje
Ziadny atém). Nech R = R(0, 1) je mazimdlny retazec v 8,. Refazec R je v sebe
husty.

Dékaz. Predpokladajme, fea, b € R, a < b. Nech a, je relativny komplement
prvku « v intervale <0, b. Ak je a = 0, podla predpokladu b nie je atém
v 8, teda existuje c €8, a <c¢ < b. Ak a = 0, potom 0 < a; < b. Existuje
prvok ¢;, 0 < ¢; < @,. Oznadme a U ¢, = ¢. Z predodlého vyplyva a < ¢ < b.
Teda prvok a nie je pokryty prvkom b.

Z lemmy 5 vyplyva, Ze vo vyssie dokézanej vete by sme mohli vziat za
vychodisko tvahy namiesto tam pouzitej Boolovej algebry 8, Iubovolnd
Boolovu algebru, ktora neobsahuje Ziadny atém a ktord mé viac ako jeden
prvok. (Vyznam znaku k by sa potom, prirodzene, zmenil.)

Pre tiplné Boolove algebry plati tie obratenie lemmy 5.

Lemma 5'. Nech v dpinej Boolovej algebre S existuje atém. Potom kaidy
mazimdlny retazec R(0, 1) v S obsahuje proointerval.

Dokaz. Nech st splnené predpoklady lemmy, nech a je atém v §. Pripad
@ =1 je trividlny. Ozmdme

4= {x€R, xrna=0}, B={zx€R, xna+0}.

Kazd4 z mnoZin A4, B je neprizdna, ked%e 0 € 4,1 € B. Nech o’ je komplement
prvku a. Pre z€4 plati e = (xna)u(zna)=2zna’, x<a, a pre
x € B je x = a. Oznalme

@, =sup 4,  a,=infB.
Kedze R je Bwﬁwﬁgw retazec, musi byt a,, a, € R; dalej je a; <a,a<a,,
takZe musi byt tiez a, < a,. Ak by existoval prvok ¢ € S, a, < ¢ < a,, muselo
by platit ¢ € R(0, 1), c€ 4, ¢ € B, &o je spor, a dokaz je ukondeny. .

- 1 Na tato okelnost ma upozornil prof. Jerzy Los.
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Z postupu dokazu sa lahko zisti, Ze prvointervaly <0, a}, <a;, @) st
projektivne (dokonce transponované). Nech M je mnoZina vietkych atémov
dplnej Boolovej algebry S, nech R(0, 1) je maximilny retazec v, S. KaZdému
atému m € M je podla predoslej lemmy priradeny prvointerval

m —{a™, a> C R(0, 1).

Ak by dvom réznym atémom m,, my € M bol tymto spbsobom priradeny

ten isty prvointerval retazca R(0, 1), podla predoglého boli by prvointervaly
<0, m;, <0, my) navzijom projektivne, o viak nie je mo#né. Tym sme dokdzali
nasledujiécu lemmu: = v
Lemma 5". Nech M je mnoZina vdetkych atémov iplnej Boolovej algebry 8,
nech R(0, 1) je mazimdlny retazec v 8 a nech M, je mno%ina viethych proointer-
valov retazca R(0, 1). Potom plati ’
.kard M < kard M,.

Ak by sme do lemmy 5 namiesto vyrazu ,,v tplnej Boolovej algebre«
polozili vyraz ,,v dplnom distributivnom svize®, dostali by sme nespravne
tvrdenie. DokdZeme to na nasledujucom priklade:

Priklad 1. Nech §; = {0,a}, a > 0, S, = ¢0,1)> (interval reslnych &isel
s obvyklym usporiadanim), S; = 8; X 8;, § = 8; U {1} pridom pre prvky
z, y € 8; ostdva v S rovnaké &iastodné usporiadanie ako v S, a pre kazdé
z € 8; kladieme 2 < 1. Zrejme je S uplny distributivny sviz. Vo svize §
existuje prvointerval (tvoreny prvkami (0, 0) a (a, 0) a pritom mnoZina

R = {0, z), z€ <0,1)} u {1}

je ENNWB&% refazec v S, v ktorom lezi najmensi i najvads prvok svizu S
a ktory neobsahuje prvointerval.

V lemme 5’ nemé%eme vynechat predpoklad o Gplnosti Boolovej algebry 8:

Priklad 2. Nech &8, je lubovolnd Boolova algebra, pre ktord plati:

a) v 8, neexistuje atém,

b) v 8§, existuje maximalny retazec R,, obsahujiici najmensi i najvadsi prvok
svizu S,, a refazec R, nie je uplny.? . ,

Podla lemmy 5 retazec R, je v sebe husty. Podla predpokladu sa d4 refazec
R, rozlozit na siadet dvoch neprazdnych disjunktnych podmnoiin 4, B tak,
Ze pre kazdé x € 4, y € B plati * < y, pridom v mnoZine 4 neexistuje najvassi
prvok a v mnoZine B neexistuje najmensi prvok. Nech S, m4 rovnaky vyznam
ako v priklade 1. Oznadme S == 8; x 8,; § je Boolova algebra obsahujtica
atém (a, 0). Nech :

R= {(0,z), x€ 4} U {{a, z), x€B}. - .
Lahko sa preveri, ze R je maximélny retazec v -8, obsahujici najmensi i naj-
2 T. j::R, nie je tipIng sviiz.
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vadsi prvok svizu S. Dalej je retazec R, izomorfny s retazcom R, teda, podla
lemmy 5 v retazei R neexistuje prvointerval,

Zostava elte otdzka, & existuje Boolova algebra S, ktors by mala vlastnosti
a), b), uvedené v priklade 2. DokdZeme najprv, Ze plati:

Lemma 6. Nech S je sviz, ktorg md najmendt prvok 0 a najvidsi 1. Ak sviz
8 nie je dplng, potom existuje maximdlny retazec R(0, 1) v S, ktory nie je dplny.

Dékaz. Nech si splnené predpoklady lemmy, nech sviz § nie je tplny.
Potom existuji mnoziny 4, BC 8 také, Ze A(B) je mnozina vietkych dolnych
(hornych) ohranigeni mnoZiny B(4) a pritom v mno¥ine A(B) neexistuje
najvacsi (najmensi) prvok. Vnorme sviz S do tplného svézu S’ pomocou
konStrukcie, opisanej v [1], str. 58—59 (, Dedekindove rezy“). V svize 8’
existuje prvok ' taky, %e plati

mcwhﬂ&\ﬂmzmwv.
z €8, T < &'z > a')= x € A(x € B).

UvaZujme &iastodne usporiadant mnoginu P — S u {&'} (s diastotnym uspo-
riadanim ako v §'). Podla (1], kap. IIY, § 6 v P existuje maximélny retazec R,
obsahujici prvky 0, 2*, 1. Lahko sa preveri, e mnotina R = R — {='} je
maximalny refazec v S a e tento refazec nie je aplny.

Teraz zostrojime: ‘

Priklad 3. Nech M je mno#ina vetkych dvojic (z, y) realnych tigel, pre
ktord 0 < x<1,0< y < 1. Nech 8, je systém vietkych podmno#in mno-
Ziny M, ktoré si alebo najviac spoditatelns, alebo ktorych komplement je
najviac spotitatelny. 8; je Boolova algebra. Nech J je idesl v 8,, tvoreny
vietkymi konednymi podmno¥inami mnoZiny M. Oznadme §, = 8,/J. Triedu
v 8,, obsahujtcu prvok z € 8, ozna¥ime z. Lahko sa zisti, Ze v §, neexistuje
atém.

Ak 2, 2, €.8,, potom zrejme plati

uﬂmmAﬁv&lem,\. (2)

Nech Y je spoditatelns NEENE? Y C0,1). Nech pre z ¢ AP w.v a(z) = {(=, y),

yeTy, mnﬁgv 2 €0, wvv

Predpokladajme, ze by 8, bola tipln Boolova algebra. Potom by mnoina
A C 8, mala supremum v 8,:

§ = U a(a). (3)
Nech a € 8,, a € 5. Podla {3) a (2) plati pre ka¥dé x € Aou W
. a(x) —a€J, ) B

teda a(z) N a =+ @. Kedse pre z,, x, on. va %, = 7, plati a(x,) N a(x,) = @,
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mnoZina a je nespoditatelna. Z toho vyplyva, ze jej komplement a’ je najviac
S . , , - 1 y ¢
spoditatelny. Teda existuje spoditatelns mnozina b C ¢ — AM , ~v vX‘ {0, 1) taka,

ZebCalatedatieibna =50 <b < a (znakom 0 tu oznadujeme najmensi
prvok v S,).

Pre kazdé x € Ao« W‘v plati b n a(x) = 3,5 n 9’?& == 0; z nekone¥nej distri-

butivnosti (porov. [1], str. 165) dost4vame
w:m”waﬁcavvﬂcﬁwam«ﬂvvﬂo.
Tym sme dosli ku sporu. Teda svéz S, nie je uplny.

Podla lemmy 6 sviiz S, splituje podmienku b), uvedenti v priklade 2.

Poznimka. Existencia Boolovej algebry s vlastnostami a), b) z Em&oﬂmro
prikladu 2 vyplyva ticZ z vysledkov prace [10] (porovnaj hlavne pozn.1) pri
pouiiti lemmy 6.

Pozndmka. Nech <(a, b, <, d) s intervaly distributivneho sviizu S,
b<c¢,a+b, c¢c+d. Potom intervaly <a, b), <c, d> nemdsu byt projektivne.
(Ak by totiz tieto intervaly boli projektivne, existovali by podla [1], kap. IX,
§ 13, Ex. 4a prvky u, v € § také, %e by platilo

c=(auunuw, d={buu)no. .
Z toho vyplyva v >d, takie v =a, v = b a z distributivnosti dostdvame
¢c=au (unv)), d=5bu(unv).

Podla prvej z predoslych rovnosti je w nv < ¢, teda b U (v nwv) <e ¢m
sme dosli ku sporu.) : :

Lemma 7. Nech R(0, 1) je mazimdlny refazec v Boolovej algebre S, nech znaky
My, M maji rovnaksy vijznam ako v lemme 5. Potom

kard M, < kard M.

Dékaz. Nech p = <a, wv je Hpvoqus% prvointerval retazca R(0, 1). Nech a’
je komplement, prvku a. Potom prvok ¢ = b n a’ je atém, kedZe intervaly
0, ¢}, <a, b) st transponované. Priradenie

p—>c , (4)
Nown,mNE.o mnoZinu M, do mnoiiny M. Ak p, p' € M, a ak jev :<smo.<mboB
priradeni ; L .

o P —>c, p —>c,
potom’ mm.w.o.&w predoslého w?&s&?&%. P, p’ navzajom projektivne, takie
podla predchidzajicej pozndmky p = p'. Z toho vyplyva, %e zobrazenie
je prosté. Tym je tvrdenie dokazané. . .

.® Kedte a’ je. najviac spofitatelnd mnoZina, musi byt aj a’ N ¢ najviac spotitateIns
mnoZina, teda @ N ¢ je nespotitatelns mnoZzina.
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Z'lemmy 5" a 7 vyplyva
Lemma 8. Nech R(0,1) je mazimdlny refazec v uplnej Boolovej algebre S,
nech znaky M,, M maji rovnaky vyznam ako v lemme 5”. Potom plati

kard M, = kard M.

Nadvizujtc na terminoldégiu, pouZivant v [8] a [9] budeme hovorit, 7e
intervaly <a, b, {c, d> svizu § sd zdola priamo podobné, ak existuje interval
{u, v3 C 8 taky, Ze plati

anNv=u aqUv=b cnv=u CcUV=d.

Hovorime, Ze vo svize S je splnend veta Jordan —Holderova s dolnou podob-
nostou prvointervalov [strudéne: veta, (JH)], ked plati:

Ak R\(a,b), Ry(a, b) st mazimdlne retazce vo svdze Saak M 1,7esp. M, je mnofina
vethych proointervalov refazca R, (a, b), resp. Ry(a, b), existuje jedno-jednoznatné
zobrazenie mnoiny M, na M, také, %e wndervaly, kioré si navedjom prislichaji
v tomito zobrazent, si zdola priamo podobné. (Porov. [9], def. 1.1.)

Poznidmka. Ak 0 je najmensi prvok svizu 8 a ak ka?dy z intervalov
<a, b, <a’, b"> je transponovany s intervalom <0, ¢>, potom intervaly <(a, b>,
{a’, b’) st zrejme zdola priamo podobné.

Lemma 9. Neck S je diplnd Boolova algebra. Potom v 8 je splnend veta (JH).

Dékaz. Nech a,b€ 8, a < b. Potom sviz S, = <a, b) je uplnou Boolovou
algebrou. Nech R,(a, b), Ry(a, b) st maximélne retazce v 8,, nech M je mno#ina
vietkych atémov v S,. Nech M,, resp. M, je mnoZina vietkych prvointervalov
retazca R, (a, b), resp. Ry(a, b). Podla dokazu lemmy 7 existuje prosté zobra-
zenie mnoZiny M, na mnosinu M

<ay, b)) —¢ ) (5)

(Kay, b€ M,, c€ M) také, Ze intervaly <a,, b, <0, ¢>-sit transponovansé.
Podla dokazu lemmy 5" existuje prosté zobrazenie mnoziny M na M,

¢ —><a', b _(8)

{ceM, <a',b'>e My -také, Ze intervaly <0, c), <a’, b’> s transponovans.
Zobrazenie :

_ . Agwn @Nv = A&-u @~V g Aﬂv

mnoziny M, na M,, vzniknuté zlofenim zobrazenf (5), (6), je zrejme prostym
zobrazenim MM, na M,; podla uz dokédzaného a podla poznamky pred lemmou 9
intervaly, ktoré si navzéjom prislichaji v zobrazeni (7), st zdola priamo
podobné.’ . . . A
 Poznédmky.

1. Netplnd Boolova algebra nemusf splifovat vetu (JH). (Porovnaj priklad2.)

2. V préci [9] sa vySetrovala platnost vety (JH) pre svizy, ktoré nemuseli
byt Boolovymi algebrami. Z vysledkov prace [9] (porov. [9], veta 1.11) ne-
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vyplyva lemma 9, ked?e tiplna Boolova algebra nemusi spliovat podmienku
oznadovani v [9] ako podmienka ITI (porov. {9], definicia 1.6).
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Vysokej skoly technickej v Koiciach

O HENAX B BVJEBHIX AJITEBPAX

AH ARYBUK

Busogsr

Iycrs S — crpyrrypa. Hens RcS massBaeTcs MaKCHMAJIbHOH B S, ecim mnsg wamuoir
nenu R’ c 8 u3 cootaomenus R c R’ BoITeKaeT R = R’. Ecomm M — MHOMECTEO, o6ozmagm,
uepes kard M xappammannmroe wmeno Mmomecrsa M.

IMyers S, — Gymesa amreGpa, 06pa3oBanHas BCeMHE NOAMHOMECTBAME CYCTHOIO MHO-
secrBa A, mycts J — mpear B Sy, 00pasOBaHHEIA BCEMH KOHEMHLIME IOIMHOMKECTBaMU
3 A, S = Sy/J. llycts R — MaxcuManenas mems B 8, k = kard R.

Teopema. ITycts o — xapammansmoe umeno, o = k. Cymecrsyem 6Gysena anrebpa Sy
TAKA, ITO IUIA KAIKOTO KAP/MHANEHOIO wHeaa f, k < f < w, CYINECTBYeM MAKCHMAJILHAA
nens RpC Sy, nas xoropoii kard Rg = B.

Hanee noxassiBaloTcs yrrepmacHNA:

Ilycte B Gyneoit anrebpe S me cymectayer aroM. Torfa B MarcmMansHOH nenm R cCS
HE CYMecTBYeT NPOCTHIA MHTEPBAI.
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Mycrs B — maxcmmansmas Rent B monHOH Gysiesoi anreGpe S. Ilycrs M —. MHOKECTBO
BCEX aToMOB B .S i M, — MHOmecTBO Boex IPOCTRIX uuTepBaNos merm R, Torpa kard M -
= kard M,. ; v )

IToctpoen npumep monmoi AacTpubyTaBHON CTPYKTYPH S ¢ MaKcHManbHOH wemeli R C §
TaK, 9T0 B § cymecTBHeT aToM i B R me CymecTsyer npoctii maTepBan. Hasee nocTpoen
upumep me moamon GymeBoi anre6per § ¢ MakCHMaNLHO#A uemelr R CS TaK, 4910 B § cy-.
mecTByer atoM n B R me CYWECTBYET npocTitit AnTepsas.

A

UBER KETTEN IN BOOLESCHEN VERBANDEN
JAN JAKUBIK

Zusam menfassung

§ sei ein Verband. Eine Kette B c 8 ist maximal in 8, wenn fiir jede Kette R, c S
aus der Bezichung R C R, die Gleichung R — B, folgt. Wenn M cS8, bedentet kard M
die Machtigkeit der Menge M. Wenn @, b €S benachbarte Elemente sind, a¢ <« b, sagen
wir, daB <a, b> ein Primintervall in § ist. .

Es sei Sy ein Boolescher Verband, der von allen Untermengen einer abzihlbaren
Menge A gebidet ist. J gej der Ideal aller endlichen Untermengen von 4, 8 = Sl
R sei eine beliebige maximale Kette in S, % = kard R.

Satz. Fir jede Machtigkeit o, o« > [ gibt es ein Boolescher Verband 8g mit dieser
Eigenschaft: zu jeder Méchtigkeit g, k < B < «, existiert in Sy eine maximale Kette Ry,
kard Ry = 8. - ,

Weiter werden folgende Behauptungen bewiesen:

Wenn in einem Booleschen Verband S kein Atom existiert, dann ist jede maximale
Kette RcS in sich dicht.

Wenn in einem vollsténdigen Booleschen Verband S ein Atom existiert, dann gibt
es in jeder maximalen Kette R €S ein Primintervall.

Es sei B eine maximale Kette jn einem vollsténdigen Booleschen Verband S. Es sei M
die Menge aller Atome in § und es sei M, die Menge aller Primintervallen der Kette R.
Dann gilt

kard M = kard M,.

Es wird ein Beispiel eines vollstindigen distributiven Verbandes § mit einer maximalen
Kette Rc S konstruiert, wobeiin S ein Atom existiort und in R gibt es kein Primintervall.

maximalen Kette B c.§ konstruiert wobei in § ein Atom enthalten ist und in R gibt es
kein Primintervall.
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