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POZNAMKA O STRUKTURE ISTEHO TYPU
ZLAVA JEDNODUCHYCH POLOGRUP

JURAJ KAJAN, Bratislava

Nech § = {a,b,¢, ...} je pologrupa. Pologrupu S nazyvame zlava jedno-
duchou, ak rovnica za = b m4 aspoti jedno riedenie x € pre kazdé a,b€ 8.
Takato pologrupa spliuje teda pre kazdé a €S vztah Sa = S a neobsahuje
Ziadny Tavy idedl rézny od S.

Ak zlava jednoduchd pologrupa S obsahuje idempotent, je Struktdra S
znima. Platia tieto vety (pozri [1] a [2]):

Veta A. Ka#dy idempotent e, zlava jednoduchej pologrupy S je pravou jednothou
pologrupy S. .

Veta B. Zlava jednoduchd pologrupa obsahuje idempotent viedy a len vtedy,
ak md aspori jeden minimdlny pravy idedl.

Veta C. 4k e,, x€4 je mnoZina vietkych idempotentov €8, potom

S=2eS=>a,

aed aed

| kde G, = e, 8 je grupa. Pre kafdé dva idempotenty e, = e; st grupy Q,, Gy
disjunkiné a navzdjom izomorfné. .

Veta D. KaZdd Zlava jednoduchd pologrupa majica idempotent je izomorfnd,
direkinému siinu @ X E, kde G je grupa a E = {€as €5, ...} je pologrupa,
v ktorej je ndsobenie definované vztahom e, . e, =e,.

Vety A, B, C pouzijeme v odseku I. .

Ak § je zlava jednoduché pologrupa a § neobsahuje idempotent, $truktira
pologrupy & nie je znéma a je pravdepodobne znaéne komplikovand. Ulohou
tejto poznidmky jé zaoberat sa zlava jednoduchymi pologrupami nemajtcimi
idempotent, ktoré viak navyse spliuji daliin podmienku, a to, e st 2lava
requldrne, t. j. vztah ax = ay implikuje z = y pre kazdé a, =, yES.

Z vysledkov tejto pozndmky vysvitne, %e i za tejto dodatkovej podmienky
je Struktira zlava jednoduchych pologrip efte dost komplikovani. Obzvlast
sa zd4 velmi fazké nijst vetu, ktord by sa mohlo povaZovat za nihradu

vety D.
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I

Aby sme si zjednodusili terminolégiu, zavedieme tito definfeiu:

Definieia. Pologrupu 8 nazjrame typu K, ak a ) jelava jednoduchd a b) je zlava
reguldrna.

Veta 1. Pologrupa typu K méfe obsahovat najuiac jeden idempotent.

Doékaz. Nech e, #¢; st dva idempotenty € 8. Podla vety A je e, = e,e,,
teda e,e, = e,e; a vzhladom na platnost pravidla kritenia zlava g, = ¢, o je
v rozpore s predpokladom. , o

Veta 2. Pologrupa S typu K obsahuje idempotent vtedy a len vtedy, ak je grupou.

Dékaz. 1. Ak § je grupa, obsahuje S idempotent a je zrejme typu K.

2. Ak S obsahuje idempotent e, je podla vety 1 taky len jeden a podla
vety C plati § = e§ = @, kde G je grupa.

Vzhladom na vetu 2 budd nds v dalsom zaujimat iba také pologrupy typu K,
ktoré neobsahuji idempotent, t. j. také, ktoré nie si grupami. Kvdli lah3ej
formulacii viet zavedieme definiciu;

Definicia. Pologrupou S nazgvame typu K,, ak je typu K a sicasne nie je
grupou.

Na prikladoch sa d4 dokézat, Ze pologrupy typu K, existuji. (Pozri napr. [3].)

Z vety B vyplyva okamiite:

Veta 3. Nech S je pologrupou typu K, potom K, nemd ani jeden minimdlny
idedl.

11

Pri definicii zlava jednoduchej pologrupy sme predpokladali, #¢ rovnica
2b = @ mé aspoii jedno riefenie. NeZiadali sme viak jednoznadnost riefenia.t
Je preto celkom prirodzené §tudovat mnozinu vietkych riefeni takejto rovnice.

Oznadenie. Mnofinu vietkych riefeni rovnice zb = a oznalime znakom Sh.

Pre kaZdt dvojicu a, b € 8 je mno¥ina S, neprazdna.

Najprv budeme Studovat mnoZinu §%, t. j. mnoZinu vietkych rieSeni rovnice
za = a.

Veta 4. Nech S je pologrupa typu K,. Potom 8% je opit pologrupa typu K,
a 8% je viastnou podmmoinow mno¥iny S.

Dékaz. 1. Ak éa=a, 5o =a, & y€S, potom tna = é(na) = éa = a, t. .
én € §;. Teda 8¢ je pologrupa.

2. Ze pologrupade je zlava, jednoducha, vyplyva z tohto: Nech je a,, a,€ 82,
teda = a,a a, a,a = a. Oznaéme znakom z s&.@_& riefenie rovnice za, = a,.
Také x existuje, musime iba zistit, & padne do 8%. Nésobenim sprava elemen-
85@,& dostdvame z tejto rovnice z(a,a) = (@a), t. j. za = a. To znamend, e
Hm N- 3 . " g ) w = #

1 D4 mm.ooﬁm Tahko dokézat, %e z poziadavky jednoznadnosti rieSenia rovnice b — a
a platnosti pravidls kratenia zlava vyplyva, %e S je grupou. .
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3. 8% je, pravda, typu K,, lebo pravidlo kratenia zlava plati aj v Sj.

4. 8¢ neobsahuje element a, lebo a . a = a by implikovalo existenciu idem-
potentu, e je v rozpore s predpokladom. Tym je veta 4 dplne dokdzana.

Pologrupa 8% mé iste nekoneény podéet elementov, lebo keby mala iba
konedny polet elementov, obsahovala by idempotent, &o nie_je pravda.

Kedize pologrupa 8% je opat typu £, , moino zvolit v pologrupe 8¢ Iubovolny
element « a zostrojit mnoZinu (S2)%, t. j. mnoZinu vSetkych riefeni zx = a,
kde z€82. KedZe « opit neleif v (§%)%, dostavame tak vlastni podmnoZinu
mnoZiny 8¢. Tento postup mozno opakovat Iubovolne mnohokrat. Plati teda:

Veta 5. V ka#dej pologrupe S typu K, existuje refazec do seba zapadajicich
lastoénych pologrip SI8, 28, ..., z ktorych ka#dd je viastnou podmnoZinou
predchddzajuce] a kafdd z pologrip 8, je typu K, .

Pokisime se teraz ziskat prehlad o v3etkych rieSeniach rovnice zb = a.

Veta 6. Nech z, je jedno rieSenie rovnice xb = a. Potom ku kaZdému rieSeniu &
tejto rovnice existuje také o € 8%, Ze & = am;.

Doékaz. Podla predpokladu je z;b = a, &b = a. Najdime « také, aby platilo
& = ax,. Musime len ukdzaf, Ze je x€S%. Néisobenim elementom b sprava
dostdvame x(zb) = &b, t.j. a0 = @. Teda ~ je elementom pologrupy 8%,
¢ b.t.d.

Naopak, ak « je Iubovolny element €8%, je (xz,)b = a(xh) = a0 =a.
Teda «x,; je rieSenim rovnice xb = a. Vetu 6 mozno preto vyslovit aj takto:

Veta 6a. Nech % je [ubovolné rieSenie rovnice b = a. Potom mnoZina S% . x°
ddva prdve vietky riefenia rovnice xb = a.

Veta 7. Nech b = ¢, potom je S n S = @.

Dékaz. Predpokladajme nepriamo, Ze S n 8¢ 4= 0, a Ze z, €8> n S;,. Potom
je b = a, x,c = a, teda b = z,¢ a-vzhladom na platnost pravidla kratenia
zlava b = ¢, 6o je v rozpore s predpokladom.

Poznamka 1. Viimnite si, Ze tu sme v podstate prvy raz poutili pravidlo
kritenia zlava. Vety 4—6 platia pre kaZda zlava jednoduchd pologrupu bez
idempotentu, nezdvisle od platnosti pravidla kritenia zlava.

Pozndmka 2. Ak @ &= b, mnozina 8% nie je pologrupou.

Dokaz. Nech z,, z,€ 83, t.§. b = a, x,b = a. Keby platilo z,z, € 8%, bolo by
2,20 = a, t. . z,(x:b) = ma = a. Teda by x, patrilo do S2, & je v rozpore
s vetou 7.

I

PovaZujme na chvilu v rovnici z& = a element a za pevny a nech £ prebieha
vietky prvky €S = {a,b,¢, ...}. Tym dostaneme mnoZiny 82, S2, S,
Podla vety 7 st vietky tieto mnoZiny navzijom disjunktné. A

Ukdzme, Ye mnoZina ¥ 8¢ je vlastnou podmnoZinou z S. Na to stadi dokdzat,

bes§ ’
%e napr. element a nepatri do mnoziny 2 8%. To dokdZeme nepriamo. Keby
, ‘ bes
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platilo a € ¥ 83, existovalo by isté mmw e a€8E, e. j. af = a. Nasobenim
beS ’ .

sprava elementom £ dostdvame z tejto rovnice am» = af,  a (vzhladom na
platnost pravidla kritenia-zlava) & = £. Pologrupa m_ by obsahovala idem-
potent, &o je rozpor s predpokladom.

Veta 8. Nech S je pologrupa typu K o nech S® md hore nae&gw\ vijznam.

Potom R, = 8 — 2 85 je pravygm idedlom pologrupy §.
beS

Dékaz. Mame dokizat, Ze pre ka?dé s€S je R,sCR,. MnoZina R, sa
skladé zrejme prave z tjch elementov « € S, pre ktoré ux = a nemd rieSenie v ,
t. j. pre ktoré je uS n {a} = 0. Ak je £€ R,, jo teda £8 N {a} = 0§, ked¥e
(£s) SCES, je aj (£5)S n {a} =0, t.]. s € R,.

Pozndmka 1. Podla prave dokizaného tvrdenia je RS n {a} = ¢, a teda
tym skér R,R, n {a} = 0. Kedie je a € R,, je B,.a n {a} = 0. Z toho je
zrejmé, ze R, nie je zlava jednoduchou pologrupou (lebo xa = o nemé4 riefenie
z€R)).

Pozndmka 2. Zo vzfahu R,. R, n {a} = 0 vyplyva aj aR, n {a} = 0.
Teda aR, je vlastni podmno?ina z E,. Podla vety B neméZe byt R, minimsl-
nym pravym ideslom z S. Preto musi existovat v R, nekoneén4 postupnost do
seba zapadajicichidealov z 8. Takou postupnostouje napr. R, D a R, D a?R, D ,
dJe zrejmé, Ze a" B, obsahuje v sebe element a4, ale element g+ nelefiva 1R, .
Inak by totiz existovalo x € R,, Ze a**' = a**'x a vzhladom na pravidlo
kritenia @ = ax € aR,, ¢o nie je pravda. Je teda kazdy z napisanych pravych
idedlov pologrupy & vlastnou podmnoZinou predchidzajticeho.

Mnozina R, sa d4 charakterizovat aj takto: ]

Veta 9. MnoZina R, — {a} je najvacsi pravy idedl z S, ktory neobsahuje
element a.

Dékaz. Nech I je najvadsi pravy ideal pologrupy 8, ktory neobsahuje |

element a. KedZe je R .S n {a} = Ja B ,SCR,, je zrejmé, 7e R,SCR, — {a},
a teda tym skér {E, — {a}} .SCR, — {a} b j. R, — {a} je pravym idedlom
z 8, t.j. R, — {a} CI. Ak by I obsahoval element % € S% (s nejakym b € S),
platilo by (vzhladom na IS CI) e%B skora = a8 . b€ 2§ CISCI, t.j.a €],
%o je rozpor s predpokladom.

Z dokézanych viet dostivame nakoniec tiito vetu:

Veta 10. Nech S je pologrupa typu K, a a ?&cee?@ element € 8. Potom S

sa dd pisaf ako sidet neprdzdnych disjunkingjch séitancovvtvare S = R, + % 82ab.
g beS

Pritom pravy idedl R, je jednoznatne charakierizovany tym, %e R, — {a} je
najvacst pravy idedl z S neobsahujici a, S je Zdava jednoduchd pologrupa
vdetkyjch riedent rovnice za = a a b je Tubovolné riefenie rovwice xb = a.
Pozndmka. Ponechajme doterajsie oznadenie. Potom zrejme x € S%,. [Tento
vzfah hovori iba tolko, %e x.b = («b).] Teda % # = % 8%,. Ak 2 prebicha

zeS zeS

celé S, prebieha zb (vzhladom na vzfah Sb = §) vietky elemty € S. Teda
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8 = 3 '8b. Pre w = v st mno¥iny S5, S zrejme &m_.saw.g@ (lebo £€ 8% n 8

aeS

by implikovalo &b = u, &b = v, b. j. = v). Vztah S = % 8¢ d4va teda rozklad

aeS
pologrupy S na stdet &m_._gwgwor mnozin. Tento vzfah je vSak wa\;nc.
trividlny a neddva jasnejsi pohlad do Struktiry M“ lebo o vzidjomnom vzfahu
mnozin 8¢, 8%, b % ¢ nevieme nié bliz§ieho povedat.
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3AMETKA OB OJHOM TUIIE CJJEBA MIPOCTHIX ITOJYTI'PVYIII
IOPATl HAfH

BriBoan

Ionyrpynna S HA3HBACTCH CJERA HPOCTOH, eC/IM ypaBHEeHVe zb = a mMeer mo mwmsmms
Mepe ofEO pemente z € S, a1 Kam/Of HapH @, b € S M OHA HABKIBALTCH CICBA peryisapHoi
ecJIM M3 OTHOWICHHs QT == @Y BHTeKAeT & = ¥. )

Iennio 5Tl 3aMETRH ABIETCA MCCJEJOBAHHE CTPYKTYPH CJieBa MPOCTHX U CNeBa pe-
ryaspubX nonyrpyna Ges weMnoTeRTa. [JIaBHEIA Pe3yJILTAT S5TOH 3aMETHA — CleJyIoman
TeopeMa:

IIycts S ciieBa HpocTas W CeBa pPeryiApHAA IOMYyrpymna Ge3 upeMmoTeHTa, WYCTh G
npoussobaEi snement € 8. Ilorom S moxer OmTh uvmnoammummm B BUJE CYMMBEI HEOYCTRIX

HeHepeceKaIoMUXCA IOAMHOMKECTB: S =R, +em_m.m.=&5 rae R, upasniii mmean OXHO3HATHO

XapAKTePM0BARHKI TaKmM obpasoM, uro R, — {4} — HalGomsimmii mpaBii wpean ¥3 S
Heconiepaamuii @, S5 — CJeBa IPoCTasg NOMYTPYNNA BCEX DEIICHNid YPABHeHHS Za = G

| ¥ 2% — npomsBONLHOE pemeHue ypapmemua zb = a.
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ON ATYPE OF LEFT SIMPLE SEMIGROUPS
JURAJ KAJAN
Summary

A semigroup is called left simple, if the mmzmﬂmz ra = b has mm least one solution z € 8
for every a, b €S. It is called regular, if the relation az = ay implies x = y.

The purpose of this remark is to study the structure of left simple and left regular
sernigroups without idempotent.

The main result is given by the following Theorem:

Let S be a left simple and left regular semigroup without idempotent and let a be

any element €S. Then S can be written as a sum of non-vacuous disjoint subsets: § =

= Ry 4 X Mn&w. Here R, is the right ideal uniqually determined by the property, that
beS

R, — {a} is the maximal left ideal of S notcontaining a, S% is the left simple semigroup

of all solutions of the equation za = a and 2% is any solution of the equation xb = a.
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