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POZNAMKA K VETAM EMMY NOETHEROVE]

MIKULAS BLAZEK, Bratislava

v uomsoﬁ_d%ov tastiach fyziky moZno odvodit z Hamiltonovho principn
najmensieho déinku, pri vhodne zvolenom lagrangisne, pohybové rovnice a z ich
invariandnych vlastnosti prislugné zékony o zachovani. Noetherové ukdzala 13,
za akych podmienok moZno odvodit zdkony o zachovani priamo z invariandé-
nych vlastnosti varia¢ného principu. Prednostou tejto metédy je, Ze netreba
odvozovat zédkony o zachovanf v réznych pripadoch osobitne, ale tieto zakony
vyplyvaji ako Specidlne pripady zo zdkonov o zachovani, formulovanych vo
vSeobecnom tvare.

Tato prica je rozdelend takto: V § 1 zavedieme oznadenia, ktoré pouZivame
v dalfom. V § 2 sa zaoberdme infinitezimalnymi transformaciami. V § 3 ukd-
7eme, ako obmedzuje lagrangién volbu jednotlivych transformicif. V dalsich
paragrafoch (§4,5) odvodime vety Noetherovej pre pripad, ze lagrangidn
obsahuje derivécie vinovych funkeif lubovolného rddu. Niektorymi elementar-
nymi prikladmi sa zaoberdme v § 6.

Starsf (pévodny) spésob odvodenia (resp. aplikdcie) Smn Noetherovej moZno
néjst napriklad v pracach [1], [2] a [3]. Noviie odvodenie prvej vety (pre
lagrangiin obsahujici prvé derivicie vinovych funkeif) je napriklad v [4]
a podobne (pre lagrangidn s derivédciami druhého radu) je v [5].

§ 1. Oznaéenia

Ty

Priestorodasové stradnice oznadime z — Ty, Y =Xy,2 =2, = T a vlnové
funkcie y,(x, f =1, 2, ..., A). Derivécie funkcie p, oznadime takto:
Oya(x,) - ms ()
.|®u~bu“1 = W.:ﬁ,: .& - @;ﬁ,:
09, Oy.y,
ﬁ - YPp= mkﬁn Y3 oz 2 < thﬁﬁﬁmv OS. Vo= H. wu w- %v.

i
O funkecidch, ktoré v tejto praci <%ma:m::: predpokladidme, Ze maji také

vlastnosti, aby uZivané operdcie mali zmysel (stadi, ked si uvazované funkcie
mwotam. koneéné a jednoznadné).
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Vztah medzi Géinkom S a lagrangidnom L je nasledovny

S = \ L d(=), (1)
Q
kde
d(z) = dz, dz, dz, dz, (2)
(@ je uréitd 4-rozmerns oblast integrovania). Predpokladdme, e v lagrangidne

sa vyskytuje derivicia funkcie ¥, rddu o = o) = 0,. Oznadime

0%y, _ o
25 928 025 0 — OV

pritom a, b, ¢, d sd vietky také $tvorice nezapornych celych &isiel, ktoré splnaja
vzlah a + b + ¢ 4+ d = o, (pre dané o, existuje W (90 4 1) {0, + 2) (o, +3)

takychto 3tvoric). Zo zavedenia tohto oznadenia vyplyva ' = a, a pod.

V lagrangidne L sa mésu vyskytovat derivdcie funkcie y, a# do ridu T
Ak stotoZnime nulti derivdeciu funkeie so samou funkciou, prebicha index o,
hodnotami ¢, = 0, 1, . . ., %, Potom mé#eme lagrangian L pisat v tvare

Lz) = L(z,, 0%y,), (3)

kde u =1, 2,3, 4; x = L2 .. ,4;0,=0,1,...,7,1 .

Aplikovanim variaénej metédy na w&inok (1) mo#no obvyklym postupom
odvodit pohybové rovnice. Ak sa, obmedzime na pripady, pri ktorych sa nemeni
oblast integrovania, pritom na jej hraniciach identicky vymiznd varidcie vino-
vych funkcif, ziskame Euler—Lagrangeove rovnice v tvare

S oL
MT??:&.Q =(L), =0 @
=0

O

([L], budeme nazyvaf Lagrangeovym vyrazom).

§ 2. Infinitezimélne transformacie

>.Zmo&eu@bmmouwpwom@mmghsmo &:owmmr&o_mosh&zwwomg*« gswim_%ow
parametrov e, (1 = 1,2, ..., n) v .

T, > x, = z,(x,, €).

! Sgitovanie podla indexu oy vidy explicitne vypiSeme. Pre indexy u, v, «, f dodrzime
dohodu o stitovani. (Pri séitovani podla indexov a, B treba sitat cez vietky navzéjom
nezévislé vinové funkeie.)

164

Ak tieto transformécie tvoria grupu (oznadime jud,), méieme v dalSom uvaso-
vat iba infinitezimélne transformécie

x, =z, + ox,, , (5)
kde

@.ﬁn = Pui Nw@.. Aav

(pre indexy ¢ dodriime dohodu o séitovan{). Funkcie p,; tiplne urduji uvazo-
vané transformicie.

Infinitezimilnu transformaciu vinovych funkeif, ktord odpovedd transfor-
méeii (5), zapiSeme v tvare

Va(Z) = w,(z,) + dy,, (7)

priéom je
89 = r5de; (8)

(ro; 84 uréité funkcie). Z uvedeného vidiet, e as na veliéiny vy&Sieho radu
plati
ova(z,) = dy,(2,). (9)

Pre dalii postup je vyhodné zaviest (podla Pauliho) tzv. lokdlnu varidciu é*y,
{pozri napriklad v [4]—[7]). Vztah medzi oy, a O*y, je

oy, = 0%y, 4 0,y, . éz,. (10)

Pritom dy, udiva zmenu funkcie y, v désledku zmeny jej tvaru i zmeny
jej argumentu, a d*y, uddva len zmenu tvaru funkeie y.. Pre deriviciu
funkcie y, plati .

00,y = 6*0,y, + 8,0,y, . ox,. (11)
Dé sa dokézat dalej [4], %e plati
'0,,0%y, = 0*0,p,.

V naSom pripade zavedieme i transforméciu vyssich derivacii vlnovych
funkeif

QSQ_G.“A&.ML == maﬁﬁpA&EV -+ 0%y, . (12)

D4 sa ukézaf, Ze pre lokilnu varidciu, zavedent podobne ako v pripade prvej
derivécie vlnovej funkcie, platf jednak

” B¥Doay, = doadty, (13)
a jednak (analogicky k (11)) .

0%y, = 8*d%y, + 0%d,y, . dx,. (14)
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B. Nech transformécia premennych %, obsahuje N Iubovolnych a nezavis-
lych funkeii B, a ich derivicie a% do radu 7;, t. j. nech

Xy —> H.M.. = .&,.“A.ﬁ_: %ﬁ.@»v. AumV
pricom pre dané B, (k= 1,2, ..., Nyjeo,=0,1,...,7,. (Dalsie tvahy sa
nezmenia, ak predpokladime E, — A%, 0%y,), [1].) Pre index & dodrifme

dohodu o séitovani; pre index o, vidy vypiSeme explicitne sumaény symbol.
Nech transformécia (15) tvor{ grupu (oznadime ju Guy). V tomto pripade zasa
moéZeme uvaZovat infinitezimalnu transforméciu tvaru (5), pritom

Q
%:u M ww?&mf (16)
ap =0
kde 0E, znadi prirastok (nekoneéne maly prvého rédu) funkcie E.. Tomuto
odpoved4 infinitezimalna transformécia vinovych funkeii tvaru (7), pri¢om
i3
Sy, = M R§ou SR, . (17)

=0

Vyrazy P, R’ znadia uréité funkcie.

uk? ks 4 .
C. Lahko sa zisti, %e sa pri transforméacii (5) objemovy element (2) transfor-
muje podla vztahu

d{z’) = A d(z) = (1 + 0,0z,) d(x). (18)
Ak sa objemovy element netransformuje, plati pre jakobidn 4:

4=1. : (19)

§ 3. Transformécia lagrangifnu

V dalSom budeme uvaZovat iba tie transformécie siradnic a vinovych
funkeif, vo&i ktorym si Euler— Lagrangeove rovnice (4): [L], = 0 invariantné-
Lagrangian sa pritom moéZe transformovat takto

,N\A&\v = kL(z) + Ly(z)..

1° Transformécie, pri ktorych sa funkciondlny tvar lagrangidnu nezmen{
(t.j. L' = L), nazyvaji sa symetrické. Hovorime tu o tzv. tvarovej (alebo
absolitnej) invariancii [1]. .

2° V pripade, %e lagrangisn priberie faktor (t.J. L' = kL, priom méZe byt
k = k(z,)), hovorime o relativne] invariancii.

3° Ak L' = L + L,, musf byt [L,], = 0. Pre to jo nutné a stadi, aby sa
funkeia L, dala pisat v tvare divergencie, t. j. L, = 8,92,. V pripade infini-
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tezimalnych transformécii dostaneme 0L, = 9,00, . Ak uvazujeme lagrangisn
_ v tvare (3), nemoZno vieobecne zvolit funkcie 2, tak, aby v nich vystupovali
_ derivécie len niZfich rddov, ne# vystupuji v lagrangisne [8]. Transformacie,
pri ktorych sa lagrangidn transformuje az na divergenciu, nazyvaji sa diver-
i gendné. V tomto pripade hovorime o invariancii a# na divergenciu.
m Uhrnom méZeme povedat tolko: Nech sa pri transforméeii (5) a (12) trans-

formuje ddinok takto
8 = \ L(z) d(z) - 8" = \ L'(z') d().
Q '

Ak sa obmedzime na transformdcie, pri ktorych st Euler— Lagrangeove rovnice
invariantné, moZeme lagrangidn transformovat podla vzfahu?

: L'(x") = (1 + 6k) L{x) + 0,09,,.

Pre funkeiondlnu varidciu, zavedent vetahom 68 = §' — 8, dostaneme potom
vyjadrenie .

68 = % L(z') d(z') — \ L(z) d(x). (20)
7

; Zo vztahu (20) vidime, Ze pre to, aby pri uvafovanych transformécidch bol
udinok invariantny (t. j. aby platilo 68 = 0), treba: ,
a) ak sa objemovy element netransformuje [teda platf (19)], aby bol lagran-
gidn absolitne (resp. aZ na divergenciu) invariantny;
! b) ak sa d(z) transformuje [podla (18)], aby bol lagrangidn relativne
{resp. aZ na divergenciu) invariantny. V tomto pripade musi platit

L) = AL(x). (21)

§ 4. Prva veta Noetherovej

M Premennsé, ktoré sa vyskytuji v Gdinku (1) [s ohladom na (3)] podrobime

infinitezimalnej transformécii (5) a (12). Zo vzfahu (20) dostaneme pomocou
Taylorovho rozvoja .

_ . S 9L
f o8 = \ﬁh@t%&t + @th . %&t + M 3 %@Qﬁﬁﬂv QAHV.
; Q Og=0 ¢
V dalSom zavedieme lokdlnu varidciu. PouZitim vztahu (14) dostaneme

m_ ohladom na (13)]:
| o ” ;
; oL 0 4% 29
| o8 = o\ ?:@?ﬁ + M Rz d°ad .i d(z) (22)

? V dalSom nebudeme explicitne vypisovat divergendny &len 9 u08,, ale ho zahrnieme
do vyrazov V,, resp. V,; (pozri dalie paragrafy).
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(symbol 9, znadi v (22) totdlnu deriviciu). Aby sme mohli v dalsom vyijadrit
integrand rovnice (22) v tvare divergencie [aZ na additivny é&len, pozri (25)],

voea

pouzijeme identitu:

aL
9a 5% —
p oy . 0% *y,
g oL
= —1)%a ol 7 B P Yo *
M (—1) Amav W0 Am 90%—1— g 0% a.. Y G..v ’ (23)
Qe=0
.y - 3 n_

pridom je AMQV — j V poslednom ¢lene rovnice (22) treba séitat

vyraz (23) este podla o,. Ak pouZijeme vztah

33-35+33

mézeme (22) prepisat do tvaru

88 = \ ?g T%..+

Q

oL
—— O, o — 1— ™M a
+ M M A wv A nvm ) A@c 00%— 1~ ea jeu @tﬂn %*ﬁﬁvH_ *

Gq=1 pg=0

lIM

+ [Ea - 8%} d(a). (25)

Pomocou vztahu (10) mézeme dosiahnut to, ¥e v rovnici (25) vystupia iba
prirastky dz, a dy,; v pripade konednej grupy ich vyjadrime pomocou vztahov
(6) a (8). Opétovnym pouZitim vzfahu (24) moeme (25) previest.do tvaru

58 = [ @V + Ehlras — 0,9, - o)} - 92 d(a), (26)
Q i
kde?
.ﬁ\:.. = Se:&ue. + xA:..u
pri¢om
- oL
T, =1L — 1) L0%
v %et lT M A Hv < Oy - @eﬁa 0 @@aﬂl~®=.€n

gg=1
* Velidiny V,; sa daju urdit napriklad aj takym spbsobom, #noJ\ uZiva G. Marx [7],

pri zavidzani energie, momentu hybnosti a spinu {pomocou kanonického formalizmu)
v pripade, e lagrangidn obsahuje i vyiSie derivécie.
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N

ar
M M (—1)eat1 A pv 0% 1-¢q Am? 3 0., . %.:,v -+

|N @ﬁ“o

Tq Og—1

o S oL
I_l M M Allu—ch. A@RV %p 1—0qg A%eng .Q.p..v 4

0g=1p94=0

Zo vztahu (26) moézeme ziskat tento vysledok:
Ak je ti¢inok (resp. lagrangisn, pozri blizsie § 3) invariantny vodi grupe ¢/
t. j. ak 68 = 0, potom (de; st Tubovolné) musi platit podla (26)

_Hhua * Awtﬁn g m&:-. - Q.a.—.v = Q,:..—.\:_.«

Teda » linedrnych kombindcii Lagrangeovych vyrazov (4) d4 sa pisat v tvare
divergencie. (Pre .to stadf 60m@&o<pm invarianciu elementu uéinku.) Ak sd
stiasne splnené i pohybové rovnice, t. j. plati [L], = 0, potom z (27) vyplyvaji
zékony o zachovani v tvare .

n

=1,2 ..., n (27)

aV,=0, i=12 ...,n (28)

Z existencie zdkonov o zachovani (28) daji sa urdit prirastky dz, a oy, [1].
Ziskané vysledky méZeme zhrntt takto:

Nutnou a postadujiicou podmienkou pre to, aby v uvafovanom fyzikilnom
systéme bolo splnenych n zakonov o zachovani [tvaru (28)], je:

1° aby sa dal najst taky lagrangién, Ze vyvoj tohto systému prebieha podla
prisludnej Euler—Lagrangeovej poZiadavky (4) a

2° aby adinok (lagrangiin) uvafovaného systému bol invariantny (v zmysle
§ 3) vodi spojitej grupe transformdeii o n parametroch (G,).

Uvedené vysledky platia i v medznom pripade nekonedne mnohych para-
metrov [1].

§ 5. Druha veta Noetherovej

2 e

VySetrime chovanie sa Géinku (1) vodi grupe (.y. Analogickym postupom
ako v § 4 ziskame vztah (25). Prirastky 6z, a dy, vyjadrime v tomto pripade
pomocou (16) a (17). Miesto rovnice Ammv Qo@mzmgm

58 = \ 3,7, +§M§T§iw§? SEd@) (@)

op=0
[vyraz V, odpoveds &lenu V, de; v (26)].
Pretoze pre lubovolnt veli¢inu A% je splnend identita

xAMk mn»@w = (— wvaw@a @awkﬁma + @:b: ’ (30)

169



spliia ju i koeficient pri 0°%0E v rovnici (29). Vztah (30) hovori, e ked vyme-
nime vyrazy, ktoré derivujeme, musime pridat uréity ¢len, ktory mo#no pisat
v tvare divergencie [a faktor (—1)7]. Velidiny D, netreba poznat v explicitnom
tvare. Aplikujme vzfah (30) na posledny o~o= rovnice (29). Funkcie, ktoré
sa vyskytujd vo vyraze V, 4+ D,,, volime tak, aby na okraji oblasti @ boli
nulové. Pomocou Gaussovej vety mdieme previest integrdl cez divergenciu
na integrdly cez 3-rozmerné nadplochy, ktoré si viak pre uvedent volbu
okrajovych podmienok nulové. Ak predpokladime invarianciu uéinku, dosta-
neme z (29) (£, st Iubovolné nezdvislé funkeie a koeficient pri 6E, je spojity
v @) vztah:
‘«.\n -
M (1) 0o {[L] (R — 8,9, . P°8)} =0, k=1,2,...,N. (31)

uk
:\.Hs

Opaénym postupom moZno ziskat z platnosti rovnice (31) invarianciu :o:&mﬁ
voli grupe Gy, ktord mozno potom skonstruovat. Uvedend ém_m&mw mozno
sformulovat takto:

1° Ak pre uvazovany fyzikdlny systém existuje lagrangian (a teda i Lagran-
geove vyrazy [L,]) a

° ak je Glinok (resp. lagrangian) uvaZovaného systému invariantny
(v zmysle §3) vodi spojitej grupe (G.x), obsahujicej N IubovoInych a ne-
zdvislych funkeif E; a ich derivicie az do radu z,,

potom existuje N linedrne nezdvislych kombindcii medzi Lagrangeovymi
vyrazmi [L], a ich derivdciami (aZ do radu 7,). A naopak.

Poznimka 1. Nech sa v grupe G,y nevyskytuji derivécie funkeii E,
(t.j. 7. = 0).

a) Ak je potet vinovych funkeii y, vadsi ako podet funkeii B, (x = 1, 2, ... ,
2,...,N),t.j. 4 > N, je iba 4 — N Lagrangeovych Vyrazov ne-
zavislych. V pripade, Ze ide o jednu nezavisle premenni (napr. ¢as), dostaneme
zdvislost prvych integralov pohybovych rovnic [1].

b) Pre 4 = N dostaneme z (31) N linedrne nezivislych homogénnych
rovnic, o ktorych viak vieme, %e maji nulové riefenie (totiz [L], = 0). Z toho
vyplyva pre determinant sistavy podmienka v

[ Roi — 090 - P | + 0. e
Pozndmka 2. V pripade, e o, = 7, = 1, dostaneme z (31) vztah
0, {[L)u( By — 0,9, - n% =0,
resp. ak sa stradnice netransformujt (P =
0 {[L],Ry,} = 0. (33)

Pozndmka 3. V pripade zmiesanej grupy (obsahuje nielen n nezavislych
parametrov e;, ale aj N nezavislych funkecii B,) st dz,a Sy, linedrnymi kombi-
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niciami prirastkov de; a funkeii 6, (a ich derivécii). Ak dosadime raz E, =
a druhy raz e; = 0, dostaneme jednak divergendné vzfahy a jednak zivislosti
(31), {1].

§ 6. Priklady

Ak uvaZujeme (vlastni) Lorentzovu (nehomogénnu) grupu transformieif,
stadi pre platnost viet Noetherovej vyzadovat (okrem existencie aj) absolitnu
invarianciu lagrangidnu (resp. aZ na divergenciu), ked%e pri transldcidch
a roticiach sa objemovy element netransformuje. V pripade konformnej grupy
sa viak objemovy element transformuje (je 4,6z, & 0) a teda lagrangidn must
byt relativne invariantny (resp. aZ na divergenciu) — podla § 3.

V dalSom ukaZeme na niekolkych elementérnych pripadoch dastic s nulovou
kludovou hmotou pouZitie viet Noetherovej (zndmejsie priklady st napr. v [4]
a [5]). PouZijeme pritom Gaussovu sustavu jednotiek.

Uvazované lagrangiany mozeme ziskat vhodnou volbou koeficientov sti

z lagrangidnu
N\ = M M Nnakoup..w %aﬁﬁn * @eu.ﬁm.

Car C3 .
1. Pre skalarne komplexné pole, odpovedajice &astici s nulovou kludovou
- 1
4z
ne zdruzens funkcia k ¢). Udinok je v tomto pripade konformne invariantny,

hmotou, méZeme pisat lagrangian v tvare L = — —0,,¢* . 0,9 (¢* je komplex-

. o 1
ak vinové funkcie ¢, ¢* transformujeme tak, Ze d¢p = lNﬁmnm&: a dp* =

= — Wﬂ*mt 0z, (dx, st prirastky siradnic pri transformécidch konformne;j

grupy). Lagrangian tohto pola je v pripade inverzii (pozri prikl. 3) relativne
invariantny a# na divergenciu. (Napriklad v pripade klasickej izolovanej
sustavy hmotnych bodov je lagrangian voéi Galileiho transformécii absolitne
invariantny aZ na divergenciu.)

2. V pripade elektromagnetického pola je

L= Hmﬂ 0,4, — 9,4,

Ak transformujeme potencidly A4, napriklad tak, %e je 04, = 9,4, . oz,
(pozri E. Bessel —Hagen, c¢. d.), kde dx, maji podobny QNSQB mﬁo v pred-
chédzajucom priklade, je Gdinok elmg pola konformne invariantny.

Lagrangiin je v tomto pripade invariantny i vodi ciachovacim transformé-
cidm 2. druhu, pri ktorych je 64, = 9,4 (A je lubovolna funkcia, spliiajica
vztah 0,0,4 = 0) a 6z, = 0. V tomto pripade nadobudne vzfah (33) tvar
3,[L], = 0, kedje je R* = §,,. V pripade Sastic s vy&&imi celoéfselnymi spinmi
a nulovou kludovou hmotou ziskame tito identitu v podobnom tvare (napr.
pre spin 2 : 0,0,[L],, = 0).
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3. Pre neutrinové pole je lagrangién .

1
L=— m Wo?&f&: %:@ - @teﬁr ’ V:.ﬁv

+

(p" = ip*y;; v* je komplexne zdrufens vinova funkeia k y a y, st Diracove
matice). Pri dilatdcisch (6z, = =, de, d(z') = (1 4de) d(z)) stadi vinové
funkeie transformovat:

dy = lWﬁum. oyt = lW@l%.

resp. v pripade inverzii (dx, —= (22,0, — 2z,z,) de,, d(z') = (1 — 8x,de,) .
- d()): _

%ﬁ = Av\tu\e J_.u M%.:ev Hemw&_:. = a.eu %@.T = €+. Av\ev\t + M%_:ev .&1%@?-

aby t&inok bol konformne invariantny.,
Odvodenie prislugnych zikonov o zachovani prenechdvame &itatelovi.
Zaverom dakujem dr. M. Petrifovi za jeho ziujem a pripomienky k tejto
praci.
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EﬁSZm.J«mem K TEOPEMAM H3T3P
ZEE%&»&E BIAWMEK

Busogn

B nacroameii paGore rosopurcA o6 obemx Teopemax J. Hatap (E. Noether), YBaKasa
cuyual, KOIZia B JaTpamRMale CJEHOBAHHON CHOTEMELL BHICTYNAIOT OPOH3BOJHEE BRCHIMX
TIOpAAKOB OT BONHOBHX QyHKIME. B aToM ciydae moxasamm 3aomis COXPaHeHHA (ecim
AMEeT MeCTO MHBADHAHTHOCTh (YHKUME NeMCTBUA OTHOCHTEIBHO KOHEYHOH HelpepHRBHOM
TPy MpPeolpasoBanuil) K TOMTECTBEHHEE CBONCTRA JIarPaHAKeBHX BHPAKEHHH M HX
UPOU3BOAHLIX (JUIA HHBAPHAHTHOCTH OTHOCETENILHO GecKOHeYHOR rpymmir). Ilpr srom
JlarpamsKmaH  npeolpasyercs o OpMHOUOY SKBHBaJIEHTHOCTH dinep—Jlarpammesnx
YPaBHeHUH ,, MBMKeHEA' . [[anee HOKa3aH0, Korma Tpebyercs abcomoTHAN (mma peaTiBHAR)
HHBapRAHTHOCTE JlarpaH;KMaHa K TOMY, 4To6Bl OLUIT B cmie TeopeMit Harap. Hakomer,
B HCCKONLKUX MPOCTEIX NPMMepaX, NOKa3aHO ACIOTbICBANEG 06X TeopeM Harap.
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Summary

The present paper deals with the both E. Noether’s theorems for the higher order’s
derivatives of wave functions containing lagrangians (lagrangian density functions).
For the physical system unider discussion there are established the conservation théorems
(when the invariance over a finit continuous group of transformations is required) and
the identity relations between the Euler—Lagrange’s expressions and their derivatives
respectively (when the requirement of invariance over a infinit group is fulfiled). In this
casethe lagrangian is transformed according to the principle of equivalence of the Euler—
Lagrange’s equations of motion. For the validity of these theorems it is shown when
we have to require the absolute (or the relative) invariance of the lagrangian. In the
last section in any simple examples we can shown the use of the both Noether’s theorems..
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