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0 ZAMENITELNYCH KONGRUENCIACH
NA_ SVAZOCH

JAN JAKUBIK, Kotice

V praci [2] vySetroval H. A. Thurston kongruencie na distributivnych
sviizoch, spliujtcich istd podmienku konednosti (tdto podmienka je podrobne
uvedena niz$ie v odseku 1). DokdZeme, Ze Thurstonovo tvrdenie o zamenitel-
nosti kongruencii na distributivnych sviizoch, vyhovujtcich spominanej pod-
mienke, je nespravne. Dalej odvodime nutni a postadujicu podmienku, aby

azdé dve kongruencie na svize S boli zamenitelné.

Pouzivame pojem ,,vytvorujici rozklad” podla [3]. Ostatné pojmy a ozna-
denia sa zhoduja s terminoldgiou knihy [1].

1. Kaidy distributivny sviiz sa d4 reprezentovat pomocou mnoZin. Podrob-
nejsie povedané: ak S je distributivny sviz, existuje mnoZina M a zobrazenie

z€8, z-—>az(M), zM) c M, (1)
ktoré ma tieto vlastnosti (x, y su Iubovolné prvky svizu 8):

z % y= 2(M) += y(M),
(x v y) (M) = (M) v y(M),
(x N y) (M) = 2(M) n y(M).

Znaky u, n na lavej strane sa vzfahuji na sviz 8, a na pravej strane maja
vyznam mnoZinovy. (Pozri [1], str. 140.)

V prici [2] vySetruje H. A. Thurston také distributivne svizy, pre ktoré
existuje reprezenticia (1), v ktorej vietky mnoZiny x(M) st koneéné; kvoli
strudnosti nazvime takéto svizy svizmi typu (k). Pre takéto svizy je v préci [2]
vyslovené tvrdenie (v inej terminoldgii):

(I) Ak S je sviz typu (k), lubovolné dva vytvorujice rozklady R,, R, na S
81 zamenitelné.

(Vytvorujice rozklady R,, R, na S sa nazyvaju zamenitelnymi, ak pre
TubovoIné prvky, x y, z € S zo vzfahov

r=y(R), y=-2zR,)

, vyplyva existencia prvku u € 8, pre ktory plati

z = u(R,), u = NANL.
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Porov. [1], str. 85; v pracach O. Boréivku (porov. napr. [3]) sa pouziva nazov
,,doplnkové vytvorujice rozklady“.)

Tvrdenie (I) je uvedené aj v recenzii price [2] v Mathem. Reviews 16 (1955),
str. 559, a citované v neddvno vyilej praci Dwingerovej [4]. Toto tvrdenie
je viak nesprévne, ako dokazuje nasledujici jednoduchy priklad:

Nech S = {z, y, 2} je retazec, x < y < z.S je koneény distributivny sviz,
teda S je sviz typu (k). Rozklady R, = ?ﬁ v, &), Ra={{z}, (v 24}
s vytvorujicimi rozkladmi na S. Plati z = y(R,), y = 2(R,) a neexistuje
prvok « € S, pre ktory by bolo x = u(R,), u = z(R,). Teda R,, R, nie su
zamenitelné. .

2. Nech 8 je distributivny sviz. Nutnd a postalujica podmienka, aby kaidé
dva vytvorujice rozklody R,, R, na S boli zamenitelné, je: sviz S je relativne
komplementdrny.

Dokaz. Podmienka je postatujica podla lemmy 14 z price [5] a nutna
podla lemmy 13 [5]. (Porov. aj [1], str. 86, Ex. 3.)

Ak bude v dalsom reé o rozklade R na sviize S, oznatime S/R = S (S je
sviz tried vzhladom na rozklad R); ak z € §, oznadime  triedu rozkladu R,
ktors obsahuje prvok z. , o

3. Nech je teraz S Tubovolny svdz. Postatujica podmienka, aby kaZdé dva
vytvorujice rozklady na S boli zamenitelné, je: S je relatione komplementdrny
sviz (lemma 14, [5]; porov. aj [9]).

Nech R,, R, st vytvorujice rozklady na sviize S. Oznatme R, n R, = E.
Nutnou podmienkou pre zamenitelnost vytvorujtcich rozkladov RB;, R, na §
je isté zoslabenie relatfvnej komplementédrnosti, ktoré znie takto:!

(K,) 4k je u, v, z€8, u <z <v, u = z(R,), x = v(R,), potom existuje

relattony komplement proku T v intervale <u, ).k .
Dékaz. Nech si splnené predpoklady tvrdenia (K,), nech si rozklady E,,
R, zamenitelné. Potom existuje prvok y € S, pre ktory plati

w=yRy), y=o(R) @)

Ak na oboch strandch kongruencii (2) utvorime prenik s prvkom v a potom
spojenie s prvkom u a ak ‘oznadime (y N v) U u = 2, dostdvame:

= NA.wmv. = eA.mwnv. ANQ

Zrejme je z € {u, v>. Z Wozmm.dmnom uvedenych v predpoklade tvrdenia (K;)
dostdvame teraz

uw=znzR), zuUz=uv(k)
1 Ak z je relativny komplement H:dlw_.» % v intervalé Cu, v>, zrejme je z relativnym

komplementom prvku z v intervale <u, o).
2 Vzhladom na rozklad R, n RB,.
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a z kongruencii (2') analogicky

% = x N z(R,), x Uz = v(Ry).

Je teda v rozklade R=R,n B,u =% n z, v =z U z. Prvok z je relativhym
komplementom prvku z v intervale (u, v).

Nech (K,) je tvrdenie, ktoré vznikne z (K,) zamenenim indexov 1, 2 a nech (K}
je tvrdenie vyjadrujice, Ze plati siasne (K;) i (K,). Zrejme je (K) nutnou
podmienkou, aby rozklady R,, R, boli zamenitelné.

4. Dokazeme, %e podmienka (K) je aj postadujica pre to, aby vytvorujice
rozklady R,, R, na svize S boli zamenitelné. Postup dékazu je womo.cde
postupu pouZitému v dékaze lemmy 14 [5].

Nech je splnend podmienka (K), nech a, b, ¢ € S,

a=bR), b=c(Ry). 3)

Oznatme au b =f, buc=g, fug=n~h.

Z kongruencii (3) dostavame
a = \Amwwv? ¢ = Qﬂﬁwwv‘ A%v
f=MBy), g=h(R). (4)

Podla predpokladu o platnosti (K) (pouzitého na prvky a, f, 2) a podla (4), (4")
existuje prvok 7 € 8, pre ktorv plati
inf=a ‘uUf="FL (5)

uf
Analogicky sa dokaZe existencia prvku j € S, pre ktory je

Il

. jug

O

ing= h, (6)
Oznatme fni=a,, fUi="h, jNg=c¢, jUug="h. Z rovnic (5), (6)
vyplyva )

ay

I

@, h=h=h, c¢=c (BnRy) (7)
Zo vztahov (4') dostavame utvorenim preniku s prvkom ¢, resp. j a pouZitim (7)
a=i(Ry), c¢=j(Ry).

Z kongruencii (4) utvorenim spojenia s prvkom ¢, resp. j dostdvame po-

mocou (7) .

i =k(Ry), 7 =MR,). (8}

Osb@nam i n j = k. Z (8) utvorenim preniku s prvkom 7, resp. 1 a pomocou (7)
dostdvame

=j(R), k=i(R,).
Z predodlého vyplyva a = k(R,), k = ¢(R,), ¢im je d6kaz ukondeny.
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Veta 1. Podmienka (K) je nulnd a postaéujica pre to, aby vytvorujice roz-
klady R,, R, na svize S boli zamenitelné.

5. Ak S jesviz aaka, b € S, oznadime R(a, b) prenik vietkyeh vytvorujicich
rozkladov R; na 8, v ktorych a = b(R,). Ak u, v, x€ 8, u < x < v, oznadime
R(u, v, ) = R(u, z) n B(x, v).

Vysetrujeme podmienku

(XK, Ak u,v,z€8,u <2 <vaak B = Ru,v, z), %&eSeomS&m S|R
existuje relativny komplement proku % vzhladom na interval {u, v).

Predpokladajme najprv, Ze ka?dé dva vytvorujice rozklady na svize S
st zameniteIné. Nech«, v, € 8, u < = < v. Oznadme R(u, ) = R,, R(x, v) =

= R,. Padla vety 1 plati pre rozklady R,, R, nﬁmau_m (K); teda plati tvrde-
nie (K;).

Teraz predpokladajme, Ze plati tvrdenie (K;) a nech R,, R, si Iubovolné
vytvorujice rozklady na S, nech u, v, z € 8, u < <v,u = z(R,), x = v(R,).
Potom je R(u, z) < Ry, R(z,v) < R,, a teda a]

R(u,v,z) < R, n R,. (9)

.Hlomﬁ rozkladu R(u, v, ), resp. R, n R,, obsahujicu prvok z, oznatme ,
resp. ©. Podla (K,) existuje z€ S,

Uz =1v;

8
>
wl
I
£l
8l

podla (9) plati potom aj

81
wt
I
¢

rNz=u, U
Teda je splnend podmienka (K,) (a analogicky (K,)), takZe podla vety 1 roz-
klady R,, R, st zamenitelné. Tym sme dokdzali tito vetu:

Veta 2. Podmienka (K;) je nutnd a postabujica pre to, aby kaZdé dva vytvoru-
juce rozklady na svize S boli zamenitelné.

Poznimka. Z dvah price [5] sa lahko zisti, %e pre distributivny sviz S
plati R(u, v, z) = 0, takie pre distributivne svizy podmienka (Kj) je ekviva-

lentna podmienke, aby sviz S bol relativne komplementirny. Vetu 2 méZeme

teda povaZovat za zovSeobecnenie vety z odseku 2.

6. V praci [6] bol zavedeny tento pojem: nech I, I' st intervaly svizu S.
Hovorime, e I je slabo projektivny s I’, ak existuji intervaly I, ..., I,
také, %e I, je transponovany k anmﬂis Lcl, k=1 ..,nI,=1,
I, = I'. (V celej ivahe priptidtame aj jednoprvkové intervaly A&v z). Iiahko
sa zisti, e dany interval I C 8 je slabo projektivny s kazdym jednoprvkovym
intervalom {z, ) svizu S.)

Nech I je interval vo svize S, ;€8 (i = 1,
mno?ina C = {z;} je &iara typu I, ak pre ¢ = 1,

a) prvky z,_;, %; 8i zrovnatelné,

b) interval I je slabo projektivny s intervalom, ohranienym prvkami z;_,,
x; (0 tomto intervale hovorime tieZ, Ze je typu I).

, n). Budeme hovorif, Ze
,n — 1 plati:
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Hovorime, Ze éiara C spojuje prvky =z, =,; ak to o#omEm zddraznit, piseme
C(zy, z,).

VySetrujme podmienku:

(K3) Ak je u, v,z €8, u < x < v, potom existuje prvok y €S, u=y=<wv
o dalej existuje &ara Cy(u, x N y) a &ara Cy(v, x U y), kioré st stlasne typu
{u, zy 1 typu L, v).

Predpokladajme, Ze plati (K3). Nech w, v, v € S, < 2 <. N 4jdime prvok y
podla (K;). Podla vety 1 a poznimky 2 za vetou 1 [6], plati

U =1xNnY, v=2UyY. (10)
V kaidom z vytvorujucich rozkladov R(u, x), R(z, v), teda vztahy (10) platia
tiez vzhladom na vytvorujici rozklad RB(w, v, z). Tym je dokdzané, Ze plati (K;).
Predpokladajme, Ze pre sviz S plati tvrdenie (K;), nechu, v, z € 8, 4 < = <
< v. Nech y je relativny komplement prvku z v intervale <u, v) (pouzivame
rozklad R = R(u, v, z)). Analogickou tvahou ako v bode 3 sa zisti, Ze bez
ujmy vieobecnosti moéZeme predpokladat w <y <w. Z. toho vyplyva, Ze
vzhladom na rozklad R, a teda tieZ vzhladom na rozklad R(u, x) platia kon-
gruencie (10). Podla citovaného miesta price [6] existuje Ciara Cy(u, z n )
typu {u, ). Pritom podla poznamky 1 za vetou 1 [6] méZeme predpokladat,
76 Ci= {z}, u<z; < zny(t =1, n). Podla (10) je potom vzhladom

na rozklad R -
T =X (11)

prei =1, , n. KedZe (11) E@i tiez vzhladom na rozklad E(z, v), existuje
diara Q?ﬁ L v = {2} (k =1, ..., m;) typu {x, v), pritom

2 eI (12)

kde I je interval ohranieny prvkami z;, ,, ;. Podla (12) je interval (u, =>
a stfasne aj interval <z, v) slabo projektivny s kazdym z intervalov ohra-
nidenych prvkami 2 ;, 2z, (k= 1, ...,m;, i = 1, ..., n). MnoZina

— 1 1
C={z, ..., % ,..Juwu....uufv

je zrejme Ciara spojujica prvky wu, x n y, ktord je suasne typu (u, )
1 typu (=, v).

Analogicky mo#no uvazovat pre m:éW% v, z U ¥. Teda E@S (K3). Z vety 2
dostavame: . )

Veta 2'. Podmienka (K3) je nutnd a postacujica pre to, aby kaZdé dva e.ﬁeog-.
juce: rozklady na svize S boli zamenitelné.

7. Nech R,, R, su vytvorujice H.oNEm&% na svize S, 4, v € S. <%mm§.55o
sastavu kongruencii

z = u(Ry), z = v(R,). (13)
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Podmienky riesitelnosti takejto ststavy — za istych obmedzujtcich pred-
pokladov o svize S a o vytvorujicich rozkladoch R,, R, — boli vySetro-
vané v praci V. K. Balachandrana [7] a v préci [5].

Nutné podmienka, aby sdstava (14) mala rieSenie x € S, je zrejme

u = o(R, U R,). (14)

Na prikladoch sa lahko zisti, Ze podmienka (15) vo vieobecnosti nie je postadu-
jiica pre rieSitelnost kongruencii (14).

Vysetrujme tieto vyroky (porov. [5]):

(Ba) Pre fubovolné proky u, v€S a Tubovolné vytvorujuce rozklady R, R,
na S 20 vetahu (14) vyplyve riefitelnost sustavy (13).

(Ba (R,, R,)) Nech R,, R, st dané vytvorujice rozklady na svize S. Pre
Lubovolné proky u, v € 8 zo0 velahu (14) vyplyva rieSitelnost sustavy (13).

Potom plati:

Veta 3.

a) Podmienka (K;) je nuind a postatujica pre platnost vijrokw (Ba).

b) Podmienka (K) je nulnd o postalujica pre platnost vyrokw (Ba (R,,
R,))-

uwuvzmms vyplyva z toho, Ze vyrok (Ba) (resp. {Ba (R;, R,)) je ekviva-
lentny poZiadavke, aby vietky vytvorujtice rozklady na svize § (resp. vytvo-
rujice rozklady R,, R,) boli zamenitelné. (Porov. {8], str. 19.)

Vzhladom na poznimku za vetou 2 tvrdenie a) z vety 3 mdZeme povazovat
za zovieobecnenie vety 2 z prace [5].
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MNMEPECTAHOBOUYHbBIE OTHOIMEHNA
HOHTPYOHTHOCTHN B CTPYKTVYPAX

AH AKYBHUEK

Busoint

1. B pabote [2] uccaeposan A. I'. TypcToH OTHOmIEHMA KOHIDYIHTHOCTH B JUCTPHOY-
TUBHBIX CTPYKTYPax, MCHOJHAIIMMX HEKOTOPOC YCJIOBUE KOHEUHOCTH; TaKHe CTPYKTYPH
0003HaYHM KaK CTPYKTYpPH! cO cBOHCTBOM (k) (Bce KOHeuHKe AUCTPHOYTHBHHIE CTPYKTYPH
obnajaor ceorctBoM (k)). B ynomamyroii paGore TypcroH yTBepikjaer, YT0 KamKakle [Be
OTHOMICHMST KOHI'PYIHTHOCTH HAa CTPYKType obnajamomei cBodcTBOM (k) mepecTaHOBOUHEL.
Ha npocrom npuMepe noxaswiBaeM, 4TO 3TO yTBep:KAgHHE HEBEPHO.

2. Nyers S — pacrpubytusras crpykrypa. Hamisle [Be OTHOMEHMA KOHI'DYIHTHOCTH
Ha S nepecTaHOBOYHHI TOTAA W TONBKO TOTNA, €CHH S — CTPYKTYPa ¢ OTHOCHTEILHLIME
nronmonueruamu. (Cm. [5], nemma 13 u 14 [1], c1p. 86, ynp. 3.)

Hasxunle {Be OTHOWIEHUA KOHIPYIHTHOCTH HA CTPYKTYPe € OTHOCATENbHAMHE JONOJHEHUAMU
HepecTaHoBOYHH, (CM. {5], aemma 13 # 14 m [91.)

3. Ecix R — OTHOIeHNEe KOHIPYSHTHOCTH B CTpPYKType S, 0003HawMM wepes ¥ Hiace
B S/R comep:RA0MAi d71eMeHT &.

Ilycts R,, R, -— oTHONleHns KOHTpysHTHOCTH B cTpykrype S. Heofxogmmsim ycrosmem
ANA NePecTaHOBOTHOCTH R,;, R, ABIACICA cielyiolmee:

(K, Ecoit w, 4, v €S, u< x < v, u=z(R)), =z =v(R,), Torna B crpyrrype S/R, R =
= R, n R, CymecTByeT OTHOCHTE/ISHOE IONOJHEH S dTeMeHTA & B HHTepBase {u, 3. )

4. Myers (K,) — ycuaosre, koropoe mosyunM m3 (K;), ecim 3aMeHEM Mexmy coboi
uHgekcH 1, 2 u nyers (K) — ycnosEe yreepixaaomee, uro umeer Mecto (K;) n (K,).

Teopema 1. llycts 8 — crpykrypa. Yeaosne (K) apnAerca HeoOXOIHMEM H JOCTATOTHEIM
1A mepecTaHoBouHocTH R, R,. -

5. Hyers S — crpyxrypa. Ecam w, z €S, o6o3maunyM uepe3 E(w, ) HauMeHBIIee OTHO-
IeHHe KOHIPYSHTHOCTH Ha S, B KotopoM u = x. [Jajee obosmaumm R(u, x,v) = R(u, z) n
a R(x,v), S(u, x, v) = S|R(u, z, v). BeeneM eme cnenyromee ycionme (Kj):

(K;) Ecnr w, z,v€ S, u < x < v TOria 37ieMeHT x CTPYKTYpH S(u, Z, v) HMeeT OTHOCH-
TeNBHOe JOMOTHOHHMe B WHTepBame (i, v).

Teopema 2. Kasxgnle [Be OTHOMEHAA KOHIPYSHTHOCTE. B S HepecTAHOBOYHHN TOrAa
H TOIBKO TOTHA, eciam B S mcnomseno yexosme (Kj).

6. B reopeme 2’ noxasnsaem, aro yciaosze (K,) paBrocuarHo ¢ yciosueM (Kj), Kotopoe
BHIPAMKAETCA ¢ MOMONIIO IOHATHA ciaGoii HPOeKTHBHOCTA BBefenHOrO B [6].

7. Ucenenyem cmctemy (13), rae By, R, — OTHOmIEHHA KOHIPYSHTHOCTH Ha CTPYKType S,
u, v €S. HeobxopuMuM yeaoBEeM Juis TOT0, YToOml cucreMa (13) Mena pemrenue, sBisercd,
oueBmAEO, (14); HO 5T0 yenosue He goctatogHo. (CM. Toxe {7] & [5].)

Teopema 3. s KamI0i HAPH 37EMEHTOB U, © €S M Ka/I0il NAPL OTHOWMEH Y KOBIPYIHT~
nmocte R,, R, na S purexaer m3 (14) paspemmMocTth CHCTeMH! (13) TOTAa M TOJIBKO TOTAa,
ecan B S uMeer Mecto (K).
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VERTAUSCHBARE KONGRUENZEN
IN VERBANDEN

JAN JAKUBIK

Zusammenfassung

1. In der Arbeit [2] hat H. A. Thurston Kongruenzen in solchen distributiven Ver.
biinden untersucht, welche eine gewisse Endlichkeits-Bedingung erfiillen; die Verbande
solcher Art bszeichnen wir als Verbénde mit der Eigenschaft (k) (alle endlichen distri.
butiven Verbidnde haben die Eigenschaft (k)). In der erwihnten Arbeit behauptet
A. H. Thurston, daf} jede zwei Kongruenzen in einem Verband mit der Eigenschaft (k)
vertauschbar sind. (Siehe auch [4].) Wir zeigen an einem Beispiel (eines Verbandes
mit drei Elementen), daB3 diese Behauptung falsch ist.

2. § sei ein distributiver Verband. Jede zwei Kongruenzen in S sind vertauschbar dann
und nur dann, wenn S relativ komplementér ist. (Siehe auch [5], Lemma 13, und 14,
und [1}, 8. 86, Ex. 3.)

Jede zwei Kongruenzen in einem relativ komplementdren Verband sind vertauschbar.
(Siehe [5], Lemma, 14, und [9].)

3. Wenn R eine Kongruenz in einem Verband S ist, bezeichnen wir mit z die Klasse
in S/R, welche das Element z enthilt.

Es seien R,, R, Kongruenzen in einem Verband S. Eine notwendige Bedingung fiir die
Vertauschbarkeit der Kongruenzen R, R, ist folgende Verschwichung der relativen
Komplementaritit:

(K;) Wenn z, u, € S, v < < v, u = m(R,), x = v(R,), dann gibt es in dem Verband
S{R, R = R, n R,, ein relatives Komplement des Elementes z im Intervall (u, v,

4. Essei (K,) die Bedingung, welche aus (K;) durch Vertauschung von Indizes 1, 2 ent-
steht und es sei (K) die Bedingung, welche besagt, daff (K;) und (K,) zugleich gilt.

Satz 1. S sei ein Verband. Die Bedingung (K) ist notwendig und w:ﬁﬁora:@ fir
die Vertauschbarkeit der Kongruenzen R, R, in S.

5. 8 sei ein Verband. Wenn u, z € S, bezeichnen wir mit R(u, z) die kleinste Kon-
gruenz in S, in der die Relation u = x gilt. Fiir jede drei Elsmente 4, x, v€ES, u < 2 < v
bilden wir die Kongruenz R(u, x, v) = R(u, ) n R(z, v). Die Klasss in R(u, 2, v), welche
das Element z €S enthilt, bazeichnen wir z. Weiter sei S{u, z, v) = S/R(u, =, 3. Wir
fithren noch folgende Bedingung (K,) ein:

(K,) Wenn u, z, V€S, u < z < v, dann hat das Element 7 in mmg <m1§b& S(u, z, 3
ein relatives Komplement im Intervall <u, v).

Satz 2. Jede zwei Kongruenzen in S sind vertauschbar dann und nur dann, wenn
in S die Bedingung (K,) mnm:_? ist.

6. Im Satz 2’ beweisen ﬂ:.. daB die Bedingung (K,) mit einer Bedingung (Kj) #quiv
valent ist; diese Bedingung enthilt den in der Arbeit [6] eingefithrten Begriff der mo?am.
chen Projektivitiit.

7. Untersuchen wir das System von Kongruenzen (13), wobei R;, R, Hmodmnﬁouﬁmd
in einem Verband S sind, %, v € S. Eine notwendige Bedingung fiir die Losbarkeit dieses
Systems ist offensichtlich (14); die Bedingung (14) ist aber nicht hinreichend. (Siehe
auch {7] und [5].)

Satz 3. Fiir jede u, v S8 und jede zwei Kongruenzen R,, R, in § folgt aus 23 die
Losbarkeit von (13) dann und nur dann, wenn in S die Bedingung (K,) gilt.
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