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POZNAMKA K JEDNGOMU PROBLEMU
O EULEROVSKYCH GRAFECH
JIRI SEDLACEK, Praha

Oystein Ore [3] a F. Bibler [1] se ned4vno zabyvali eulerovskymi grafy,
v nich# existuje uzel ¢ takovy, Ze kazd4 kruZnice grafu prochizi uzlem c.
Tyto grafy totiZ lze ve t¥id8 souvislych eulerovskych grafii charakterisovat
také touto vlastnosti: Konstruujeme-li dany souvisly eulerovsky graf jednim
(uzavienym) tahem, ptiSem? vychdzime z uzlu ¢, potom po kazdé, kdyZz se
dostaneme do uzlu ¢ a nemdZeme uZ z ného ven, jsme proili vSemi hranami
grafu. V tomto p¥ispévku chceme naznatit jisté zobecnéni citovaného problému
0. Oreho a F. Biblera.

Budi? & konedny neorientovany graf bez smydek (v tomto pfispévku pfi-
poustime téZ existenci wmo&ﬂwd%or uzlit). Necht H;, H, jsou dva podgrafy
grafu @ definované takto:

a) Mno¥ina uzlt grafu H; (¢ = 1, 2) je rovna mnoZing uzli grafu G.

b) Kazd4 hrana grafu G patii privé jednomu z grafa H,, H,.

Potom tekneme, Ze H,, H, jsou komplementdrni podgrafy v grafu G.

Necht U = ¢ je podmno?ina mnoZiny uzli grafu @. Rekneme, Ze podgraf H
grafu G je dplny vehledem k U, plati-li:

a) Existuje eulerovsky! podgraf H' grafu G takovy, %e H, H' jsou komple-
mentirni podgrafy v G.

b) Pro kazdé z€ U je kefik? K, podgrafem v H.

Z¥ejmd graf G je sdm svym podgrafem dplnym vzhledem k libovolné ne-
prézdné podmnoZing U mnoZiny svych uzla. V tomto piipadé mluvime
o trividlném podgrafu iplném vzhledem k U, ostatni piipady tplnych pod-
grafl nazveme netrividlnims.

Pristupme nyni k zobecndni jedné v&ty O. Oreho a F. Bablera.

Véta 1. Nutnou a postadujict podminkou k tomu, aby v koneéném neoriento~
vaném grafu G existoval jen trividlni podgraf vplny vzhledem k dané neprdzdné

1 Sloviim ,,eulerovseky graf zde ovlem dédvéme SirSi ndplh ne% Konig [2], nebot pfi-
poustime také isolované uzly. Tak napt. podgraf N grafu @, ktery obsahuje viechny uzly
grafu G a Z4dnou hranu, je eulerovsky. Podgrafy N, G jsou v G komplementérni.

t Ketik K, je podgraf grafu G, ktery obsahuje viechny hrany grafu @ incidujici s uzlem»
a viechny koncové uzly vEech téchto hran (viz [2], str. 128).
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podmnoing U mnofiny uzld grafu Q, je, aby na kaZdé krufnici grafu G leel
aspot jeden uzel x € U.

Dtkaz. Necht v grafu & existuje jenom trividlni podgraf plny vzhledem
k U a necht pfitom existuje kruZnice O, na které nelezi Zidny uzel mnoziny U.
Sestrojme podgraf H grafu G tak, Ze z G vynechime viechnyh rany kruZnice .
K podgrafu H existuje v G komplementarn{ eulerovsky podgraf H' (sloZeny
ze viech uzli grafu G a ze viech hran kruZnice 0). Tim dochédzime ke sporu,
nebot x je netrividlni podgraf {iplny vzhledem k U. .

Necht nyni obracens existuje v grafu G netrivislni podgraf  plny vzhledem
k U; sestrojme k nému komplementdrni podgraf H'. ProtoZe mno#ina hran
(eulerovského) grafu H' neni prézdné, miiZeme v H' sestrojit kruZnici Q (viz
Konig [2], str. 19, véta 1). Kdyby existoval uzel z € U lezici na £,
oznadme A, h, dvé hrany kruZnice 0 incidujici s uzlem z. Hrany h, A,
by nepattily ke grafu H, tedy graf H by nebyl podgraf tplny vzhledem
k U. Na krugnici 2 tedy nelezi 74dny uzel z mnoziny U. Dikaz je po-
dén. .

0. Ore a F. Bibler se zabyvali ptipadem, kdy & je souvisly eulerovsky graf
a U je mnozina s jedingm prvkem ¢. Pak oviem podgraf H dplny vzhledem
k U je eulerovsky. Vyloudime-li ptipad, Ze se G redukuje na isolovany uzel c,
lze nutnou a postadujici podminku z véty 1 vyslovit tak, jak jsme uvedli
na poditku tohoto &lanku. Kazdy souvisly eulerovsky graf (s meprézdnou
mnozinou hran) lze toti¥ — jak zndmo — konstruovat jednim uzavienym
tahem, takZe trividlnimu podgrafu H tplnému vzhledem k U odpovidd tah
konstruujici cely graf @, netrividlnimu podgrafu H pak tah konstruujict jisty
jeho vlastni podgraf.

Vsimnéme si jesté piipadu, kdy mnozina U z véty 1 mé jediny prvek,

tedy U = {c}. Dtive viak, ne? budeme zkoumat vlastnosti ptisluSného grafu Z,
uvedeme bez dikazu jednu pomocnou v&tu, kterou dokazuje Konig [2] na
str. 8 jako vétu 7. .

Lemma 1. Jsou-li v daném grafu W, a W, dvé rizné cesty, jeZ obé spojuji
dvojici raznych udd p, g, pak je moino sestrojit krunici Q, jejiZ hrany patii
bud cesté Wy, nebo W,. .

K formulaci véty 2 potfebujeme je§td jeden pojem. Necht G, a-@; jsou dva
grafy, které maji aspofi jeden uzel spole¢ny. Pak mazximdlnim spoleCngm pod-
grafem grafa G, a G, rozumime takovy graf P, jenZ je podgrafem grafu @,
i grafu @,, pfitem? plati: Je-li graf @ podgrafem v grafu G, i v grafu G,,
pak Q je podgrafem v P. Existence a unicita maximalniho spole¢ného pod-
grafu je ziejma.

Vita 2. Necht Z je graf, v ném# existuje uzel ¢ takovy, Ze ka#dd kruZnice
grafu Z prochdzi uzlem c. Budie 0" a 0" dvé rizné krugnice grafu Z a necht P
je jejich mazimdlni spoleény podgraf. Potom plati: Je-li P souvisly, je P bud
isolovany uzel nebo cesta v grafu Z, pridemz uzel ¢ neni vnitinim uzlem této cesty.

152

Neni-li P souvisly, md pravé dvé komponenty, z nichZ jedna je tvofena isolovanym
uzlem c2 ‘

Dikaz. Ze souvislosti grafu P plyne, Ze je to bud isolovany uzel nebo cesta
v grafu Z; necht ¢ je vnitinim uzlem této cesty. Odstranime z kruZnice O’
(resp. 0") véechny hrany a viechny vnitini uzly cesty P (tedy i uzel ¢); vznikne
tak cesta W, (resp. W,) v grafu G. Podle lemmatu 1 je moZné sestrojit krui-
nici 2, jejiz hrany patif bud cesté W, nebo cestd W,, tedy 2 neprochdzi
uzlem ¢ (spor).

Necht nyni P mé aspoii dvé komponenty; jedna z nich (oznadme ji P)
obsahuje uzel ¢c. Necht P m4 jesté aspofi dvé daldi rizné komponenty P, a Py;
zvolme v ka#dé z nich jeden uzel pe P,, € Py. Uzly p, g déli kruznici O’ (resp.0")
na dvé isti (cesty); budiz W, (resp. W,) ta z nich, jeZ neobsahuje uzel c.
Sestrojme nyni opét podle lemmatu 1 kruznici Q; ta viak neprochizi uzlem ¢
(spor). M4 tedy P pravé dvé komponenty P, a P,. Zbyva jesté dokdzat,
%e P, m4 jen jediny uzel c. Necht P, mé kromé uzlu ¢ je$ts uzel p. Zvolme déle
uzel g€ P,. Pomoci uzld p, g lze na kru¥nici O’ (resp. Q") opét definovat dvé
cesty; oznadime-li W, (vesp. W,) zase tu, kters, neprochazi uzlem ¢, odvodime
z lemmatu 1 analogicky jako vySe existenci kruZnice O neprochazejici uzlem ¢
(spor). Dikaz je tim podan. .

Z4vérem chceme poznamenat, Ze jednoduché zobecndni pFipoustéji jested
dal¥i véty, jez O. Ore a F. Bébler uvadsji ve svych pracich.
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3AMETKA K OIHON NPOBJEME
OB ANJAEPCKUX TPADAX

UPHU CEONJNTAYER

BeiBoasl

0. Ope m @. Befisep 3aEEMAnIACH sitnepckamu rpadamu G, B KOTOPHX CYINeCTBYeT
BepIIMHAE, JeHKaman Ha Kamno# okpyxHOCcTH rpada G. 3aMeTHa MOKA3HIBACT BOSMOMKHOCTD
oGobmenua sToi IPOGIEME.

3 (4st tvrzeni nadi vty 2 uvadi F. Bibler [1] na str. 83 v poznémece 3 pro specidlndjsi
piipad eulerovského grafu Z bez dikazu.
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EINE BEMERKUNG
UBER EULER’SCHE GRAPHEN

JIRTI SEDLACEK

Zusammenfassung

O. Ore und F. Babler studierten eine spezielle Klasse Euler’scher Graphen @, wo ein
auf jedem Kreise des Graphes @ liegende Knotenpunkt existiert. Diese Bemerkung zeigt,
dafl man die erwihnte Aufgabe leicht verallgemeinern kann.
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