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0O EGHHHMUBHWPHHa\ZMH POLOGRUPE
ZVYSKOVYCH TRIED (mod m)

BOHUMIR PARIZEK 4 STEFAN SCHWARZ, Bratislava,

i

Jje Struktira S, dobre znima a moZno ju najst v mnohych uéebniciach algebry.
Nie je bez zaujimavosti vysetrovat mnofinu §,,, ak potladime operdciu séitanis,
a vySetrujeme iba, multiplikativne vlastnosti jej elementov.

Ulohou tejto price je vySetrif Struktira B:Ew:wi?s&. pologrupy S,
metédami tedrie pologrip.

Takto postavend otdzka je zaujimavs i z hladiska elementérne;j teérie disel.

Je vieobecne zndme, Ze sa v iselnej tedrii zapodievame takmer vyhradne

Pre pohodlie gitatels pripomenieme v tomto uvodnom odseku niektoré
fakty z teédrie konednych pologrip, ktoré platia celkom vieobecne, nezévisle
od Speciilneho charakteru pologrupy S,.. Dékazy tychto viet ndjde gitatel
v préei [1]. o

Nech 8 je kone&ns (nie .._.\zmé&bcga komutativna,) pologrupa. Nech g € §.
Postupnost .

a, a? as. ., (1)

mi iba konedny podet réznych elementov. Je zndme, e ked @ 0,0 <o st
najmensie prirodzené ¢isla, pre ktors plati a¢ = @2, potom (1) obsahuje presne
¢ — 1 réznych elementov, a to:

@ .o, atae, e,

Mnozina @, — fae, ..., aoy je o%w_moww.mazwm. Akt >0, jeare @, .
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Mnozina (1) m4 jediny EmSwoﬁm& ¢ a to jednotkovy element grupy @,.
Budenie hovorit, ze ¢ patri k idempotenty e,

.

Nech P, je mnozina vietkych elementov pologrupy S, ktoré patria k pevne

malna grupa @, ktord ms € za jednotkovy element. Je zrejmé, Ze G, CP,.
Maximélne 8ruppy patriace k réznym idempotentom su teda navzijom
disjunktné. Grupa, @, je mnozina tych elementov z € P,, pre ktors plati ex =
= e = z. Preto Pe — eP, =@, .

Nakoniec poznamenajme: Ked & mg jednotkovy prvok €&, plati Pe =
=P, =4, t. J- maximalns, pologrupa, ktors patri k jednotkovému prvku,
je grupa.

Uvedené fakty budeme v dalsom beZne poufivat. Ostatng pPomocné vety,
ktoré budeme potrebovat, si odvodime.

s 2

V tomto odseku si odvodime dve vety, ktoré maji vieobecny charakter,
Pritom nebudeme anj predpokladat, ze pologrupa, o ktorej uvaZujeme, je
koneé&nd,

Lemma 1. Nech, § je pologrupa, ktord md jednotkovy element &, @ nech @ je
grupa, ktord le{ v S a obsakuje . Nech z, Y 84 dva lubovolné prvky pologrupy S.

8 = uzg, (2)
. |

kde x; s vhodne zvolené elementy pologrupy S.

Pozndmka. Rozklad (2), ktory je okrem poradia séitancov zrejme jedno-
znaény, budeme nazyvat rozkladom pologrupy 8 modulo @. Mnoziny «,6
budeme nazyvat triedami modulo @. ,

Doékaz. Pretose pre kaZdy prvok ze § plati z = ze, € 2@, je kaidy ele-
mentzeSv nejakej triede. Mno#ina, vietkych tried mod @ Pokryva celé §.

Huwm&wow_mmﬁ.nco, Ze pre dva elementy z, y € § plati 2@ n y@ =+ g. Potom
existuju také prvky a, b€ @, e za = yb. Néjdime v grupe G element g1, pre
ktory plati aq-1 = e- Potom zaa—t = ybg-1 5 — yba™*. Pretoze ba~! je prvok

Tupy G, méme )
srupy 20 = yba '@ = Y(ba"'@) = y@.

Triedy 2@ a Y@ st totong, &. b. +. d.
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Pozndmka. Lemma 1 jev podstate znédma; implicitne ju obsahuje préca, [2].
Lemma 2, Nech oy splnené predpoklady lemmy 1 a nech S je komutativng

Polozme & = ¢c € ed. Potom je skutodne eaf = eqec = eqp — eb, 8. b. t. d.

Poznimka. Pojem Mmaximalne;j grupy, ktord patri k danému idempotentu,
mozno definovat v kaidej Pologrupe. WONEQEES@.E@ tu vyslovne, e grupa ey
z lemmy 2 nemusi byt vo vieobecnosti maximalnou grupou, ktord patri k e,
a to ani vtedy, ked @ je maximélng, grupa patriaca k e, .

...M@Wﬂuonnw.rmkawu...vQ NH.

8,, znadf multiplikativny pologrupu tried zvyskov (mod m). Triedu (mod m),
do ktorej patri &islo a, budeme oznadovat znakom [a]. Ked o = p (mod m),

plati [a] = [#]. Zrejme plati [a] [5] = [ab]. Klement [1] je u.ombowwﬁvd‘\.u prvkom

pologrupy 8, .

Grupu - tried zvySkov (mod m) nestdelitelnych s &slom m, oznadime
znakom @,. Je zndme, e tito 8rupa mi g(m) mFEm:aoﬁ kde ¢ je Eulerova
funkeia. Prvkami grupy G; si teda tie g Jen tie elementy [q], pre ktoré plati
(@, m) = 1. Grupa @, je zrejme maximalng, grupa, ktord patri k elementu [1].

NON:NEQ;&.E@ eite, Ze kazdy prvok [=] € 8,, mo¥no pisat v tvare [x] =

sw

= Tm.ﬁw cee ) &“ kde [, > 0, .. o L,>0 4 [a] je vhodne zvoleny prvok
grupy @, .

Nasou prvou ulohou je mgmoﬁ& rozklad pologrupy S, modulo Gy vo zmysle
odseku 2, e ‘

Lemma 3. Nech ¢ — w@w e %wa. (a, m) = 1. Oznaéme Yi = min (%, 1),
Potom. [c] patri do triedy

(7 .. p7]6,.
Dékaz. Ak pre vietky ; — L2 ..,rjetlx< &, patri [c] do triedy
[pipl ... 2|6, a nemsme o dokazovat, : _
Ak pre vietky i =1, 2, ., orjel; = «;, plati [e] = [0], a teda,
lel € [pipe . .. p7] Gy = [0],
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Preto stadi, ked sa budeme zapodievat iba, tym pripadom, ze aspon pre
jeden index j plati l; > ;. Bez ujmy na vieobecnosti predpokladajme, e plati

Nﬁ VQng ...“Nm > gy NTI = &gy, ..JNN”NK: NIL A?I.ww ....Nn A9-

kde 1 <5 « t=< r. Takéto usporiadanie mogno vidy dosiahnut vhodnou z4,-

menou poradia prvoéisel p,. Napisme &islo ¢ v tvare

2 —ay l—a

=p... %w.&.wm e &iﬂw,. (i ) a.
Zrejme plati .

a o, [ I 51 {0 I—ay loma,
fe] = [25* ... PoP il L (e P 4
o, Qo -1 a, —1
+ pr pipiTen you nv&,

s+1

lebo v hranatej zitvorke na pravej strane sme pri&itali celistvy ndsobok
disla m. Oznaéme

ﬂn|~..

{— ! —a (] «, o =L,
@”%_ n_...%u .,lT%iA...N&.@Tl IH...NW .

1 s s+1 t+1

Pretoze & nie je delitelné Ziadnym N.m.go&mm_ Pr: Doy - -, Py, Plati (b, m) = 1.
Preto je [b] € G, a platf 3
1 oy et Lol Nn j—
[l G = Tu~ e %u.%wwm e BPYLLLp @@_ G, =

756 %E [ab] @, = E; ... SE ¢,

bt [cle[ph ... pIr|Gy, & b t. d.

‘Veta 1. Rozklad pologrupy 8,, modulo G, md (a+ 1) (o + 1) ... (o, + 1)
tried. Ka#du takito triedy moino pisat v tvare .

[imy” ... B, (3)

kde0<k=a(i=1,2, .., 7) a vdethy napisané triedy modulo G, s% navedjom

= [p]'p}*

~ disjunktné. :

Dékaz. Podla lem Y 3 patrf kazdy prvok [c] €8, do niektorej z tried (3).
Cisel tvaru %w.%w. s, %w‘ 8 onEm.mEmoz 0=k <« je zrejme (% + 1) A&m +
+ 1) ... (x, -+ 1). Treba eSte dokdzat, e vietky triedy tvaru (3) sd navzijom
rdzne, alebo — do je podla lemmy 1 to isté — e 8l navzdjom disjunktné.

- Predpokladajme, %e plati
: . "

[P} ... %E Gy n [p;
prifom aspoii pre H.mmm: index j plati k; &= I;. Nech teda pre urdité j platf
0= kj <l < o;. Z nasho predpokladu vyplyva, e existujd také prvky [a],
{b] € G, Ze plati ‘

.:%9%EQMFM?@MN.M&.

¥y b3 A

epra=pl... && A.Eg m).
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Vezmime tito kongruenciu (mod ;%) a delme ju &slom ;7. Mame:
& ik %
I1pTi+ Q =
Py piapit L phg =
l—k.

= %“_ ‘.. %MWHH%\ “ﬁwﬁn .. %W& ABOQ %GIS.

7
Pretoze & —ki=1a L — ki =1, je takyto vztah nemozny, lebo lav4 strana,
nie je delitelna &fslom P;- Mdme spor a veta, je dokdzans,
Veta 2. Tyiedq ?M._ o s %EQT OSk<wa (i = L2 .. .,r ma

1—ky Xo— Ky n4|
opy " e
réznyck elementow.
Dékaz. Dva prvky

Iy b3

TS .. pral, Tﬁ: - %w,&, [a], [B] €@,
sa totoZné vtedy a len vtedy, ked

. %“: . pia = %M: .. 2" (mod m),
t. j. ked
@ = b(mod Py g . 4)
Nech [q] je ?doi..éb% (pevne zvoleny) prvok grupy @, pre ktory platf
0<a<pp™ | 27", Oznadme n — %W e %w,. Kaidy z prvkov
[a + Ipp=h %M:LJ. l=0,1,..., (n— 1), (5)

ndsobeny [pf | % , ddva ten isty element [p" | %, €8,,. Ak z tychio
Y (P, P, y », 2, m Yy

7 elementov Patri v = z(a) elementov do G, existuje presne elementov

grupy &, ktoré, nasobené prvkom [pf . %E_ divaji element [p% ... %w,&.
(Vzhladom na vztah (4) je zrejmé, %e Fiadne iné elementy grupy G; nemézu

mat tito vlastnost.) ) .

V dalsom uvidime, ¥e &fslo ¢ nezivisi od a, t. J- Ze je pre kaszdé zvolené ¢ -

rovnaké. Z toho ihned vyplyva, e trieda T&_ o5 %E G; m4 presne o(m)
réznych elementov., g . : T

Pre jednoduchost rozoznivajme v dalsom dva, pripady:

a) Nech k, < k<o, ..., k, <a,.Potom kazdy z n prvkov (5) padne do
G1, a to nezavisle od a. Tito skutodnost vyPlyva z toho, Ze &slo g je nestideli-
telné islom m, zatial o druhy séitanec I B je delitelny kazdym
z prvotisel p,, p,, .. <» P,. Trieda ?w. ... %E G, m3 teds,

Qﬁsv - iﬁm- Sk Nu“nﬁv - A oy —ky ﬂ_..luvv
moph g T

réznych elementov.
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b) V druhom pripade mézeme bez ujmy na vieobecnost; predpokladat,
Ze platf
by =a, ..., by = o, vy < oy, ek <a,

kde t = 1. V tomto pripade treba Gvahy trocha modifikovat.
Ziadne 7 &isel

a+ lpie e B l=0,1,.. . (n—1) (6)
nie je delitelné prvodislami p, ., . .. » . Ak cheeme zistit, kolko elementoy (5)
patri do @, stasi uréit, kolko z &fsel (6) nie je deliteInych Ziadnym z prvo-
Cisel p,, p,, .. P,
Zistime, kolko z &se] (6) je deliteInych prvodislom p,, ¢. j- kolko je tych I,
0 <l < =, pre ktoré plati
@ - lp*ta R %wniﬁ = 0 (mod p,).

t+1

Této kongruencia m4 jediné riegenie l,, pre ktoré plati 0 <, < ;. Medzi

Gislami (6) je teda presne MW ¢isel deliteInych P1- Podobne je medz; nimi m
1 2:
¢isel QmEmF%or tislom p, atd. a koneéne m disel delitelnych &islom P,.
) .

Obvykly postup ukazuje, ze réznych &isel mnoZiny. (6), nestdelitelnych
ﬁ:”ﬁw, P e

¢ ¢
n n 1 HV A HV

— — D — — L = 11— ) fr—= =) =
" M Y + PP, 3& ?v A Ds V2

— %1 0\ oy ky
= o(p; ...%.%.i...%\.

tislom ph

Toto &slo nezavist od g, Podet réznych elementoy triedy [pi .. 2|6
rovna sa teda d&islu

QASW = %W«MTA!.HTTH o N.u...u-.l.».... i
(43 + .
o(p} ... ) pia ., i

= ﬁﬂﬁwﬁvl# % i ﬁw lwnv 5

-Tym je veta 2 dokézang.
4

V tomto odseku si viimneme Emgwogza% pologrupy S, .
Veta 3. T'rieda ?w_ ce. %3 Gy obsakuje tdempotent vtedy a len viedy, ak pre:
katdéi = 1, 2, ..., rjealebo k; = 0, alebo k, — ;. Katdd takdto triedq obsahuje

jeden a len jeden idempotent .
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Doékaz. , .
a) Ak m4 trieda Fﬁ ua %E G, obsahovat idempotent, musi existovat také
[a] € @,, ze .

. (ol ... prra)t = o . Pira(mod m),
t. j.
%_w s %”‘S = :Som %W_L: el L«v.
Nech pre nejaké ¢ je % — k; > 0. Potom z kongruencie
%H._ = ﬁwﬁ. % %w@« = HAEOQ %..ns.lﬁ.v

vyplyva, %e neméze byt & > 0, lebo by sme mali 0 = I{mod p,), a to nie je
pravda. Ak teda % —k; >0, je nevyhnutne k; — 0. Tym je nevyhnutnost
pPodmienky vo vete 3 dokdzans.

b) Dokdzeme, se podmienka jei Postadujiica. Ak pre vietky 5 = 1, 2, ...,
plati k, — &, je nade tvrdenie zrejmé, lebo Potom trieda pozostgva z jediného
elementu [0]. Ak pre vietky § — ], 2, ..., 7 plati ki =0, je trieda totozng
§ grupou & a tito grupa obsahuje E,@E@oaaza [1]. Bez ujmy na vieobecnost;:
mdZeme teds, predpokladat, se existuje také ¢, 1 Sl<rdek = o .k =
=oa,k, = = k, = 0. Takéto poradie mézeme vidy dosiahnut vhodnou
Zdmenou indexov prvodisel Pi- Dokdzeme, 3o trieda, Tm: : EQN. obsahuje
idempotent, v

Nijdime také @y, pre ktoré plati

Dy ... play =1 (mod p+: 7).

t+1

t+1

Také @, existuje. Potom plati py* | play, =1 4 Ip¥i+ oo, kde [ je celé

¢islo. Pre &fslo Py ... pla, plati:

oy @, a,

(AR ) I Blopy ... pla, =
=py... pa(1 + WLE s D) = Bw:_ . %”:.S (mod m).

Element [25 ... pa,] € [# ... %E G, je teda idempotent, & b, t. 4. .
E Gy mé jediny idempotent. Ked

c) Uowumgm.:&mozmmo. Ze trieda [25 .
_ﬁ ... @p..& je Eoﬂb@oda&ﬂ WFS\ podla odseku a):

%)

»,

Y I(mod p%+: %Md.

t+1

2 w2

<mm£&~2.mmmim tejto kongruencie sg g — @G+ Ipiih 2T, kdel je celé &islo.
Ale :

01

[#]" ... pfta] = [p .. A PO =7 ... piy.
Tym je veta 3 uplne dokizans, Jej priamym désledkom je:

Veta 4. Pologrupa S, obsahuje 2 &%3%&@3.8@. Kaidy dempotent ¢ =+ [1]
moino pisat v tyare e = T%m ... %“.:.&“ kde iy, 1i,, .. - '} je pevme 2volend
$

4
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podmnoding mnodiny indezov L2, ...,1 akde la] je vhodne zvoleny element
grupy G, :

Poznimka, Skutodnost, ze S, mi 2 idempotentoy vyplyva, pravda,
celkom element4rne z toho, e kongruencia 22 — z(mod m) m4 2"(mod m)
mzwo:mwzng%or rieSeni. Nage odvodenie m4 tg vyhodu, Ye nig informuje
i o tvare idempotentov. Hmo:%o@mb@ pologrupy S, si obsiahnuté v tyehto
triedach modulo Gi:

me,
e e, [r] @,

(P17 6, [ e, . [Frpi] 6y,

[#5 ... 1] 6, = [0).

zaviest Siastodnd usporiadanie, ktoré je niekedy uitosng,

Definicia. Nech, 8 je komutativna pologrupa, €, ¢, dva idempotenty polo-
grupy 8 Budeme pisal e; < e vtedy a len viedy, ak e, — -

Reldcia < definuje diastogné usporiadanie mnoZiny vietkych idempotentoy
pologrupy §. Ak ¢', ¢” st dva Iubovolné EmSwOamse% pologrupy S, plati e’e” <
e, ee" < e,

Zavedme reléciu = do mnoziny vietkych idempotentoy pologrupy S, .
Nech ¢’, e g4 dva _.QoEﬁOamze% pologrupy 8,.. Podla vety 3 mo%no pisat:

e = ?%%w %w&. kde [a] € @, I;=0 alebo L=wo; (= L2, ...,p),
ky

e = [pPpf ... &.&, kde [l €@,k =0 alebo k; = o, (5 = L2...,).
Pre siidin ¢’e” dostavame

~= NwNa ~+~n 1 -k, 4k
NQ.”—.NUM.*_NVM-.TN...%\ \ggmmﬁh u...%‘.w &Qn.

Podla HEE%, 3jeee" € T&;@% .. %E @1, kde y, = min (%, k; +1). Kedse L.k,
nadobidaji len hodnoty 0 alebo «,, plati min (%5 &; + 1) = max (k;, %). Teda
ee” = [pixtut) i :‘Lﬁ&. kde [¢] € Qv.

L

Z toho vyplyva: Reldcia e = [pipk ... %w& Se = Tm_%% s %w& plati
vtedy a len vtedy, ked pre kazdé ; — L2 ..., r platf kL.

Definujme na mnozine F dve operdcie A a tak, Ze elementom e’, e” pri-
radime elementy ¢’ A e’, ¢ V e” podla tohto Ppredpisu:

e A e =e¢e" — [Pt %“Eiw.i&v [cleqy,

e Ve =[prntuk o S,ﬁ&w [dleaq,.
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Je zrejmé, se ¢’ A e’ je najvas element < ako ¢’ g ¢” ae Ve je najmens{
element > ako ¢ g e”. Mno%ina E tvorf teda vzhladom na reldciu < SViz,
ktory je — ako bezprostredne vidng — dokonca Boolovou algebrou. V tejto
algebre komplementom k elementu [pM | p*a] je element [Pt . .. ;0]
s vhodne volenymi a, jednoznadne uréenymi [a], [b1€G,. Tym sme dokézali
nasledujicu vetu :

Veta 5. Vehladom na 2avedend Sastotns usporiadanie tvori mnoZing vset -
kgch idempotentoy pologrupy 8, Boolowy, algebry,.

Definicia. Idempotent ¢ + [0] nazgvame primitivnym, ak zo vztahu ef = f,
f == [0], kde / je idempotent, vyplyva e = f. 1dempotent ¢ 4 [1] nazgvame
maximdlnym, ak 20 vetahu ef =e, f (1], kde f je tdempotent, vyplijva f = e,

Z predoslych vyvodov je zrejms, tito veta:

Veta 6. Pologrupa 8, md presne r primitionych wdempotentov. 84 to viethky

tdempotenty tvary [#8 ... pipplh pra], G=1,2, .. - 7), kde [a,] € ;.
S, md r maximdinych tdempotentov. Sy to vetky tdempotenty tvary T%SLV
Bm@t%ﬁms.ufwu..iﬁ. :

nou grupou, ktoréd patri k danémuy idempotentu ¢ — [P ... pal, [a] € G,,
1<s<r Ake =+ [1], méZeme vhodnou zdmenou indexoy prvocdisel v kazdom
pripade docielit, e ¢ mg takyto tvar,

Ktoré elementy pologrupy S, Patria k idempotenty e?

Zoor [z] = T%%w 5 o hcw.&, [bleq je ~.=vo<o~.z.% element pologrupy 8, .
Ho:.g element patrf k ¢ vtedy a len vtedy, ked existuje také celd éislog = 1,
Ze [z]e =, t.j. ked

L

Qm . %M&va =p... p*a(mod m).

Keby pre ¢ —= ¢ +1,s + 2, ..., 7 bolo i, >0, vyplyvalo by z tohto vztahu
O=py ... p*a(mod p,), &o nie je pravda. Preto ked § <7, je nevyhnutne
laz=dyy= .-, =1l =0

Uvazujme teraz o Iubovolnom prvku [y] = Fvw ... %“.&. (Bl € G, kde
A >0,...,1, > 0. Oznadme & =o4% ... a,. Prvok (y]e = ?MS %%&g_
patri podla lemmy 3 mo. triedy Fw.%m, --. pY¥] &. Podla vety 3 je tito trieda
grupou, ktors ms, jednotkovy prvok e. Existuje teda také dislo B, Ze [y]es — e,
t.}. [y] patri k idempotentu e, : ;

Tym sme dokdzali tito vetu:

Veta 7. Mazimding pologrupa P, , ktord patri k idempotenty ¢ — T%_ i s %w.&.
[a] € Gy, je mnoinovym sudtom, vSetkyjch tried tvary

[2ip? ... v 6,
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kde 1 <, < % - VS < o, P, je teda sudtom % ... % tried modulo @, .
LY

Podla vety 2 podet réznych elementov triedy wﬁ %w - %E G rovni sa

éislu
oy —{y o~ aq a ) —I, o~ o C
olpr™ ... p? m%ﬁﬂm e ) = o(pr " ... ol veﬁﬁw_ e P
Podet elementoy pologrupy P, je teda,
2, HE ) el g,
L,
kde 7,, I, ..., 3, prebiehaju nezdvisle od seba ¢isla, ktoré vyhovuji nerovno-

stiam 1 <[ <4y, .. 1 =1, <. Tento vyraz mo?no zrejme napfsat v tvare

HES ) o) + o) + ...+ wel 7)) =

s+1
{=1

=0T (e ),
Tym sme dokazali vetu 8-
Yeta 8. Mazimding pologrupa P,, ktord patri k tdempotenty e = ?m: e %w.&.
la] € Gy md p2~' | .. EM.LQ@HT - DY) r6znych prokoy.
Désledok. Pologrupa S, md %WL%WL .. %M.L nilpotentnijch prokov.

Pytajme sa, kolko elementov mé maximalna grupa @,, ktors patri k idem-
potentu e = [p& . pra), [@l €6y, 1 <5<y

V lemme 2 sme dokézali, Ze trieda, ktors obsahuje idempotent e, t. j. trieda,
et je grupa. UkiZeme najprv, e tito grupa, je totoiné s maximalnon grupou,
ktord patri k idempotentu e. Kedse grupa e@; ms jednotkovy element e, je
nevyhnutne eG, < @,. Stadi teda dokézat, %e @, < eQ,.

Nech [2] je TabovoIny element grupy G,. Pretofe [z] €P,, plati [z] =
= T&_ i %M.Sv L>0,...,1,>0, [6] € G,. Tento element patri do G, vtedy
a len vtedy, ked [#] e = [z], . j. ked plati:

%M. %M&m.w" e PG = %M_ %M&AE& m),
Py ... pla = l(mod p~" .. %“:L.%wﬁ. Y 4 )
Z toho vyplyva, e s=hb,. .., a=1. Keby totiz pre nejaké i platilo
ci—1; >0, mali by sme 0 = 1(mod ), €o nie je moZné. Prvok [«] moZno
teda napisat v tvare [2] = T&: - %w.&v [b]1 €@y, t.j. [z] € eG;. Dokizali sme
nasledujticu vetu: : v .

Veta 9. Nech ¢ je tdempotent pologrupy 8,,. Mazimding grupa, ktord patri
k idempotenty e, je dand vzorcom G, = G,. (G, je teda totoind s tou triedoy
modulo G,, ktord obsahuje idempotent e. )
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Pozndmka. Vets 9 je velmi pozoruhodni. Hovori: Ked Pozndme maxi-
mélnu grupu Gy a vietky idempotenty, Ppozname i vetky maximalne grupy.
Ked chceme nijst vietky maximilne Erupy, nemusime poznat dokonca ani
konkrétny tvar idempotentov. Ked totiz e = Tv“: 5% %wu&, [a] € G, potom
ety = [pi ... pral Gy = [p} ... 7] G,. Kazdg maximilnu grupu, ktors nie
je totoing s grupou Gy, dostaneme teds takto: Zvolime Tubovolny prvok
tvaru [plip | Pyl 1<s<ra utvorime [pf . 7] G,. To uz Jje maxim4lna
grupa pologrupy 8,, . N apriklad maximédlne grupy, ktoré patria k primitivoym
idempotentom, st tieto grupy:

[5p3 ... 7 &, [pip2 ... G, ..., [2§ ... 271 Gy,

Z vety 2 vyplyva ihned:

Veta 10. Mazimding grupa G,, kiord patri k wdempotentu ¢ = [ ... p;eal,
lel €y, s < r, md eﬁcwm: <o BY) réanych prokoy.

Vieme, %e G, C P,. Rovnost G, = P, plati vtedy a len vtedy, ak obe napisané
mnoZiny maja rovnaky podet elementov, Ked ¢ — Fw. - %wq&, [a] €&, 20
vztahu P, — G, vyplyva

RS A (e 7= ol ),

§+1

bojoo =y = .. =, = 1.
Specislne: Ked ¢, je primitivny idempotent Tm: . %W.ﬂ%wnﬁ - %w.&.
[a] €@y, je P, grupa, vtedy a len vtedy, ked U= =g =y =L =

=a, = 1. Ked ¢, je maximélny idempotent, & = ?%&M [a] €, je P, grupa,
vitedy a len vtedy, ked o, = 1,

Z toho dostdvame: :

Désledok 1, Pologrupa S, je mnoZnovim siuitom disjunktngich grip vtedy
a len viedy, \nm&_c&”o“m“ e =, = 1.

Désledok 2. 8, je sutom disjunktngjch, grip vtedy o len viedy, ked magi-
mdlne pologrupy, ktoré patria k primitivnym, idempotentom, si; grupy.

Désledok 3. 8, je stttom disjunitnijch, grip viedy q len viedy, ked maa;-
mdlne pologrupy, ktoré patria ¥ maximdlnym idempotentom, s grupy.

Désledok 4. 8, je suctom &s‘&.sm,\&ﬁm% grip viedy a len viedy, ked neobsq-
huje nilpotentny element. =

Poznédmka, Vysledky, ktoré sme prave odvodili, divaji novy dékaz vety
dokizanej v préei [3]. -

Nakoniec dokézeme tito vetu:

Veta 11. Nect, ¢’ < e”. Poéet elementoy pologrupy P, nie je vaksi ako pocet
elementoy pologrupy P, o polet elementoy grupy G nie je va&st ako polet elemen-
v grupy Qo.. Ak m je nepdrne, mosno slovd ,nie je vaksg nakradit slovams
»je mendic,
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Dékaz. Nech ¢” — ?%_ cen %e.&, laled, 0<s < 7, prifom pre s = 0

&

nech e” = [1]. Potom ¢’ m4g nevyhnutne tvar ¢’ — [pf ... %wﬁw“w_ b EM:&Q
[6] € G,, kde s <t<Zr.
Podet elementov pologrupy P, podla vety § je
a;—1 a1 LIS %) m llu. L fiu.,
L A S B P P =) (p— 1)

poéet elementov pologrupy P, je

m
Py .. p,

ORI O (O e = Ber = 1) .. (p, — 1),
Pretoze (p,,, — D) (Peg — 1) ... (po—1) =1, je prva dast nasej vety zrejms..
Znamienko rovnosti v poslednom vztahu plati vtedy a len vtedy, ked? — s = 1
a jedno z &fsel Paet1s - -, P, TOVNA sa 2. Znamienko rovnosti neméze teda platit;
ak m je nepérne.

Poéet elementov grupy Ger podla vety 10 je @(p%etr ;7), podet elementoy

8+1

t+1

grupy G. je g(p™ | %w&. Pretoze

Apt . ) = prep BB — 1) (p— 1) > 1,

je prvi dast tvrdenia opit zrejmé. V poslednom vztahu plati znamienko
rovnosti vtedy a len vted s ked t — g = 1, jedno z &isel Peyy .., Py, napr.
Pi(s + 1 <4 <1t) rovnd sa ¢slu 2, a stdasne %; = 1. Znamienko nerovnostj
plati teda iste vtedy, ak m je nepirne. Tym je veta 11 dokdzan4.

6

Tlustrujme odvodeng vysledky na $pecidlnom pripade r = 3. Ty je m =

%1,.C2 a3

=PPPC, a, o, 03 > 0, Maximélna grupa, ktord patri k idempotentu [1],
nech je @,.
Vietky maximilne grupy sa:

@,
(716 [ 61, [ 6,

(28] 64, [2705) 64, ] 6,
[o].
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Oznadme idempotent, ktory lez{ v grupe ?E Gy, znakom e,. Idempotent, .
ktory lesi v grupe ?w_.%mﬁ G,, je ee,. Boolova algebra idempotentoy je znazor-

nend na schematickom diagrame.

nmumuﬂw\m

: 0 3

, P
&e efe, G
SR
L1 Greeaii
5
Obr. 1.

Maximilna grupa, ktord patri napr. k idempotentu €, je eG4 a m4, SA%W_%M )
elementov., Maximélna grupa e,e,() patriaca k idempotentu e,e, m4 #(p")
elementov, . ) ’

E@EE&E@ pologrupa P,; ktord patri k e,, m4 %%Li%ﬂ%wnv elementov,
Pologrupa P,, sama je Eu.owmboad\qu stétom «; tried modulo G, totiy P, =
= [ps] Gy U [p?] Giu...u Tcui G,. Maximalna, pologrupa P,, | ktors patri

k primitivnemu idempotentu e,e,, m4, %M“1~%wa|~e@w.v elementov. Je stidtom

Gy tried P, wes = [Dpy] G, U [P3p5] Gyu pflGu ... U FM"%ML G,.

V zmysle &iastotného usporiadania, ktoré sme zaviedli v texte, je napr.
[1] > e, > €¢3 > [0]. Preto podet elementov pologrip @, r,,P,,, P, resp.
grip Gy, G, , G..,, [0] (napisanych v tomto poradf) postupne nerastie a v pri-
pade, Ze m je neparne, kless, : .

Prizostrojent schematického diagramu sme respektovali vietkytieto okolnosti.
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OMYITHIITUKATHBHO it NOJNYIPYNE
KIACCOB BHIYETOB (mod m)-

BOryMu.j NAPU3EK u HTE®AH MIBAPI]

BuBogn

o
1

" > 1 Ha npocThie MEOMUTENH K Sp-—MynTUmIMEATHERA S T0ayrpynna Kiaccos BerveTos o
Momyio m. Kaace, COleprralOmuit YHCI0 @ 0603HaTHM [4], TOmyrpymny raaccor paammmo-
TPOCTHIX ¢ m 06o3Haymm G,. -

HUsBectro, wro Sy MOMHO mucats Kax IpAMOe npom3Bejenne r HoAyrpynn nopapgxa

Hycts m = p _%M» ﬁwﬁ 02l x21,

sy 0p 21— Pasioenne nemxoro Yy¥caa

%“.:?.H L2, ..., m Heavwo aroi pa6orsl sBiasercs H3ydeHne MHOmectBa S, mna Opyroii
TOUKH 3peHHA MMEHHO, M3 Togkm 3PeHUA CYINeCTBOBAHMA rpynn m nonyrpynue S,,.
Heroroprre pesyabtath: Iomyrpymma S, COREPHAT 2 mieMmorenTa (BRII09MTENIERHO

T P & , The
$

[0 = [1}). Kamueiit ugemnorent e + [1] MOMHO 1¥CaTh B BHIE ¢ — Tw
1

Ty, 1y, ..., g} — HENYCTO® WOMMHOMKECTRO MuOxecTBR {1, 2, ....n 4, rme [a] ymo6mo

. BeiGpanubii snement € Gy. ToBopum, uto smement 2 € Sy npHRamexuT K MIEMIIOTEHTY e,

€CTIH CYmecTRyer menoe ymemo e>0 .Ez,om, uro z¢ = e, Muoxectro Beex ieMeHTOB €8, ,

OPHHAJIeRAIMX K e obpasyer noayrpynmny P, . HMonyrpynna Sy ABIAETCH OYeBH/IHO

CyMMOit Takmx HemepeceKalomuXcA YacTHUHEX noayrpynn S, = 3XP,. Moxyrpynma P,
€

oy« -1
IpuHa[iesRaOman K HIIEMIIOTEHTY e = ?H.%wu %M.& COTEDPIKUT TOYHO @“: .
-1
ﬁw. GA%..BI Sw‘v PAa3HLIX aieMeRTOR. MakcuMaimmanm rpynna G, cogepxaman e
o L
B RavecTBe emmmumel (i KoTopas smngerca moaMmomecrsoM nonyrpynmer P,) pasna Gie

H CONeP:HHUT TOYHO QAEMHI

HoxpoGree maywaercs pasnomenue moxyrpymmut S, modulo G, ¥ npupepens npyrue
Pesyantatil, Kacaommecs CTPYKTYPH HOMyrpymme: S, .

%“:v PasuuX aeMeHTOR,
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ON THE EQHHH@HHQ>HH<H SEMIGROUP
OF RESIDUE CLASSES (mod m)

BOHUMIR PARTZEK and STEFAN SCHWARZ

m..:dﬂ:ﬁ.%

It is well-known that S, can be written as s direct, product of mosum%.o:wm of EWE@-
bower orders, The Purpose of thig Paper is to study the set Sw from an other pomnt of view,
namely from the stand-point of the existence of groups in Sy,.

Some results: The semigroup ), containg 2r idempotents (including [0] and [1]).
Each idempotent ¢ + [1] can be written in the form ¢ = FM.._ e p; ﬁ.a&“ where {1, 4,, ..

&
i} is @ non-empty subset of 1,2, .., 7} and [a] is g suitably chosen a.EEm:n €4G,.
We say that an element ¢ S belongs to the idempotent ¢, if there ig an integerp > ¢

With 2¢ —¢. The 8et of all elements €Sy, belonging to ¢ forms a semigroup P, Clearly ,,

18 a disjoint sum of gych m:wmmgmuoﬁum" Sp=3P,. The semigroup P, belonging
e

to e — T%_%Mn . _.f& containg exactly m._\_“‘\ »ﬂm.m\lw %whwa is %w‘v different ele-
ments. The maxima) group &, containing ¢ ag unity element (which is a subset of P,)is
equal to Ge and it containg exactly Q?W.HI ... Ewﬂv different elements.

The decomposition of Sp module G, is studied in g greater detail and some other

results concerning the structure of Sy are given,
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