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O KOMUTATIVNYCH PERIODICKYCH
POLOGRUPACH

BLANKA KOLIB IAROVA, Bratislavs

Periodickou pologrupou nazyvame pologrupu 8, ktorej kazdy prvok mi
koneény réd, t.j. pre kaidy prvok z¢ 8 existuje prirodzené &islo 7 také,
e z* je idempotent. V daliom sa budeme zaoberat struktirou komutativnych
periodickych pologrip.

Znak S bude oznadovat komutativnu periodicki pologrupu.

1. Pologrupa idempotentov

Oznadme znakom I (S) mnozinu idempotentov. v S. Znakmi e s indexmi
oznadujeme viade v dalSom prvky z I(8). Zrejme I(S) je diastoéns pologrupa
pologrupy 8. Pretoze pologrupa I(S) je komutativna a kaZdy jej prvok je
idempotentom, je to polosviz [6]. Ciastoéné usporiadanie v tomto polosviize
oznafme znakom o. Plat{ teda pre e;, e, € I(S) vztah ¢, g e, vtedy a len vtedy,
ked ¢, = e, . : e

2. K-triedy

Definicia 1 (podla [11). Neck e je idempotent v pologrupe S. Budeme hovorit,
Ze prook x €8 patri k idempotentu e, ak existuje také prirodzens &slo n, -Ze
plati zr = e. Mnofinu véetkyjch prokov ‘patriacich I tdempotentu e budeme
oznatovat K o budeme ju volat K-triedou patriacou k tdempotentu e.

Zrejme kazdy prvok z € § patrf len k jednému idempotentu. Pre kadé K@
je e€ K@, : ;

Lemma 1 (podra [1]). X -triedy komutativnej periodickej pologrupy st navzd.-
jom disjunktné Gastoéné pologrupy pologrupy 8 uréujice rozklad na pologrupe S.

Veta 1. Rozklad pologrupy S z lemmy 1" je vytvdragicim rozkladom (t.g.
rozklad wréeny kongruenciou) na S. \ <7

Pozndmka 1. Faktorova pologrupu na § danit tymto vytvarajicim' roz-
kladom budeme oznadovat znakom K (Prvkami pologrupy 7 "sti K-triedy.)

Dékaz. Treba dokizat: ak x € K, ye K a ee, = sy tak zye€ Kew,

Nech K je trieda, do ktorej patri zy. Teda existuje také prirodzend &islo m,’
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Ze plati (zy)" = e. Pre prvky x, y a pre isté prirodzené &isla s, ¢ plati ¢ — e,
Yy =e,. Potom e — (y)ret = gmetgmst 2.

Zrejme plati:

Veta 2. Faktorovd pologrupa F dand vytvdrajicim rozkladom z vety 1 je polo-
svdz izomorfny s polozvizom [ (S).

Ciasto#né usporiadanie v polosvize K oznadime znakom ¢. Plati teda
K@K vtedy a len vtedy, ak e,pe,.

V daliom budeme oznagovat znakom G maximalnu grupu patriacu k idem-
potentu e {1]. (Zrejme G« C K@)

Lemma 2. Nech z¢ Ge», y € Geen, €, = e,. Potom zxy € Qew,

Dékaz. Podla vety 1 je zy € Ken, U&&. plati zy = (z¢,) (ecy) = zye,,
o znadi, e prvok *y nemd predperiddu, teda podla vety 7 [2] padne do G,

Lemma 3. Nech z € Gn, y € K, pridom K “wo K", Potom xy € Qeen,

Dékaz. Podla vety 1 je zy € Ko, Aviak re, = z, teda zye, = xy, do
znadf, Ze prvok zy nems predperiédu, a teds, podla vety 7 [2] patri do Gew,

Lemma 4. Neckh z € qew, Potom z = ge, pre véetky e;, pre kioré e.0e;.

Dékaz. Nech z € GV, nech ¢,pe,, t. j- €, = eie,. Potom z = ze, = ze.e;, =
= xe,.

Zrejme plati:

Lemma 5. Nech z, ¥y €8. Nech pre prirodzend &isa m,n plati 27 = ¢,
y" = e;. Nech s je spoloény ndsobok m, n. Nech €€, = ¢,. Potom plat{ (zy)* —
=g

3. F-triedy

Nech z € 8. Potom hlavny idesl I — {z} USz! nazyvame hlavnym idedlom
vytvorenym prvkom z. V dalfom budeme oznadovat hlavny ide4l vytvoreny
prvkom z symbolom (x).

Definicia 2 (podla [3]). Mnofinu véetkyich prokov vytvdrajdcich tende hlavny
tdedl nazgvame F-triedoy. .

F-triedu obsahujicu prvok z budeme oznacovat znakom F,.

Poznimka 2 (podla [1], veta 13). Kazd4 maximélna grupa Q@ je sama
osebe F-triedou. =T . . .

Poznidmka 3. Zrejme F-triedy tvoria rozklad na mnozine 8. Ako vyplyva
z price [1], tento rozklad je zjemnenim rozkladu vytvoreného K-triedami,

Lemma 6. Nech T je hlavny idedl. Nech z ¢ I, Potom F,C 1.

Dékaz. Nech z, €F,, Potom (z,) = (). To znadi, %e plati alebo T =z,
alebo 2, = sz pre isté s€ 5. V obidvoch pripadoch teda €l

Poznémka 4. Hlavny idesl je stétom F-tried.

Lemma 7. Nech F,C1, potom (z)C 1.

Dékaz. Podla predpokladu z € I, teda aj 8zC1T a teda (z)CI.

! Znakom u oznadujeme mnoZinovy stdet.
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V dalfom bude pre dané e, symbol u G, nadit sddet vietkych
Q«@Qm
grip G, pre ktorych jednotky e, plati e,e,.
Lemma 8. Neck z ¢ K@ potom U G0 C (),
2406;

Dékaz. Nech z€ Ke», potom  ze; € G“’, Podla ods. 3 pozn. 2 je G
F-triedou, z &oho vzhladom na lemmu 6 vyplyva G“’ C (z). Podla odseku 1,
ak ege;, plati e, = ¢, a pretoZe ¢; € (z), je e, € (z). Potom viak podla lemmy 6
je U GvC(x).

e,00;

Lemma 9. Neck U Gwo = | je hlavnyg idedl v 8. Potom ¢; je jednotkou v 1.

€106

Dékaz. Nech z €7, nech x € Gr. Potom z = ze, = e, = ze,,

Veta 3. Rozklad dany F-triedami na 8 je vytvdrajiécim rozkladom na S.

Dékaz. Treba ukézat, ak r,yeS, %m€F, y €F, potom .y, €F,. .
Plati (z) = (z,), (y) = (#1), €0 znadi, Ze (zy) = (®y), (2y) = (2,9,), z Eoho
dostdvame (zy) = (219,).

Definicia 3. V mnosine F-tried zavedieme reldciu < takto: F, < F, vtedy a len
vtedy, ked (z)C (y).

Poznimka 5. Zrejme plati F, < F,, FogZ I . :

Poznimka 6. Hlavny idedl (z) je stétom vietkych tried F,, pre ktoré
plati F, < F_.

Poznédmka 7. Faktorovi pologrupu na § dani rozkladom z vety 3 budeme
oznaéovat znakom . Jej prvkami sa F-triedy a nisobenie je definované takto:
FF,=F,,. ,

Lemma 10. Plati:a) Nech F,CKe, potom G < F.. (V zmysle poendmky 2
je G0 F-triedou.) b) Nech F CK“, F,CK“ q nech K@ oKev. Potom bud
F.<F,, bud F,, F, st nezrovnatelné.

Dékaz vyplyva z vety 1, lemmy 2, 3 a 8.

Veta 4. Nech F,<F (z,y € K). Rovnost F.,=TF plativtedy alen viedy, ked F,

je grupou.

Dékaz. .

a) Nech F, < F,, nech F,, =F,. Potom bud Yy =szy (s€8), bud y = xy.
V prvom pripade y = 8*2%y = 2% = strty = ... Pre isté prirodzené &islo m

platf 2™ = ¢, teda po m krokoch dostdvame y = smamy — s™ey, o znadi
(y) € (ey). PretoZe (ey) € (y), plati (y) = (ey). Aviak podla pozndmky 2 je
F,=F, =F =@V pripade y = zy sa postupuje podobne.

b) Obrétené tvrdenie je zrejmé z lemmy 3 a 6.

Désledok. Ak plati F =Fn+1, F n je grupa.

Lemma 11. Nech F,C K. Potom existuje prirodzené &slo n také, %e F n
je grupa G, ) ; o

Dékaz. PretoZe S je periodicks pologrupa, musf ku ka?dému x € § existovat,
prirodzené ¢&islo n také, e a* — €;, o znadf vzhladom na pozndmku 2, %e
Fon = Quen,
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- Lemma 12. Nech F, < F,, nech z € S. Potom ¥ . <F,

Dékaz. Z predpokladu <v%d~<@ ze bud x = y, _ocm. x = sy, kde s€ 8.
V prvom pripade je tvrdenie zrejmé. V pripade druhom xz = syz, z &oho
vyplyva (x2)C (y2), tize F,, < F,, :

Désledok. Nech F, < F,. muouoss Fo.<F,.

Definicia 4. Budeme hovorif, Ze &lastoéne usporiadand mnofing M je oriento-
vand nadol, ak ku kaZdej dvojici prokov a, b€ M existuje prook c € M taky,
Zecsa, c=bh?

>=m_om85~ k pojmu multisvazu [5] zavedme pojem multipolosvizu:

Definicia 5. Nech P je Ciastoéne usporiadand mnozina. Budeme hovorit, $e P

je multipolosviz, ak je splnend axiéma:

Nech a, b € P; ak existuje také w € P, e w < a, w < b, existuje aj také d € P,
fedZw, d<a, d<ba % 2z podmienky y = d, y=a,y=boyplyva y = d.

Veta 5. MnoZina F-tried komutativnej periodickej pologrupy tvori vzhladom
na usporiadanie dané definiciou 3 mnofinu orientovani nadol.

Doékaz. Tvrdenie vyplyva z poznimky 5.

Poznédmka 8. V pripade, e kaZdy rastiici refazec F-tried jé koneény, je
mnoZina F-tried multipolosvizom, v ktorom pre kazdé a, b je mnoZina prvkov d
z definicie 5 neprdzdna (priklad 1), niekedy dokonca polosvizom (priklad 2).

Priklad 1. Dani je mnoZina prvkov {a, b, c,d, ¢}. Opericia nisobenia je
definovand takto: aa =bb=d, ab=c, cc=dd = ee = ac = be = ad —
=bd = ae == be = de = ce = e.

Lahko sa preveri, Ze takto definovand opericia dava pologrupu a #e F-triedy
su:Fy = {a},Fy= {},Fy= {¢}, ¥y = {d}, F, = {e}. Ciastodne usporiadana,
mnozina F-tried, ktorej &mmEE je na
obr. 1 je multipolosviiz.

Priklad 2. MnozZina celych &isel

3
Obr. 1. Obr. 2.

mod12s operaciou ndsobenia Eo& 12 tvori pologrupu. F-triedami st tieto mno-
iny: Fy={1,5,7,11} ,F,= (2,10}, F,= {4, 8}, F,= {3, 9}, F, = {6}, F; = {0}
Qmmnomsanmmoimmmb@ mnoZina F-tried je polosvizom, 508&0@5@55 jenaobr.2.

2 Pozri napr. [6], § 3.
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Pozndmka 9. Pologrupy S, & %, I(S) st v takomto vzajomnom vztahu:
Pologrupa & je homomorfnym obrazom pologrupy S, ako vyplyva z vety 3.
Pretoze " je faktorova pologrupa na S (pozn. 1) a prisludny vytvdrajici
rozklad pologrupy & je zdkrytom vytvarajiceho rozkladu daného faktorovou
pologrupou & (podla pozn. 3), je pologrupa . % homomorfnym obrazom polo-
grupy & Prisluiny homomorfizmus A je dany mnofinovou inkltziou. Podla
viet 2 a 5 st mnoZina s reliciou < a mnoZina s reldciou g diastodne uspo-
riadané mnoziny. Z lemmy 10 vyplyva, %e zobrazenie je stdasne aj homo-
morfnym zobrazenim &iastoéne usporiadanej mnoZiny .7 na diastoéne uspo-
riadand mnoZinu 7. Pologrupa I(S) je izomorfna s pologrupou 5%

Veta 6. Ak v S kady klesajiici retazec do seba zapadajicich hlavnijch idedlov
je koneény, je koneCny aj katdij klesajiici retazec idempotentov (v zmysle &astod-
ného usporiadania ).

Dékaz. Z predpokladov vyplyva, %e kady klesajiici retazec v Siastoéne
usporiadanej mnoZine ¥ je kone¢ny. Tvrdenie vety vyplyva z toho, Ze polo-
svdz I(S) je homomorfnym obrazom ¢iastodne usporiadanej mnoZiny S~
(pozn. 9).

Obréatens veta neplati: ak kazdy klesajici retazec Eoﬁwoaobao< je koneény,
nemusi byt koneény kady klesajdci retazec hlavnych ideslov.

Priklad. Nech S je pologrupa skladajica sa z &sla 0 a &sel « tvaru:
&= PiPaPs. . . Pa, kde py, Py, Ps, ..., P, SO navzdjom rézne prvodisla (n =
=1,2,3,...). Nésobenie je definované takto: 0.« —a.0 =0 pre kazdé
x€ m pre o, B £ 0 znadi «.f stéin v obvyklom zmysle, ak disla «, § sa ne-
stideliteIné, v opadnom ww.%mhm &.f = 0. Jedinym idempotentom woﬂomﬁzwv\
je 0. Existuje viak refazec do seba zapadajicich hlavnych aompo< napr.:
(P)1) 3 () 3 (P1peps) - - ., ktory nie je konedny.

Podobné veta plati aj o rastdcich koneénych retazcoch a koneénych re-
tazcoch idempotentov a idedlov.

Veta 7. Nutnd a postabujica podmienka, aby NSSQ\SSQSQ periodickd %&o-
grupa mala minimdlny hlavny idedl n je, aby existoval idempotent e € S taksj,
%e plati epe; pre véetky e; € I(S). Potom sa n rovnd grupe G-

Dékaz. Tvrdenie o podmienke postadujicej vyplyva z lemmy 3, tvrdenie
o podmienke nutnej sa dokdZe nepriamo tiez pomocou lemmy 3 a poznimky 6.

Poznimka 10. Podmienka klesajticich retazcov pre idempotenty (v zmysle
diastogného usporiadania) je teda postatujica pre existenciu minimalneho
idedlu.

Veta 8. Ak plati;: § = (x) pre isté x € 8, existuje i%;%&mi e€ S taky, e

plati ee pre vietky e; € I(8). (T §. pologrupa idempotentov md jednotlu. )

Doékaz. Z podmienky vety vyplyva, %e &iastodne usporiadans mno#ina, F
m# najvadsi prvok a teda to isté Em&m aj pre polosviz I(S), ktory je jej homo-
morfnym obrazom.

Pozndmka 11. Podmienka vo vete 8 je :E.Bm ale nie @Omgmﬁcom pre to,
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aby platilo § = () pre isté xz €8, ako ukazuje priklad pologrupy danej
tabulkou:

\ a, ay as

4G a4 a, Ay
@ | @ a, a,
| 4%  a  a

Hlavné idedly si: (a,) = {an, ax; (ay) = {ag}; (ag) = {ay, a;}. Neexistuje
prvok, ktory by vytvaral ako hlavny idedl celd pologrupu.

Poznimka 12. Ciastodne usporiadand mnoZina & je izomorfnd s mnoginou
vSetkych hlavnych idedlov pologrupy S &iastoéne usporiadanou mno#inovou
inkliziou. Ak teda v & existuje najvad¥i prvok, existuje i hlavny ideil v S,
ktory obsahuje kaidy iny hlavny ideil. Z pozndmky 6 vyplyva, e tymto
hlavnym idedlom je cel4 pologrupa S.

4. Homomorfizmy F-tried a K-tried

Veta 9. Nech e, = e;e,. Potom zobrazenie z — we, (x € K) je homomorfné
zobrazenie mnofiny K@ do K». (Ozname ho o). .

Dékaz. Podla vety 1 pre z € Ko Plati ze, € K@, Plati tiex (Ti8;) (2,8,) =
= (1,2,) ¢,

Pozndmka 13. Nech e0¢.0¢;. Potom pre zobrazenia @ a @ zrejme plati
Plo. = gi. v _

Veta 10. Neck ee, = ¢, €8, = €y, ege,. Nech pi(pl) je homomorfné zobra-
zenie z vety 9 dané prokom ee,). Potom zobrazenia P @ 9. st na grupe Qv
totoZné. (T. j. pre kasdé x € G je xe, = we,).

Dékaz. epe, znadi e, = e, Potom ze, = (ze,) ¢, z doho podla lemmy 4
vyplyva, Ze we, = xe,. ?

Veta 11. Nech e je idempotent v S. Potom pre (homomorfné) zobrazenie x — xe
pologrupy 8 do seba (oznaéme ho ®) plati: ku kazdej F-triede F existuje takd
F-trieda F', %e oF C F'. Pritom je F' < F. ;

Dékaz. Nech 2, y€F. To znadi, alebo z =y, alebo y = sz (s€f8). Ak
Y = sz, plati ey = esx = sex, So zZnadi ey € (ex). Teda (ye) C (we). Podobne
sa ukdZe (xe) C (ye). Pripad z = Y je zrejmy. Vzfah F' < F vyplyva zo
vztahu (we) C (z).

Veta 12, Nech v S st vdetky K-triedy grupami. Nech zobrazenie I’ pologrupy S
na 8 je automorfizmom na kaZdej z wich. Nech pre viethy homomorfné zobra-
enia ¢f (zvely 9) p . Iy = I'g} (pre y € K*9). Potom zobrazenie I' je
automorfizmom na pologrupe S. A

Dékaz. Nech z, y€S. Nech K@, (K*n) je K-trieda obsahujtca
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prvok z(y). Oznadme ee, = ¢;. Potom pouzitim lemmy 2 a 4 dostivame:

I(zy) = Ixeey) = Iwe,ye) = Tgtogly) = Ngtz) Nghy) =
= (¢} I'z) (¢} I'y) = Iwe,I'ye, = I've I'ye, = I'xTy.

Lemma 13. Nech v S s vietky K-triedy grupami. Nech x € G, y € Gen,
e, = e,. Potom plati (pix) (gly) = xy.

Dokaz. Z vety 9 a 10, ako aj lemmy 2 vyplyva (giz) (¢ky) = (ze,) (ye;) =
= 2(e,y) &; = (2y) ¢; = xy.

Poslednd lemma ndm ukazuje kongtrukeiu kaZdej komutativnej periodickej
pologrupy, ktorej K-triedy st grupy (uvedend uZ v prici [4]). Veta 9 viak
ukazuje moznost konstrukcie komutativnych periodickych pologrup, ktorych
K-triedy nemusia byt grupami. Kon&trukeia je takato:

Zvolme retazec R (usporiadant mnoZinu) prvkov, pre ktoré definujeme
sadin vzhladom na usporiadanie takto: ak € < ¢, tak ee, = g0, = ¢..
Dostaneme tym pologrupu idempotentov I(S). Kazdému prvku e, € I (S) pri-
radme komutativnu periodickd pologrupu s jedinym idempotentom e
oznaéme ju K. Ak e, <'e¢, priradme pologrupe K“' jej homomorfné
zobrazenie ¢} do pologrupy K“r. Od takto zavedenych homomorfizmov
Ziadajme, aby platil vztah @igf = @F. (V pripade, #e medzi Iubovolnymi
dvoma prvkami retazca R je len kone¢ny podet prvkov, di sa podmienka
Tahko splnit). Oznatme S mnoZinovy sidet vletkych mnoZin K. Definujme
na S nésobenie takto: nech x € K, y € K, potom z .y = xy (sudin xy
v K®). Nech z € K, y € K“P, ¢; = e,e;. Potom z . y=y.z=(¢f. ) 2.
Lahko sa vidf, %e takto dostdvame komutativnu periodickd pologrupu, ktorej
K-triedami sii prave mnoZiny K, ,
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B .0 KOMMVYTATUBH bl X
WEPMOAUYECKUX MOJTVYTPVYIIMAX

BJIAHKA KOJNHUBHAPOBA

Brusonm

Hycts S nepuoumnyeckan HOMMYTaTHBHAA MOAyrpyana. Muomecrso M,1eMIOoTeRTOR
nonyrpynnst 8 obpasyer TaCTHIRYI0 nomyrpynmy 1(S) noyrpynns S, xoeouwm ABJAETC A
TORycTpYRTypoif. (CootsercTByioniee OTHOWEHNAE YACTUYHOIO YHOPAIOYeHHA oBoamawmy
ucpes g.) ,

Mut crasem, uro srement s €S HPUHAUIERHET K JaHHOMY MIeMIOOTeRTY €, ecin cymect-
BYeT HaTypajibHOe YHCIIO 7 TAKOE, Y10 84 — g, MuomectBo Beex smementon nu:mupﬁa%mﬂﬁ,
K HJeMIIOTeHTY e Ml HaswBaeM K-kiaccom TPHHANICHAIAM K ATSMIIOTORTY € 1 0603Ha Ty
ero 4vepes Kre), Daxrroprnoayrpynna /4 nomyrpynnst S aements, KOTOPOil K-Kiacc
ABIACTCA IOYCTPYKTYpoit. — Bo BTOpOH YacTw uaywarrcs HEKOTOpHIC CBONCTBA mory-
rpynuer 7 "

Mbur crazeM, uro snement 2 HOPOAIALT TNABHLI Wijeat 1, ecotm umeer mMecto I — {x}u Sz
MuomectBo Beex smementon z € § HOPOMQIOMEX Of¥H W TOT 3Ke mnearw ] mmmzwmmaom.
mrzawgoz u obosmayaerca I, Qaxropnonyrpymna F~ noxyrpynne S wmazmmaz RO~
Topont F-Knacew, ammaercs HaNPaBJIeHHRM BHA3Y MHOKECTBOM. (Coorsectsyiomee ormo-
HICHHE MaCTHMHOTO YHOPAKOuEHMA 0003HawuM epes <.) Ecam Beaxas mmwwmchEEmm
uenb F-xmaccor xomedna, To F ABARercH chemmanmung TACTHIHO YIOPATOYEHHLM MHO-
FHECTBOM, HAa3BaAHHAHIM MYJTHHOYCTPYKTYPO# (HaTypajbHoe oGobmenne orATAA BRenEH-
Horo B pabote [5]), koropas Momer ABAATECA T HomycTpykTypoii. — Cymectnyer romo-
Mopduoe oTobpanenne nonyrpynmst 8 mra F n roMoMopdroe oT0Gparkenne h S wa G
Honyrpynum I(8) u 5~ U30MOpdHEL. \ O

Coaepmxannenm TpeThell YacTH ABAAeTcH U3ydeHUe noayrpymust S u mwwszmom oummw
HJleasioB ¢ Hoayrpynnmamu “n I(S). Noxrasseaerca HaNpuUMep: Teopema 4. Hyers F, < m_
Fay=Fy torma 1 Tonsko TOrAa, xorga Fy rpynna. — Teopema 6. Ecan 5 § mnmx_wmﬂ %9“..
BAOMAA Helb IIaBanX HAeajIoB HOHEYHa, KOHEYHa TOMKe BCAKAM YOblBarman memn mmem-
HOTEHTOB (B CMbIce BRINe YHAasaHIOTo HACTHINOTO  yHopAjoTernus). Ofparaan Teopema
HeBEpHA, KaK NOKa3biBaer npumep. — Teopema 7. Ina TOrO, 9roGhl KOMMyTaTHBHAZ
HEPHOIMIECKAA NOAYTpyNIa MMena riiaBieii MEHUMAJILHBIR MA€AI N, HeOBXOZEMO 1o-
CTATOUHO, 9TOOM Ui HEKOTOPOTO WieMHOTeHTA € €8 mMeno Mecto ormomenue epe; A
BCAKOro e; € I(S). Hpn asrom umeanm n COBOARaeT ¢ rpymmoit G(e, —. Teopema mr ﬁmwus
S = {x) USr mnx HeroToporo x € S, 1o I(S) obmagaer emuuunei. ObparHan emowmwsm
HeBepHa.

B gacrm 4 maywanren HEKOTOpHIe CcBolicTBa roMOMOpgEOTe oToGpamenns K« p Kn)

¢ € S maemuorent. Han roMoMopdaoro oTo6pamennsa x —» ze (o6o3navnm ero 4epes ¢)
HMEeT MecTo: s Besaroro F-waacca B cymectByer F-waace B < F pun KOTOpOro mMeer
MecTo otHOmenne gF C Fv,

Hasee moxasana HOMCTPYKIAA M3 HaHHKX ROMMYTaTHIBHHX NEPHOAMYECKMX HOJyrpynm
(ymopanowenumx g Ilens) TaKon RORyrpynus S, Koropas mMeer K-rmaccamu gannse nony-
rpynno,
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UBER KOMMUTATIVE PERIODISCHE HALBGRUPPEN
BLANKA KOLIBIAROVA

N:mmagms?pmmzsm

Sei § eine kommutative periodische Halbgruppe. Die Menge der Idempotente von S
bildet eine Unterhalbgruppe I(S) von S, die ein Halbverband ist. (Die angehérige An-
ordnungsrelation wird mit ¢ bezeichnet.) )

Man sagt, daB ein Element s €S zum Idempotent ¢ € S gehért, wenn es eine solche
natiirliche Zahl »n gibt, daB s» = ¢ gilt. Die Menge aller zum Idempotent e gehdrigen
Elemente wird eine zum Idempotent e gehorige K-Klasse genannt und mit K< bezeichnet.
Die Faktorhalbgruppe 5 in S, deren Elemente die K-Klassen sind, ist ein Halbverband.
Im Abteil 2 werden einige Eigenschaften von A betrachtet.

Man sagt, daB ein Hauptideal I durch das Element z erzeugt wird, wenn I = {z}u Sz
ist. Die Menge derjenigen Elemente x €S die dasselbe Hauptideal erzeugen wird eine
F-Klasse genannt und mit F, bezeichnet. Die F. aktorhalbgruppe & in S, deren Elemente
F-Klassen sind, bildet eine nach unten gerichtete Menge (die angehérige Anordnungs.-
relation wird mit < bezeichnet). Ist jede aufsteigende Kette der F-Klassen endlich,
bildet & eine spezielle halbgeordnete Menge die wir Vielhalbverband nennen (eirie natiir-
liche Verallgemeinerung des von Benado [6] eingefiihrten Begriffs) der speziell auch ein
Halbverband sein kann. — Es gibt eine homomorphe Abbildung von § auf S und eine
homomorphe Abbildung A von Fauf F. Die Halbgruppe I(S) ist zur Halbgruppe K
isomorph,

Im Abteil 3 werden ferner einige Eigenschaften der Halbgruppe & und der Ideale
im Zusammenhang mit S und I(S) betrachtet, wie z. B.: Satz 4. Sei Fy, < F,. Dann
gilt F,y = Fy, genau dann, wenn Fy eine Gruppe ist. — Satz 6. Ist in § jede absteigende
Kette von Hauptidealen endlich, so ist auch jede absteigende Kette von Idempotenten
endlich (im Sinne der oben angegebenen Anordnung). Dieser Satz kann nicht umgekehrt
werden wie es das Beispiel zeigt. — Satz 7. Damit die kommutative periodische
Halbgruppe ein minimales Hauptideal n hat, ist notwendig und hinreichend, daB es
ein TIdempotent ¢ €.8 gibt, das die Eigenschaft ege; fir alle e; € I(S) hat. Dann stimmt 1
mit der Gruppe G® iberein. — Satz 8. Ist S = {zx}uSz fur ein z€8, so besitzt die
Halbgruppe I(S) das Einselement. Dieser Satz kann nicht umgekehrt werden.

Im Abteil 4 wird eine mit @i bezeichnete homomorphe Abbildung von Ktei) in K,
betrachtet. Es gilt z. B.: Satz 11. Sei ¢€S ein Idempotent. Fiir die homomorphe Abbil-
dung x — ze (bezeichnet mit ¢) gilt: zu jeder F-Klasse F gibt es eine F-Klasse F¥ < F,
die die Eigenschaft ¢F C F’ hat.

Endlich wird gezeigt, wie aus gegebenen kommutativen periodischen Halbgrup-
pen (die in eine Kette geordnet sind) eine neue Halbgruppe &, deren K-Klassen die ge-
gebenen Halbgruppen sind, konstruiert werden kann.
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