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POZNAMKY K TEORII MIERY A INTEGRALU

LADISLAV MIS IR, Bratislava

V tejto prici su Styri pozndmky k terii miery a integrlu. Z nich prvé
dve sa vztahuji na, integra&né metédy a druhé dve sg tykaji vztahov miery
a integrily,

Pomenovania - okruh, miera, vonkajiia miera, vniatornd miera, (X, R)-me-
ratelnost atd. pousivame v tomto &ldnku v zmysle [5]. Ak fa g 56 dve funkcie,

niekedy oznadovat funkeiu v kagdom bode svojho oboru definicie rovny nule,
inokedy zas &islo nula; z textu &itatel Tahko poznd, 8o znak 0 v tom-ktorom
pripade znamens. Ak 4 je' nejakd podmnozing, mnoZiny X, bude X 4 Znadit.
charakteristickt funkeiu mnoziny A.

Nech X je nejaks neprézdna mnozina, nech R je mnozinovy okruh pod-
mnoZin mnoziny X a # je miera na R. Potom trojicu (X, R, u) budeme na-
zyvat priestorom miery. Ak v trojici (X,R, 1) je R mnozinovym g-okruhom,
vtedy hovorime o o-priestore miery. (V [5] sa nag o-priestor miery nazyva
priestorom miery.) Ak priestor miery (X, R, #) mé vlastnost: e 4 € R, Bc4,
#A) =0, tak je aj B e R; hovorime o tom, %e je uplny.

Nech X je nejaka nepriazdna mno#ina. Nech je vektorovy sviz redlnych
funkeif definovanych na, X, t.j. pre F plati:

L opre z€ X, fer je — oo < f(z) < c0;

2. ak je fEF a x redlne Cislo, je af € F';

8. ak je f, € F, je aj f, +LEF;

4. ak je f€F, je aj |[f|€F.

Nech I je redlna homogénna, aditivna, nezdporns a v ¢ monoténne zhora,
8pojitd funkciongla definovang na F, ¢, J- pre I plati:

L pre fE€F je — oo < I{f) < oo;
II. pre fe P g & redlne Eislo je I(af) = aI(p);

II. pre hohh€F je Iy + ) = I(fh) + I(f,);

IV. pre f€F jo I(| f]) = o;

V. pre kafdd nerasticy postupnost {32, funkeii » F konvergujicu & o
plati lim I(f,) — ¢.
n—w

Trojicu (X, F, I) budeme nazyvat Ppriestorom Daniellovho integrilu, alebo
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kritko priestorom D-integrilu (v [3] funkeia 1 nazyva sa Lintegrdlom). Ak
pre priestor (X, F, I) D-integralu plati:

VI. limita kaZdej takej neklesajicej postupnosti {f 37 | funkeii 2 F, pre ktory
Je postupnost {1 (1) a1 ohraniéend, je z F,
hovorime, se ten priestor D-integralu je e-priestorom D-integralu. Nech pre
Priestor (X, F, I) D-integrélu plati:

VIL ok je f€F, lgl <11, I( 1)) = 0, vtedy je gE€F a hovorime, % je
“wplng. .

Nech (X,,R,, 1) a (X3, Ry, ) st dva priestory miery. Nech X, =X,,
R, CR, a pre kazdé 4 ¢ R, je uy(4) = 4(A4). Potom priestor miery (X,, R,, Ha)
nazyvame roz§frenim priestorn miery (X,,R,, #1). Nech (X, F,, 1) a (X,,
Fy, 1,) st dva, priestory D-integralu. Nech je X; = X,, F, CF,a L{f) = L(f)
pre kazdé f € F,. Potom priestor (X,, F,, [, 2) D-integrilu nazyvame roziirenim
‘priestoru (X,, F,, I1;) D-integrilu.

1

Je znime, e ku kazdému priestoru (X, F,, 1) D-integralu existuje taky
Priestor (X, F, I) D-integralu, ktory je jeho najmensim Gpinym o-rozifrenim,
t.J. (X, F, I) je aplny o-priestor D-integrilu, je rozsirenim (X, Fy, 1) a kazdé
rozifrenie priestory (X, Fy, 1) D-integrilu, ktord je stdasne tGplnym g-prie-
storom D-integralu, je roz&irenim (X, F, I) (napr. [2], [3], (41, [7), [8], [10],
[11], [13]). Dékaz existencie takého priestorn D-integralu sa robi jeho kon-
Strukeiou réznymi integraénymi metédami. Této prvs poznémka sa bude
tykat prave integradnej metédy F. Riesza ([10] a {11]).

F. Riesz ([11], str. 132—134) vychadza z priestoru (X, Gy, I,) D-integralu.
Mnozinu NCX nazyva nulovou, ak existuje neklesajica bostupnost {f1=
funkeif z C, taks, ze bostupnost {Iy(f,)}=, je ohraniens a pre kazdé z EN
Jje postupnost {f2)e, divergentns. Postupnost ey konverguje na X
skoro viade k funkeii f vtedy a len vtedy, ak mno#ina bodov z € X , pre ktoré
bud neexistuje lim fa(x), alebo neplati rovnost lim (%) = f(z), je nulovou

-0 N—>c0

mnozinou.

Nech ¢, je nasledujici systém redlnych funkeii definovanych na X - feq,
vtedy a len vtedy, ked existuje neklesajica Postupnost {f,}*  funkeif g C,
konvergujtica na X skoro viade k f, pri ktorej postupnost {Lo{f)} -y je ohra-
nidena. Pre kazdn funkeiu 1 € C, definuje sa jednoznacne I,(f) tak, Ze I,(f) =
= lim Ii(f,), ak {{.}n-1 je postupnost z predchédzajticej vety. Pomocou mno-
Ziny O, definujeme C, takto: f € C, vtedy a len vtedy, ked existuji f, a f, € C,
také, 7e f = i — f.. Pomocou I, definujeme na, C, funkeiu I, : L(f) = L,(f,) —
— Ii(fa), ak je f = f, — o pridom je £, f, € Ci. Potom je (X, Cy, 1,) priestorom
D-integralu, ktory je najmensim Uplnym o-roziirenim (X, Cy, I,).

V predchadzajiicom odseku opisant Rieszovu metédu mézeme modifikovat

32 .

>

napr. tak, Ze v nej vobec nemusime zavidzat pojem nulovych mnozin. Defi-
nujme O takto - f€C; vtedy a len vtedy, ked existuje neklesajica, postupnost
{fu} -y funkeif » Cy, pre ktora olfu)} oy je ohranidens a pre ktora plati
f(x) =lim /(%) pre kazdé x€ X » pre ktoré existuje limita ng, Pravej strane.

n—+w
Podobne ako v predchidzajiucom odseky nech je fe ¢} vtedy a len vtedy,
ked existuji také dve funkeie fi, 1 € O, e plati f = f — f,. Funkeiu I, mozno
rozsirit na I;, ktord je definovand na ¢ tak, Ze (X, C;, I}) je priestor D-inte-
gralu.

Priestor (X, C,, 1) D-integrily zhodugje sa s priestorom, (X, 0, 1) D-integrdlu,
«.w..Qu”Omm.Nm”Nm. .

HuoN:mEmsﬁ.Eo pritom, Ze vidy plati C] C 0, zatial &o C, = C; nemusi vidy
Platit [napr. C{ nemusi mat vidy vlastnost: fi, L €C, = min (h, 1) €0}, ale
C; mi vidy vlastnost: h: L €C, = min (15 12) € C,]. Preto je ihned zrejme,
Zeje C;CC,.

nulovej mnogine N. K mirozine N existuje taks neklesajica Postupnost
{/s} ey funkeif 2 C,, zZe ot 2y je ohranitens a N je podmnozinou
mnoziny bodov divergencie postupnosti {f,}2 .V O} existuje teda funkeia h,
pre ktord plati M(z) = lim fu() pre kazdé z € X , pre ktoré existuje limita na
o0
Pravej strans. Ale pre kazdé » € X, pre ktoré existuje lim (), plati aj rov-
-
nost A(x) 4 9(x) = lim fa(®); Gige Jeajhtge Ci. Z toho vyplyva, Ze je

9 €C;. Kedse je viak f€C; a g€C,, je aj f =f4 g € Oy ; &ize plati G, co;.

v nej hraji nulové mnoZiny. Nahradme v uvedenej metéde mnoziny ¢,

‘mnoZinou O}, ktory definujeme takto: [ €07 vtedy a len vtedy, ked existuje

neklesajiica konvergentns, postupnost {f, 1% . funkeif z Gy, ktorej limita
je f, pridom Postupnost {4o(f.)} -1 je ohranigens. Mnozinu ¢} definujeme
zas ako mnoginy vietkych rozdielov dvoch funkeif z C]. Funkein I, defino-
vani na C) méZeme tak roz&irit na funkeiu 7 2 definovand na, C;, ie (X, C, 2)
je priestorom D-integrilu. Ale priestor (X, ¢4, 13) nemusi byt este g-prie-
storom D-integralu. Pre ziskanie najmengieho o-roziirenia je potrebné tento

Tento vyznam nulovych mnosin sa strati, ak trocha Pozmenime (. Nech

je C, vektorovy svig, redlnych funkeif v ir§om zmysle definovanych na X,
t. j. pre C, plati L, 2,3, 4., kde 1. znie: pre z € X, f€ Cy je — oo = f(z) £ oo,
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Pritom sadtom f, + f: rozumieme kazda funkeiu g, pre ktord plati g{z) —
= fi(%) + f(x) pre kardé z¢€ X, pre ktoré pravd strana ma zmysel. Nech
{/.}n-1 je taks postupnost, ktord v kazdom z € X mé bud vlastni, alebo

nevlastnt limitu, vtedy lim fn je t4 funkeia v $irSom zmysle definovand na X,
n—>+ow

ktord v kaidom x€ X m4 hodnotu rovnd lim f(z). Ak teraz v tvahich
Hn—> o

predchddzajiceho odseku rozumieme Cy v tu uvedenom zmysle a ak lim f,
>0

rozumieme v tu uvedenom zmysle, tak uj (X, C3, I) je najmensim o-roz&irenim
(X, Gy, I). Teda v tomto pripade konvergencia skoro viade nijako neméie
zrychlif utvorenie najmensieho o-rozgirenia,

2

Nech (X, R, 1) je priestor miery. Nech je f € F, vtedy a len vtedy, ked
existuje konedne mnoho takych navzijom disjunktnych mnozin E,...,E,€R,

Ze je u(y) < oo, ..., #(E,) < oo a konedne mnoho &isel By -y Oy, e plati
n

=2, &z, . Pre tito funkciu f € Fydefinujeme Iy(f) = > w,u(E,). Je znime (191,
i 4 i=1

i=1
str. 201—206), e (X, F,, I,) je priestor D-integralu. Tento priestor D-inte-
gralu, t. j. (X, Fy, I,), budeme nazyvat priestorom D-integrilu indukovanym
priestorom miery (X, R, u).

V tedrii integralu s znime integratné metédy v pripade, Ze priestor D-inte-
grilu je indukovany e¢-priestorom miery (X, R, u), prifom je X € R. Vzniks,
otdzka, ¢ mo#no pouzif tieto metédy na ziskanie najmengieho o¢-priestoru
D-integralu nad danym priestorom D-integralu, a to aj v tom pripade, Ze
je tplne Iubovolny priestor D-integralu. V tejto poznadmke ukdeme na jednej
takej integradnej metéde, e ju neméZeme pouit pre lubovolny priestor
D-integralu.

Nech (X, F,, I,)) je priestor D-integrilu. Nech M je taky vektorovy sviz
realnych funkeif definovanych na X, ktory je najmensim Bairovym systémom

nad Fy, . j. i
I Foc M, e
Il pren=1,2,3, /.. je . € M, nech existuje lim f,, potom je lim f.€M;
n-ro n—>o

I11. ak M je vektorovyj sviz s vlastnostami: F, C N_INW? EM pren = 1, 2,8, ...
@ existuje lim f,, tak je lim fo € M, viedy je M C M.

n—rcw0 n—>w
Nech (X, F,, 1) je priestor D-integrélu, ktory je indukovany ¢-priestorom
miery (X, R, ), v ktorom je X € R. Je znéme, 3e v takomto pripade mogno
pouiit integradni metédu, ktort opifeme (napr. [12], str. 19 a nasl.). Nech
je f €F* vtedy a len vtedy, ked je f20, feM a sup {If): 0<f</{,
f€F,} < oo. Na F+ definujme funkciu I+ takto: [EF* = THf) =
=sup {I(fi: 0< f<f Fe Fy}. Nech je feF vtedy a len vtedy, ked je
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J*=max (f,0)€F*a f = —min (1, 0) € F* a vtedy kladme I{f)y = I*(f+) —
— I*(f7). Potom (X, F, I) je najmensie o-rozsirenie priestoru (X, F,, I,)
D-integralu.

V pripade, %e (X, F,, I,) nie je priestorom D-integralu indukovaného
g-priestorom miery (X, R, #), v ktorom okrem toho plati X € R, nemusi tito
integradnd metéda, pomocou ktorej sa dostidvame z (X, Fy, I) k (X,F, 1 )
davat o-priestor D-integrédlu. Napriklad nech X je nejakd nespodetnd mno-
Zina, F, nech je mnozina vietkych funkeif, ktoré st rovné konstante na X
okrem konednej mnoziny. Lahko sa vidi, Ze F, je vektorovy sviz realnych
funkeii definovanych na X. Nech pre f€F je f(x) = k pre x € X — K, kde K
je koneénd podmnozina mnoziny X. Potom definujme I(f) = k. Zrejme
Jje I, redlna homogénna, nezdpornd funkcionila na Fy. Nech {f}%., je
nerasttca postupnost funkeif z F, konvergujtca k funkeii 0. Nech jefuz) =k,
pre z€X — K, a f(z) + k, pre z € K, pridom K, je nejakad koneénd pod-
mnoZina mnofiny X. Potom postupnost {k, }., zrejme konverguje k 0,
t. ). lim Iy(f,) = lim &, = 0. Teda (X, Fy, 1) je priestor D-integralu. Nech M

je taky vektorovy sviz funkeif definovanych na X, ktory je najmensi Bairov
systém nad Fy. Nech F a I sji definované pomocou F, a 1,, ako v predchadza-
jacom odseku. Potom (X, F, I) nie je o-priestorom D-integralu.

Toto tvrdenie dostdvame takto: nech 4 je spodetns podmnogina, mnoziny X
anech { K }7, je neklesajica postupnost koneénych mno¥n konvergujtcs,
k4. Potom je % € F, I(Xy_4) =0, Xy -k, €FyCFa I%y g,) = o¥x—g,) =
=lpren=1,23, ... Postupnost { —% X—Eqn }n-1 je neklesajica postupnost
funkeii z F, konvergujica k —%,_, a postupnost {I(—X X—k,) }u-1 j& ohrani-
¢end. Keby totiz (X, F, I ) bol o-priestorom D-integralu, muselo by platit:
O0=I(—%; ,)=1lim I{(—%x y,) = —1; &0 je spor.

1~300

Z prikladu, ktory sme prave uviedli, je zrejmé, e integraénd met6da opisand
v tejto poznidmke neddva nim vidy mo#nost rozgirif priestor D-integralu
(X, Fy, I,) na najmensi o-priestor D-integrilu. Ale predsa méseme tato
integradnii metédu niekedy pouZit aj na priestor D-integralu, ktory nie je
indukovany o-priestorom miory (X, R, u), priom je X € R. Platf totiZ:

Nech (X, Fy, 1) je priestor D-integrdlu. Nech M je taky vektorovy sviz funkeii
definovanijch na X, ktory je najmenss Bairov systém nad Fy. Nech (X, F,, I,)
ma vlastnost: :

Ak je n >0, f= 0, fe Foa {f,}2, takd postupnost nezdpornyjch funkcii

2 M, pre ktord plati > fo <1, tak existuge takd postupnost { f 32, nezdpornych
2 n=1

\:

invs

funkcit z F,, pre ktori plati: f, <[, pre n = 1,28, ..., fos F—
n

a> I(f) > () - 7. Potom (X, F, 1) je najmendie o-rozéirenie (X, Fy, 1,).
n=0
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Kazdy priestor D-integralu (X, F,, 1) indukovany ¢-priestorom miery
(X, R, u), kde R je s viastnostou U 4 — X, mé& vlastnost z tej vety. Toto

AER
dokédzeme takto:
Nech je 7> 0, Nmm.? MW 0, pre n =1, 2,3, ... je hWE€M, f, =0 a e
2 hsF
n=1

Mnoina M je v tomto pripade mno%ing vietkych (X, E-Emwma%:%or

o0
funkeif definovanych na X. Teda funkcie fa» Pre m =1, 2,3, ...,af— M f. 5
n=1

s nezdporné (X, R)-meratelng funkeie, a teds Pren=20,1,23, ... existuje
neklesajtca Postupnost { | neziapornych funkeif z F, konvergujtca,
k funkeii f, bre n =1,2,3 .., 3 k funkeii f — M? pre n = 0. Kedze je
n=1
Far <7 pre n — 0,1,2,3,...ak=123, .. existujt limity: lim 7, (foz)
ko

pre w=0,1,2,3,... Nech ; je Iubovolné prirodzend ¢islo a 8 > 0. Potom

existuji také prirodzens &isla k,, ky, ..., &y, 2 je M.m._&i > W ws Iy(f, »)—0.
= =0k~

Zrejme je > N;: =7 a teda plati > lim Io(for) — 8 < > Io(for,) =
n=40 Nn=0 koo n=0

= Iy \H.;QVM I(f). Z toho vyplyva, %e pre kazdé prirodzené &slo ¢
0

W%

n

-

plati: > lim Io(fu) < I(f). Teda plati aj w lim I,(f, ) < I,(7).

=0 k5w =0 k-
n
Nech pre » — 12,3, ... je ¢, = > fins potom pre n =1,2,3 ... je
i=0
P20, 9, €F,, ¢, < Pea=/f Nech je 2€X g ¢> 0. Potom existuje

1. K,, e pre k> Ky je f,i(z) > f(z) l:MH ful) — .MI ;2. Ky, te pre k> K,

je 2. fi=) <= ; 8. K,, 30 pre k2Kan=1,2. K je7, () > Fulm) —
i=k ;

&€

3K,

n
Nech je n = max (K,, K, K,). Potom plati g,(k) = > Fonl2) > Flz) —
i=0
& [-¢]

@ By = -
i P C R S tejto

j=1 j=K+1

tvahy vidiet, Ze lim Pu=1/[ 7 toho, 7e I, je v 0 monoténne zhora spojitd, . ~f

=0

funkcionila na Fy, vyplyva, ze plati I(f) = lim Iy(@,). Okrem toho plati:
n—ro0

lim I(g,) = lim N..A..;Mc find =lim 3 I, )<lim 2 Wm Iy(f, ) < 3 lim I, ).

noom N—>0 N0 i =0 =30 {=0k-oo n=0k>w
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Na zaklade posledného vysledku predchidzajiceho odseku a na zaklade ne-

rovnosti Z,(f) < 2. lim Nchi.v vyplyva rovnost I(fy = 2 lim N%.Niv.

n=0 k- 7=0 k—>oo
o
Z rovnosti Iy(f) = > lim L/, 1) zrejme vyplyva existencia takej postup-
n=0 k3w

nosti Qwis ne1 Tunkeii z Fy, 2e plati 2 N&Ws i) > Lo(f) — 7. Ak kladieme
n=y_0

fo = lis: tak je splnené toto: oMNM\: bre n=1,23, ..., 0<f<f—

-3

- 2>t Nmﬁawww =123, .
n=1
kazadt, !

Ukdzeme este na priklade existencin takého priestoru D-integrilu, ktory
nie .je indukovany o-priestorom miery a ma vlastnost z dokdzanej vety.
Nech X je spotitatelna mnogina {05, ..., a,,...}, nech F, je mno#ina,
vietkych tych funkeif definovanych na, X, ktorych hodnota sa vidy rovni,

o

nule, okrem nejakého koneéného poétu prvkovz X, a nech If) = > o%; f(a,)
n=1 <«

pre f € Fy. Potom sa lahko zisti, Ze (X, F,, I,) je priestor D-integrilu, ktory m4
vlastnost z dokézane;j vety a ktory je indukovany priestorom miery (X, K, u),
v ktorom K je systém véetkych konednych podmnozin mnoziny X a u(K) —

a > Ly(f,) > 1y(f) — #, 8o bolo treba do-
n=0 .

= 5 ImeNSL pre K € K. Pritom (X, Fy, 1) nie je indukovany Ziadnym

n=1
o-priestorom miery.

3

Nech (X, F, 1) je (Gplny) o-priestor D-integralu. Nech existuje taky prie--
stor miery (X,R, u), ze (X,F,I) je najmensim (iplnym) g-rozéirenim
(X, Fy, 1), pridom (X, Fy, 1) je priestor D-integrilu indukovany priestorom
miery (X, R, 4). Potom budeme hovorit, ze (tplny) o-priestor (X, F,I)
D-integralu patri k priestoru miery (X, R, u). Niekedy sa stane, Ze ten isty-
(aplny) o-priestor D-integrilu patri k dvom réznym priestorom miery. Potom.
tieto priestory miery s4 v istom vzéjomnom vzfahu. Ale plati aj obratene: Ak
dva priestory miery st v takom vzédjomnom vztahu, tak k nim Patriace uplné.
o-priestory D-integrilu sg rovnaké. Ak ide o o-priestory miery, plati toto.
tvrdenie

Nech (X, F,, 1)) je dplng o-priestor D-integralu, ktory patri I a-priestory.
mierw (X, Ry, 1) a (X, Fy, 1) je Uplnyg o-priestor D-integrdlu, ktory patri.
k o-priestory miery (X, Ry, u,). Potom (X, Fy, L) = (X, Fy, 1) vtedy a len
viedy, ked ku kasdému A ¢ R, 1(4) < oo, existuje B, a B, € R, také, e plats.
B, c4c Byapy(By) = py(4) = Ho(By) @ obrdtene ky kazdému B € R, Ha( B) < o0,
existuje 4, a A, € R, také, % plati A,.CBCA, a #a(4y) = pp(B) = #(4,).

Medzi vietkymi priestormi miery, ku ktorym patri ten isty Gplny o-priestor
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. Y

(X, F, I) D-integrilu, existuje najvadsi, a to v tomto zmysle: Ak (X, R, )
je ten najvads{ priestor miery a (X, R, u) je Iubovolny priestor miery, ku
ktorému tief patri (X, F, I), potom je RCR a pre A €R je u(d) = u(4).
Moino zistit aj to, e R = {4:ACX, feF= fX,eF}, & je o-algebra
{pozri 4.1.1 a 4.1.2). Nech R a 4 st definované takto: R je najmensi g-okruh
nad okruhom R, vietkych tych mno¥in 4 € R, ktoryeh miera u(4) je konedns,
au je rozdirenie miery y branej len na R,. Potom pre mieru \.& plati: Ak pre
AeR existuji dve mnoZiny B,, B,€R také, %e je B,CACB, a w(B,) =
= u(B,), kladieme w(A) = #(B,); v kazdom inom pripade kladieme x#(4) = oo
pre A €R.

4

V pozndmke 2 sme hovorili o priestore D-integralu indukovanom prie-
storom miery. Ale aj obritene: ku kazdému priestoru D-integralu mézeme
priradit priestory miery, ktoré istym spdsobom sivisia s tym priestorom
D-integrdlu. Od tohto priradenia méZeme napr. pozadovat, aby spliiovalo
tato podmienku: Ak (X, F, I) je priestor D-integralu indukovany nejakym
Priestorom miery, tak (X, F, I ) je indukovany aj tym priestorom miery,
ktory sme mu priradili, a ak (X, F, I) je o-priestor D-integrélu, ktory patri
k nejakému priestoru miery, vtedy (X, F, I) patri aj k priestoru miery, ktory
priradujeme k (X, F, I). Takéto rozne spdsoby pre pripad, e (X, F, I ) je
Gplny o-priestor D-integralu, podali uz P.J. Daniell ([3]), F.Riesz ([11]),
J. Maiik ([7], [8]) a H. Stone ([14]).

Ak (X,F,I) je uplny o-priestor D-integrila a ACX, tak ua(d) =
=inf {I(f) : X, </, feF} je vonkajsia miera na systéme vietkych pod-
mnoZin mnoziny X (napr. [14]). T. H. Hildebrands ([6]) metédy, ako tplnému
o-priestoru (X, F, I) D-integrdlu priradit priestor miery (X, R, p), zhriiuje
na tieto tri: (a) mno#ina 4 jez R viedy a len viedy, ked X, jez F ([3], [11], [7], [8]).
Tento systém mo#no rozéfrit o daliie meratelné mnofiny s mierou rovnou co;
(b) 4 je z R vtedy a_len vtedy, ked X, je meratelnd v zmysle Stoneho, t. §. ak
max {min (¥, k), min (X, k), min (By; ho)} je z F pre katdé dve funkcie h,
a hy 2 F ([14]); (c) 4 je 2R viedy a len viedy, ked A je uy-meratelng. Vo vietkych
troch pripadoch funkeiu p definujeme tak, e je M(A) = u3(A4) pre 4 € R,

Metédy definicie R uvedené pod (a), (b) spodivaji na nasledujicich dvoch
vlastnostiach uplného o-priestoru (X, F, I) D-integralu, ktory patri k tiplnému
o-priestoru miery (X, S, ) : a’) 4 iezSa¥d) < o vtedy a len vtedy, ked
jeX,zF;b')A€S vtedy a len vtedy, ked ¥, je (X, §)-meratelns funkeia.

Ale pre definiciu R mé¥eme pouZif aj tato vlastnost aplného o-priestoru
(X, F, I) D-integralu patriaceho k priestoru miery (X,S,): ak je A€S,
potom je fX, €F pre katdé fE€F. V tejto poznamke poutijeme prave tato
vlastnost pre definiciu R. Uvahy budeme robit podrobnejsie, pretoe sa budeme
Vv tejto pozndmke zaoberat vztahom toho priradeného priestoru miery k prie-

.
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mao.wz D-integrélu a pritom nebudeme vo vseobecnosti pre tento priestor
D-intregalu poZadovat, aby bol uplnym o-priestorom D-integrilu.

4.1. Nech (X, F, [ ) Jje priestor D-integrélu. Nech M Je systém vietkych
tych podmnozin 4 mnoziny X, pre ktoré plati fX, € F pre kazdé f€F. Nech

pre A €M jo pu(d) = sup (1) 05 /S %, fER)  udy — i ¢ 3 1.:

L=<, lhz0af,€Fpren=1,23, . )
n=i .

41.1. (X, M, m)a (X, M, u,) si priestory miery.

Dékaz. Zrejme st g a X 5 M. Z rovnosti Pge=f— 12, platnej pre ubo-
volni mno¥inu A g TubovoInt funkeciu f vyplyva, ge je AeEM= 4*eMm.
Nech 4 a Bst z M, potom z rovnosti X 4up = max (Ft %4, f*75) — max (%
7%3) vyplyva, se ajAuBjezM. M je teda algebra.

Zrejme je u(A) = 0 a U(A)= 0 pre kaidé A€M a {0} = 0 uy(9) = 0.
Nech {4,}2, je postupnost navzijom disjunktnych mnozin z M a nech

s&ﬂm: je tiez z M, Ak ie wy Ammﬁ.v == 00, TesP. u,( O 4,) = oo, tak zrejme
= Ne= n=1

2, (d,) = puf O, A, esp. O 1o d,) < pof G A,). Nech jo sy 4,) < oo,

n= n= N= fn=1 n=1 .

7 je lubovoIné prirodzend ¢islo a & > 0. Nech 0<h<%,, heF pre
n

=1,2,...,n st také funkcie, %e platf METAL —e < MNQL. Potom zo
k=1 k=1

n=1

§3¢:»MK\Q =X 4 vyplyva,ze .ﬁ.maMHN () =<m(C 4,). Teda plati aj u,( O 4,)=
- = n=1]1 n=1

=

i M) =

; H\&?AL ; z&oho vyplyva nerovnost Mm&?m:v <u(0 4,). Nech je u,( U 4)<o
n= n=1 n=1

& &> 0. Potom existuje postupnost {f3il teje2§ , < 210}, t€F
n=1 i=1

pre ¢+=1,23, ... ms, 1(f;) < uo( @Hmr_v + &. Z nerovnost: > fta, <20 1
n= i=1 i=1

Ms L8

a &kx‘”

s R

U4, Xy, <

. 2 fi%s, pre n=1,2 3 .. . dostévame nerovnost:
1]

-1

1

i

=1 k2o n=1

om, 0 @ © k o
2SS 3 KX =3 lim S 17, < 2109 <l G )+ .
n=1 ¢t= i= n=1
Teda platf aj uy( O 4,) = 3 py(4,).
n=1 n=1
“Zmor je EA.WKAL = 00, Tesp. u( mlwnmsv < oo, & &> 0. Potom existuje
. 1 @ k .

funk €eF, o< G —<T — ®
unkcia, f 01 &:MK: a z < I{f), resp. \&A:Nmm:v e<I(f). WWW\N&LTN

Je neklesajica @omnzwsog funkeif z 7 konvergujtica k funkeii f, teda je
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> NQ\.?% = I(f), ako to vyplyva z vlastnosti V. Zrejme jed < \R;: = X4, 8 teda,

n=]

.1 2 ] - o
Jo T <Ith = 3 1%,,) < 2 a(4,), resp, m(YA4) —e<If)< 2 fa(d,).

Teda vidy plati wl O 4,)< 3 m(d,).
n=1

n=1
Lahko sa dokaze i to, #e plati p(GA4)< S ta(A,).
n=1 =1

Z toho vyplyva, se (X, M, 1) a (X, M, u,) st priestory miery.

Zrejme vidy plati (A) < py(A) pre AeM. Ak je A€M s X, €F, vtedy
plati 14(A4) = uy(4). Priestory miery (X, M, u,) a (X, M, u,) budeme nazyvat
priestormi miery indukovanymi priestorom (X, F, J ) D-integrélu. Nesksr uvi-
dime, %e priestor miery (X, M, #1) nevyhovuje vidy nafej posiadavke zZ0
zatiatku poznamky 4. Ale ten priestor miery (X, M, 1) nems ani taky vzfah
k priestoru D-integralu, ako m4 (X, M, u,).

41.2. Nech (X, F, 1) je o-priestor D-integrilu, potom (X, M, u,) o (X, M
si g-priestory miery.

Dékaz. Aby sme dokdzali, 7e (X, M, 1) a (X, M, u.) sa o-priestory miery,
stati dokdzat toto tvrdenie: Nech {4,372 je neklesajtica postupnost mno-

Zin z M, vtedy aj A = mmm_: je z M. Nech jefzo0afer, Potom postupnost
n=

s Mo}

’

by je neklesajtca Postupnost funkeii z F, ktors konverguje k funkeii
f%4. Dalej je I(fx,,) < I(f) pre n — 1,2,3, ... Z toho vyplyva, Ze je fx,
z F. Z toho Iahko vidiet, Ze je gy = g*x, — g %4 z F pre kazdé gEF.
Teda je 4 e M.

Lahko sa zisti, ze je py(A) = inf Uy : 2, <4, f€F} pre kasdé 4 €M,
ak (X, F, I) je o-priestorom D-integrily.

4.1.3. Nech (X, F, 1) je o-priestor D-integrdlu o (X, M, ) o (X, M, s)
st nim indukované priesiory miery. Nech, je A €M a nech existuje f € F, %e f je
(X, M)-meratelng funkcia a 4 — {z : f(x) = 1}. Potom je X, € F,

Dékaz. Nech {2} net je prosts postupnost redlnych disel husts v (1, oo}
a nech je ;=1 4 o, > 1 pre =23 ... Pre n=1,23, ... nech

=af <o) < ... < % je prvych % Slenov tej postupnosti usporiadanych
podla  velkosti. Polo¥me AP = (oW < () < o™}, pridom kladieme

o = co. Mnoziny 4™ sg podla predpokladu z M, a teda funkeie ws Xy
" &5 ¥
. . 1
Su z F. Postupnost {fa} -1, kde je fo= o \GPM& prem =1,2,3 .. je

=1
nerastica postupnost konvergujtca k x 4- Kedie (X, F, I) je o-priestor
D-integralu, je X, €eF.
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4.1.4. o-priestor (X, F, I) D-integrdlu je dplny vtedy a len vtedy, ked (X, M, u,)
je dplny o-priestor miery. ,

Dékaz. Nech je (X, M, 11,) GpIny o-priestor miery anech je f € ¥, I({fy=0
a 0=<g=<|f|. Nech 4 = {z: |f(z)|>0} a hePr, h=0. Potom {h—
— (=2, je neklesajtca postupnost funkeif z F, ktord konverguje
k funkeii A%, a postupnost {I(h — (h — 5 D je zrejme ohranidens.
Kedze (X, F, I) je o-priestor D-integralu, je aX 4 € F. Z toho vyplyva, %e je
A €M. Nech je k€ F. Postupnost {(k%, — 5 [FD)*}%.1 je nerastiica po-

stupnost funkcii z F konvergujtica k 0, &ize je lim I((kx, — n]f)*) = o.
n-»c0

Z toho vyplyva, se I(kX ) = 0, a teda aj uy(A4) = 0. Z tplnosti g-priestoru
miery (X, M, u,) vyplyva, Ze g a | f| su (X, M)-meratelné funkeie.
Nech {x,}?  je prostd postupnost redlnych é&isel husts v <0, co) taki,

Ze je sy =0 a a, > 0 pren = 2,3 4 ... Nech O=0ol <o) < ... <4
je prvych n &enov tej postupnosti usporiadanych podla velkosti. Nech je
AP = (x4 < 9(z) < &}, pridom &, kladme oo, Zrejme je A" = {(z :
1

NOR [f(z)] X (x) = 1}, pridom jefi meF a 1% 4 je (X, M)-meratelns funkeia,
Teda podla 4.1.3 je X AP €F pre kaidé i a n. Postupnost {g,} n-1, kde je
n

t
Jn = M &sﬁ\;mi pre m =1,2,3, ..., je neklesajiica postupnost funkeif z F

i=1
konvergujtica k funkeii g. Dalej je I(g,) = 0 pre n = 1, 2,3, ... Z toho vy-
Plyva, ze je g€ F a I(g) = 0. Teda (X, F 1) je uplny.

Nech (X, 7, 1) je uplny o-priestor D-integrdlu. Nech je AeEM, Bc4
a py(A4) = 0. Existuje f€ F, se je X <f a I(f) = 0. Nech jeg€F ag=o.
Potom {(gx, — nf)*} 7, je nerasttica postupnost funkeif z F konvergujtica
k 0, a teda je lim I((g% ¢ — nf)*) = 0. Z toho vyplyva, Ze je 0 < IgX ) <

n—c0
= lim I(nf) = 0. Z tohto a nerovnosti 0 < g¥, < g%, vyplyva, e je g%, € F.
n—ra0
Z toho u# lahko dostaneme, %¢ je B€M a pa(B) =
V tejto vete nemézeme nahradit ¢-priestor miery (X, M, u,) o-priestorom

miery (X, M, u,), ako ukazuje nasledujaci priklad: Nech X je Tubovolnj

_nekonedénd mno#ina a f nezdpornd, neohranidei:s funkeia definovans na X.

Nech F je mnogina vietkych redlnych nisobkov funkcie f a I(kf) = k, kde &
je reilne &islo. Zrejme je (X, F, I ) Gplny o-priestor D-integralu. Nech je
A= {z:fz)> 0}, potom 4 je nekonetns mnozina. MnozZina 4 je zrejme
z M, pretoze je kfX, — kf pre kazdé reslne &islo k. Dalej je zrejmé, Ze pre fiadnu
neprizdnu pravt podmnozinu B mnoZziny A neplati kfX, € F, ak je k4= 0.
Teda je: AeM a ¢ + BCA, B A= BEM. Pretose viak je u,(4) = 0,
nie je (X, M, 4,) tiplny. ‘

7 dékazu tejto vety vidiet, e pre priestor miery (X, M, u,) plati len tato
veta: Neck (X, M, u) je dplny o-priestor miery indukovany a-priestorom
(X, F, 1) D-integrilu, vtedy (X, F, I) je uplny.
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4.1.5. Nech (X, F, 1) je o-priestor D-integrdlu, potom uF(d) = inf {I(f)
TEF. X, <f pre ACX je vonkajsou mierou na systéme vietkych podmno#in,
mnoZiny X. Ak je U (A4) < oo, lahko sa zisti, Ze existuje taks funkeia fEF,
ieje X, <fa #3(4) = I(f). Pre uf-meratelné mnoziny plati tito vetq:

Nech (X, F, I) je uplny o-priestor D-integrdlu, potom 4 c X je u¥-meratelnd
mnoting vtedy a len vtedy, ked je A € .

Doékaz. Nech je 4eM 5 BCX. Ak je U3 (B) = oo, tak plati u¥(B) =
=ui(Bn A4) + twﬁ.w — A). Ak je u¥(B) < oo, vtedy existuje f € F také,
Z¢ je Xy < f a u¥(B) — I(f). Funkcie Paaf—fr, stz F a plati pre ne:
“ona = fyaky < f— 4. Ztoho vyplyva, ze platiuf(Bn 4) +ui(B—4) <
S ) + I(f — jx,) = 1(f) = p¥(B). Teda je 4 u3-meratelns mnozina,

Nech je 4 u¥-meratelns mnozina a nech B je taks podmnozina mnoZiny X,
Ze je uF(B) < oco. Potom existuji také tri neziporné funkeie [ g bhzF, se
plati: 2, =/ %504 =9.%5 4 = hal(f)y = #3(B) = #:(Bn 4) +pi(B — 4)=
a9+ Lh). Z toho vyplyva, e je T(g + &) = I(f) < I (max (g, 1)) < Ilg +
+ 4), &ize je I(g + k) = I (max (g, k) a I (min (g, k) = 0.

Nech je f= o, / € F. Nech pre k = 0, 1,2,3, ... an= 0,1,2,3, ... je
AP ””&..WWM\G& A\«'wﬁp
£ I(2*f) < oo. Teda podla predchddzajiceho odseku existuja také dve
postupnosti .@ILMLV a ANL“@»O funkeii z F, e bPre n =0, 1, 2, 3, ... plati

oM nAd<yg,, e APy — 4 Shy 3 (( mh&:é“:@ig G APy —4) =
k=1 ¥ k k=1 =1

w. Potom pre n = 0, 1, 2, 3, ... jeud( O APy <
k=1

o
u
=1

= I(k,) a I (min (g,, %)) = 0. Nech pre k =1, 2,3, ... an=0,1,23 .. .

st g a A" také funkcie z F, je plati: 2 m S, Xm_, < B

© 4% a 4 -4 k
(AP A 4) = I(gt), pf(dy — 4) = I(hi¥). Kladme pre n — 0,1,2,3,.. .,
W o 2 N
k=1,23, ... T”.EE @Ma.ﬂ.\w 9u) & A = min (B, 5 b P Zrej-
mepren =0,1,2,3, ... ak=1023 ... Plati X m  , < g, X ym_ g < BY),
HE(A N 4) = I(gm), mE(AP — 4) = L) a I (min (g, KP) = 0 pre
t=1,2,3 ... g j=1,2 3, Pre n = o, 1, 2,38, ... postupnosti
5y % o 1 k
P} & P2, Kde jo gfY = max ?J g i a ¥’ = max
1 k , .
Armﬂ M, L. o ﬁsv » 80 neklesajtice postupnosti funkeii z F, pre ktoré
plati I(pf") < I(f) a Iy < I(f) pre & — 1, 2,3, .... Teda funkeie
9»= lim ¢{ a kb, = lim W opren=101,23 .. . sz F a plati pre ne
k>0 koo

0<g,<f a 0=h, <t Hua@@”fm“w,.... an=0,123, ... plati min
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~n wn . . .

5 ? s . .

(% o)< 2 5 min Alw,_ o, 5 %v, a teda je aj I (min (¢f?), yi)) — o.
t=1 j=

Z toho vyplyva, ze plati I (min (g,, &,)) = lim I (min (7, ¥§™)) = 0 pre

k—o
7n=201,23 ... Dalej plati I(g,) + I(k,) = I (max (g,, h,)) + I (min (9n>
k) < 1(f) pre n — 0,1,2,3,...; &ize je aj lim inf I{g,) < I{f) — lim sup

n—>o0

‘ :\.vS
NSL.@::WSQKEE», .S.m:Em:w@:mmN@mEmi pre ne I (lim infg,) < lim

FWNG*.V.MNAbI:E %%NSLMNS!NEE sup k,) = I (f — lim sup h,).
7t=—>c0 o0 N—>c0

Zo vzfahu lim inf 9u = X4 = f — lim sup &, dostdvame nerovnost I (lim inf
n—w o0 >0

9.) = I(f —lim sup h,). Teda plati aj I (lim inf 9a) = 1(f — lim sup 4,). Z ne-

> a0 = -
rovnosti 0 < lim inf g, — fX4<lim inf g, + lim sup k, — f a zrovnosti I (lim
n—roo n—w n—w n—>w0
inf g, + lim sup &, — /) = 0 vyplyva, ¥e funkeia lim inf 9. — X4 je z F. Teda
R—p 0. n->0
je aj fX, € F. Z tohto uz zrejme vidief, %e mno¥ina 4 je z M. ‘

Z tejto vety a z tvrdenia (15) z [14] vyplyva, %e kazd4 mnosina meratelng
v zmysle (a) a (b) uvddzanom u Hildebrandta je z M. Dalej z tejto vety
vyplyva, %e mnozina je meratelnd v zmysle (¢) uvddzanom u Hildebrandta,
vtedy a len vtedy, ked je z M. Pravda, vietky tu uvddzané vyroky st spravne
jedine pre tGplné o-priestory D-integralu. .

Ak (X, F, 1) je priestor D-integrdlu, tak funkcia tax(A) = sup {I(f) : f€F,
0f<X} pre ACX je vndtornou mierou definovanou na systéme vietkyjch
podmnoZin mnoiny X. Na priklade z 4.1.4 mozno zistit, Ze ux nemusi byt
vnatornou mierou indukovanou mierou K2 @ p3 nemusi byt vonkaj$ou mierou
indukovanou mierou #1- O rovnosti priestorov (XM, 1) a (X, M, u,) v pri-
pade, Ze (X, F, I) je plny o-priestor D-integralu, plati tito veta:

Nech (X, F, 1) je iplng o-priestor D-integrdlu, potom (X, M, 1) — (X, M, u,)
vtedy a len viedy, ked pre kaidé A € M, u(4) < o je X, €F.

Dékaz. Nech pre kazdé 4 €M, 1(4) < oo je X,€F. Nech je BeM.
Potom je bud u,(B) = oo, alebo u)(B) < co. V prvom pripade je aj uy(B) = oo,
a teda u(B) = yy(B). V druhom pripade je u,(B) = I(%p) = py(B). Teda
(X, M, ) = (X, M, Ha)-

Nech (X, M, ;) = (X, M, #e) anech je A € M a u,(4) < oo. Potom existuja
funkcie fa g z F, e je 0< f< Yisgamd)=1I(f) a uyd) = I(g). Dalej
je0=%,—f=yg —fallg—f) = 0;z éoho vyplyva, ze je X, — f € F. Teda
jeaj X, er.

. V tejto vete nemozeme podmienku 4 € M, u,(4) < co= ¥ 4 € F nahradit pod-
mienkou 4 € M, u(A) < co=2,€F. D4 sa to zistif na nasledujiacom priklade:

Nech {a,}2, je nejakd prostd postupnost a X, nech je nejaks neprazdna,
mnozina, ktors nao_ommrﬁ.m ziadny ¢&len tej Postupnosti. Nech X je siidet mno-
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Ziny X, a mnoZiny, ktord je mno#ina &lenov te] postupnosti. Nech F je mno¥ina
vietkych tych funkeif definovanych na X, ktoré si viade rovné nule okrem

kone&ného poétu dlenov tej postupnosti. Nech jel(fy= 2 w[w Ka,) pre fe F.
n=1

Potom (X, 7, 1 ) Je priestor D-integralu. Lahko sa Zisti, Ze pre najmensie Gplné

o-rozdirenie priestoru (X, F, I) D-integralu plati 4 € M, uy(A) < 0o = ¥ 4€F,

kde (X, M, M) a (X, M, u,) st priestory miery indukované tym najmensim

uplnym e¢-rozsirenim. Pritom (X, M, y,) + (X, M, u,), pretoze je w(X) =

= 1% py(X) = oo.

41.6. Kedie uf je vonkajiia miera na o-algebre vsetkych podmnogin mno-
Ziny X, méZeme sa zaoberat otdzkou, aki vlastnost musi maf okruh mno#in,
aby této funkeia brats na tiom bola mierou. Vietky takéto okruhy majg
istd vlastnost vzhladom na ten priestor D-integrdlu. Zg tym udelom zavedme
pojem [ -oddelitelnych mnogin : Nech (X, F,I) je o-priestor D-integralu.
Potom &&:mwezmw mnoiiny 4 a B nazyvame [ -oddelitelnymi, ak bud
Zup =f=f€F, alebo existuji také dve funkcie fagzF, je je X, <,
< g a I (min (f, g)) — 0,

Nech (X, F, I ) je o-priestor D-integralu. Nech R je okruh podmmno#in mno-
Ziny X. Potom nutnd o postatujica podmienka pre to, aby uf na R bola miera,
je, aby kasdé dye disjunktné mnoZiny z R boli I -oddelitelngms.

Dékaz. Nech #3 je na R mierou a nech 4 a B st dve disjunktné mnoziny
z R. Ak je u¥(4 y B) = oo, potom pre kazda funkeiu /s viastnostou 2, < f
je fEF. Ak je #3(A U B) < oo, existuji zrejme také dve funkeie g akh
zF, fejeX,<g X,<h a #z(A) = I(g), u¥(B) = I(h). Dalej musi platit
0= ] (min (g, ) = T(g + ) — T (max (g, h) =t (4) 1 2(B) — I (man @.h) =<
= pi(4) + u¥(B) — #3(4 U B) = 0. Teda je I (min (g, b)) = 0 3 mnoziny 4
a B sa I-oddelitelnd,

Nech R je taky okruh podmnozin mnoziny X, ktorého kazdé dve disjunktné
mnoZziny st I-oddelitelnd, Lahko vidiet, %e pre dokaz tvrdenia, Ze u¥ je na R
miera, stadi dokazat toto: ak {4,} 21 je postupnost navzijom disjunktnych

mnoZin z R, pre ktoré je U A4, z R, tak plati u¥( O 4,)= > U (4,).
n=1 n=1 n=1
Ak je u¥( § 4,) = oo, vtedy t4 nerovnost zrejme plati. Nech je teda
n=1 -

13 Cﬂmav < oo, Mnoziny U 4; a A,,, 50 I-oddelitelns, a preto musia existovad
n= i=1

také dve funkcie f a g z F, 5o jeXs ,<fax, aS9IN=p}( G 4,),1g) =
i=1 " i=1

"0 4 =I(h).

i=1

= #(4y11) a1 (min (£, g)) = 0. Nech je h € F, > G e
i=1""
ni1

Potom Plati: u¥( Y 4,)=1I(h) = I (max (min (f,4), min (g, ))) = I'(min (f, &)+

i=1
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+ I (min (g, 4)) — I (min (min (f, ), min (g, 5)) = u( & 4) + u (A, .,). Proto

=1

pre kazdé prirodzené islo » plati: > pEA) < pX (O 4;). Z toho vyplyva, e je
_ =1 i=1

M0 A) 2 w0 4) 2 5wl A) pron = 1,2, 3, ... a toda aj u(
i=1 i=1

(o]
G4,z
=1 =]

n

8 =

ww Hi(4,).

4.2.1. Nech (X, F, I ) je priestor D-integralu indukovany priestorom miery
(X, R, ). Potom priestor D-integrilu indukovany priestorom miery (X, M, u,),
resp. priestor D-integralu indukovany priestorom miery (X, M, 1), je roz-
Sirenfm (X, F, I). Toto vyplyva z tej skutodnosti, se pre kazdé 4 € R, pre
ktoré plati u(4) < oo, je A€M a py(A4) = p(4) = w(d) = I(X,). To roz-
Sirenie nemusi byt rovné (X, F, I), t.j. mése byt efektivne vadsie, ako sa
to Tahko d4 ukizat na priklade (X, F, I) z 4.1.5. Ak priestor (X, F, I)
D-integrélu je indukovany ¢-priestorom miery (X, R, u), tak sa priestor D-inte-
griluindukovany (X, M, 11,) zhodujes (X, F, T )- Toto neplati pre (X, M, M) Ak
totiZ vyjdeme z najmensieho iplného ¢-rozdirenia z prikladu z 4.1.5, mézeme
Tahko ukézat, 7e priestor D-integrilu indukovany (X, M, #) je skutodnym
rozifrenim toho najmengicho uplného o-roziirenia.

4.2.2. Nech (X,F,I ) je o-priestor D-integrdlu, pre ktorg plati: fe€F =
= min (f, 1)€F. Nech je ACX g X €F, potom je A €M.

Dékaz. Nech (%, ..., u,) je lubovolns spojitd nezdporns koneéns funkeia
definovans na n-rozmernom euklidovskom priestore a nech e g0, ...,0)=o0.
Potom je znime ((11, str. 178), ze existuje takd neklesajiica postupnost
{oe(uy, - w3, nezdpornych funkeii konvergujica viade k funkeii
o(uy, ..., u,), pri ktorej kazda funkeia, Pe(¥, - . ., u,) patri do najmensieho
vektorového svizu H funkeif s vlastnostami:

a) funkeie w,, ..., %, s z H;

b) pre ka¥dd funkeiu « z H Jeajmin (%, 1) z H. Je zrejmé, ze pre Iubovolng
funkcie f), ...,f, z F e aj glfy, ....f.) z F, a ak hs oo fa & funkcia
@(uy, ..., u,) st také, se existuje & € F, pre ktoré plati ¢(fy, ..., f) <R, je
aj plh, ..., f,) € F.

Nech je ACX, X, eF 4 {20, feF. Potom volme funkciu o(uy, u,) =
= |u, . u,|. Plati | 4] = <} Z toho vyplyva, e fX, je z F. Lahko sa
uz dokize, Ze je 4 € M.

4.2.3. Nech (X, F, 1 ) je o-priestor D-integrdlu. Potom kasdd funkcia f€ F
je (X, M)-meratelnd viedy a len viedy, ked plati: fEF=>min(f 1)e F1

Dékaz. Nech plati: f€ F = min (f, 1) € F a nech jeg€F, g=0. Nech je
>0 a A= {z:g(z) > a}. Potom Postupnost {g,},2,, kde je gn="n

1Ak (X, F, N ) je Gplny o-priestor D-integrélu, je.to tvrdenie v (17) z [14].
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.FEHBPUA 3 Q ..—. IEMNH IQI 1 re =1 2.3 : s
: ant 1) % @2° pren =1,2,3, ..., jeneklesajica

postupnost funkeif z F, konverguje k ¥, a 9. = NE@ n=1 23 Z toho
; a . ERt B IR IR S

vyplyva, fe u.mu %4 €F.Podlad4.2.2.je 4 € M. Dalej je zrejmé, ze aj {z : g(x) > 0}
jezM. Teda je g (X, M)-meratelns. Z toho ihned vyplyva (X, M)-meratelnost
Iubovolnej funkeie z F'.

Druhs, dast vety vyplyva z 4.1.3 a z rovnosti min (F)=(F—fm)+ 2y,
kde je fe F a 4 — {z:f(z)=1}.

. ﬁm.h. Nech (X, F, I) je o-priestor D-integralu. Potom (X, F, Nv, %&& k ne-
jakému priestoru miery viedy a len viedy, ked pres; plati: [€F = min (f, 1) e F.
V tomio pripade (X, F, 1) patri aj k (X, M, ).

Dékaz. Je znime, se ked (X, F, I) patri k priestoru miery, tak prefi plati:
/€ F = min (f, 1) € F. Na ziklade tohto je zrejmé, %e pre dokaz hale] vety
stadi dokédzat, ze kazdy o-priestor (X, F, I) D-integralu spliiujdei womEmmdwzn
J€F = min (f, 1) € F, patri k (X, M, 4,). Toto dokizeme takto:

Nech je 4 €M a Ho(A) << 00. Potom existuje g € F také, ze je X, <g
a u(A4) = I(g). Z rovnosti X4 = min (g%, 1) vyplyva, 7e je X, € F 3 Ho(A) =
= I(%,). Z tohto ihned vyplyva, Ze kazds, jednoduchs (X, M, Hg)-integrova,-
telnd funkeia na X, t. j. funkeia Y P NS eky, kdeg,, ..., ¢, sU redlne
Cislaa A;, ..., 4, €M, Ha(4y) << oo, .. s o(d,) < oo, jen F a plati I(c,X ,, +
+ ootk HN\. (g + ...+ Ce% 4,) Aty Z toho, e (X, F, I) je o-priestor

D-integrilu a %e kazda nezdpornd, (X, M, Hs)-integrovatelnd funkeia na X je
limitou nejakej neklesajice;j postupnosti nezdpornych jednoduchych (X, M,
Hz)-integrovateInych funkeif na X, lahko sa odvodi, #e kazds4 (X, M, p,)-inte-
grovatelns funkecia ¢ na X je z F a plati pre fiu: I (g9) = \ g du,.

x

ﬁZ@or je \.mm. a f= 0. Nech {0} 2y je takd prostéd postupnost realnych
¢isel, ktord je hustd v <0, 00), o; =0 3 % >0pre n =234 ... Nech
0=al <o < ... < od je prvych n glenov tej postupnosti usporiadanych
podla velkosti. Nech pre n — ,2,3,...ak=123 ... je AP = {z: 4™ <

= f(%) < %%,}, pridom nech jeox™, = co.Podla 4.2.3 je AL € M pre kazdé kan,
. . H . n
a teda jeaj X 4m € F pre kazdé k a n. Postupnost {£,},2,, kde je fu= 2> 4K 4(ny
k=1 &

Pren=1,2,3,...,je neklesajtca Ppostupnost jednoduchych (X, M, u,)-inte-

grovatelnych funkeii na X konvergujtica k funkeii f. Postupnosti {/ fodug} 2,
x

a {I(f,)} .2, st totosnd a ohranidené. Z toho vyplyva, %e f je (X, M, u,)-inte-

grovatelnd na X a plati: I Hh = W\ fdps. Tym je veta dokézani,

Na najmengom Gplnom ¢-roz$ireni priestoru (X, F, I) D-integrélu z prikladu
4.1.5 sa lahko zisti, %e vo vete nemézeme (X, M, u,) nahradit (X, M, u).
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Poznamenajme nakoniec, %e velmi ddleZitym problémom je tu nasledujuci
problém: Ci existuje k Iibovolnému priestoru (X, F, I) D-integrilu taky
o-priestor D-integrilu, ktory patri k nejakému priestoru miery a ktory je
rozifrenim (X, F, I). Na tento problém mysli aj H. Stone v [14] na koneci
dlanku. .

4.3. V pripade, 7e pre Gplny o-priestor D-integrélu plati f€F = min (f, 1) €F,
je znéme, Ze plati aj f¥, € F pre kazdé f€F a A meratelnti mnozinu ; Go
umoziiuje definovat neurdity integrdl. V Ziadnom z pripadov zo znimych
meratelnosti podla (a), (b) a (c) u Hildebrandta nie je zndme, &i aj v pripade.
neplatnosti podmienky: f € F = min (f, 1) € F je fX, € F pre kasda f€EF a 4
meratelnd mno%inu. Na ziklade pozndmky v 4.1.5 je zrejmé z definicie M,
Ze aj v tomto pripade to plati. Teda pre kaida f € F moteme definovat ne-
uréity D-integral I,(f), kde je 4 € M, na X takto: I(f) = I({x,). Ako sa d4
lahko zistit, je I,(f) o-aditivnou funkeiou a absolitne spojitou vzhladom
na . I,(f) nemusi byt absolttne spojitou funkeiou vzhladom na, #1, 6o sa
d4 zistit na priklade z 4.1.4.
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3AMETKHU K TEOPUUN MEPEI W MHTETPAJIA
JAQUCJHAB MU I HEK
Breisogn

(X,R, 1) MBI Ha3BIBACA IpOCTPAHCTRBOM AQ.@oSvm:oamozv Mepbt, ecid R—konbyo {0-KoaB10)
TIONMHOMKECTB MHOMecTBA X M # Mepa na R. (X, F,I) sst wassimaen npocTpancTsom D-uy-
Terpana, eciu F pextopras CTPYRTYpa BelleCTBEHHEIX bynrHiz, onpenenennnx Ha X, u
I-BemecTBenAR OHOPONHBI, ATMTHBHLI, HEOTPHIATENHL u B O MOHOTOHHBIH cBepxy
HenpepuBHLE QyHKIHOHAN Ha F.

O-NIPOCTPAHCTROM D-nrrerpana wmur Ha3bIBaeM TaKoe pocrpancTeo D-urrerpasa (X, F, D,
koTopoe uMeer caexywmee cpoticTo npenen Kamaoi raxkoir HeyObBatomedt nociIenoBaTeNs-
HOCTH {f,}21 Qymrnuit wua F, nna Kotopoit {I(f,)}*., OTPaHNYeHHBIH, NpAHaIeKuT F,
Hpocrpanctao D-zurerpana (X,F,I) nassipaerca NOJIHLIM, eCJTH UMeeT MeCTO: JeF|g| < [l
Ilf)=0=gerF. : )

(X, R, 1) HassBaercs paciiupennem (xy, R, u,), ecin X, =X,, R, CR, u(d) = p,(A)
Ian A €R,. (X,, Fy, I,) Hassipaercs pacurupennem (X,, F, I)), ecin X, =X, F, CF,
HI(f) = I(f) ann f € F,.

1

ITepsoe sarevanme kacaercs MeTona pucca ([10], {11]) o PACHIHpCHUM npocTpaHeTBa D-ii-
Terpasia (X, Fy, I,) na MHAHHMATbHOE HO/IHOe o-pacudpenue (X, F, 1), 1. ¢, (X, F, I) apnsaercs
TOMHBIM 1IPOCTPAHCTROM D-nnrerpana, KOTODKIiL ABMfIeTcs pacurupenyem (X, Fy, I) u pac-
IMpeHAeM KOTOPOro ABAmercs BCAkoe momuce g¢-mpocrpaHcTrO D-unrerpaia, KOTOpbiii
ABTACTCA pacuiupernem (X, Fy, 1,). B metone pucca ([11], erp. 132—134) nonnre MuOMKeCTRA
MEDEL HyJIb BO3IMOMKHO MCKIIOYHTE Caenyloman o6pazom: nycrs C; MHOECTBO Beex yHk-
oEE f, noaa HOTOPRIX cymectayer HeyGnlBaonas 10CIeioBaTeThHOCTS {fa}i-1 QynROUE U3

F,, rae {, sznouﬂo%mmzamm!&, H TaKKX, 4To f(x) = lim fal®) nas Besroro z €X, naa
H—>a0

. i ’ ¥
HOTOpOro cymectByer lim f,(x). Muosmectno Beex Pazpenos gynrumin #a C; o6osnagmy F.,

n—w
Dyrruuio I, Boamormxng ORHO3HAYHO paci#puTs Ha I Tak, 4ro (X, F, I) ects NPOCTPaHCTRO
D-unrerpana. (X, F, I) anserca srimy MUHAMATOHAM HOJTHIIM o-paciumpenuem (X, Fy, I,)

2

- . :

Hycts (X, R, u) TpOCTPancTBo Mepsi. Myern Fy muomecro Beex Oynrnuii f = M % Xg,,
- iS

rhe oy, ..., o, qncHa, Rmp .. ;»\m\. memmaovﬁﬂﬁeozso e%mznsmzmoicoqw mf..:m&ﬁ »,

= n n
AAA KoTOpHIX u(E,) < oo, .. S u(Ey) < oo. Hycre I(f) = N.. o u (B, g f = MSNSm@e.
i=1 i=1
(X, Fy, 1) ectn NpOCTpaHCTBO D-unrerpaga, TI0pOsKReHoe MPOCTPaHCTBOM Mepsr (X, R, u).
Hycte (X, Fy, I,) HPOCTPaHCTBO D-uuTerpasa. Hycrs M 1axan BEKTOPHAA ¢TPyKTYpa
PyHKUMHE, onpenenenLx ma X, KOTOpas ABAsercs MUHMMANLHOM cHeTeMoil Bapa Hag F.
HOycre F+ muomectso neex TeX HeOTpHUATeNbHHIX (yHxumi uz M » A KOTOPHIX
sup {I,(f}: 0 < F=<t fe F} < oo, Mm oupexenum Ha F+ dywsumio I+ CIeNYIOm UM
obpazom: s f € F+ ecth I+(f) = sup LLH:0 < = f, fe F}. Hycrs F MHOMECTBO
BCeX Takux yHruuii f, yro f+ = max (f, 0) e i+ Hf~ = —min (, 0) € F+, nonoskmy I(f) =
= I+(f+) — I+ (), ecan f 2 F, UaBecruo [12], aro (X, F, I) apnserca MIHMMAJIEHBIM G-pac-
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penuen (X, Fy, L), ecnu (X, F,, I,) — npocrpancrso D-unrerpana, nopomgenoe kaium
Hubyjb o-npoctpancToM Mepsl (X, R, u), rie X €R.

Ipumep ro BTOPO# 3aMeTke nokassiBaet, 9T0 (X, F, I) He qomsken Gbith BCEI' A MEHHAMAJLE-
HBIM G-pacumpenrem (X, Fy, I,). Ho(X, F,I ) ABJsIEeTCH ' MUHEMATIEHEIM 0-DAcIUAPeRMeM, eciiu

{X, F, I,) umeer crenyomnee CBORCTBO: nycmeo n>0,f=0,fe Fyou {1,381 maras nocae-
o0

Bosamenvrocme Heompuyamenvror Gyrryuii us M, dan KOmopoii N. fn £ f. Homom cyyec-
n=1
meyem makaa nocaedogamenviocms {fr}rie0 Heompuyamesvrbiz Pyrneyuii us Fy, wmo fo £
K @

daa n = u.w~w~..leem.xlM\:NMN&N&VN—QJI&.
n=1

nw=0
Ha mpmmepe noxasamo TOE, 4TO CYMECTBYeT npoCTpaHcTRO D-nnrerpana, KOTOpoc

HMeeT CBORCTBO _.—@ONEOO._.quOEEHO m@wW;m H He eCTh NOPOKIEHOE QF:%OOH@NEO.—.NOS MepbI.

3

Iyere (X, R, u) — TPOCTPAHCTEO Mepht i mycrh(X, Fy, I,) — npocTpancTBo D-unrerpana, no-
Popenoe npocrpancTrom MepH (X, R, u). Mur rosopuM, aro (X, F, I) npraapiesxut i (X, R, u)»
ecmn (X, F, I) — munamansnoe G-paclipeHde MM MRHUMAJILHOE DOJIHOe o-paciumpenne (X,
Fy, 1,). B aroit aamerxe AORA3AHO ciefylollee yTBepHTeHe:

Tycms das 1= 1,2 (X5 Fiy 1) noawnoe npocmparcmeo D-unmezpaaa, Komopoe npuwnad-
AeHum o-npocmparcmey mepw (X, R;, #i). Homom (X, Fy, 1)) = (X3, Fy, 1) mozda u mosvro
moada, ecau dar ecarceo A ERui(4d) < co(i =1, 2,) cywecmeyiom maxoe B, B, € R;
G=1,274 #4), wno B, CcAc Bympi(B) = pi(d) = 1i(B,).

Memxpy Bcemu HPOCTPAHCTBAMY MEDH, KOTOPEHIM TPUBA[UICHHUT MOHO® G-IPOCTPAHCTRO
U-:m.amgm:m (X,F,I), CymecTByeT Makcumanbioe (X, R, /) B 3TOM CMEICIIE, 9TO OHO aBAeTcA
bacuivMpeHuem BesKOro npocrpancTsa MepLL, KoTopomy npmnapnexut (X, F, I). Hna R umeer

MecTo: R= {4 : 4 C X, JE€EF = fXx e F}.
4

Ecau (X,F,I)—noanoe g-fipocTparcTBo D-murerpana, norom Moo STOMYy NPOCTPAHCTRY
pasmransiM obpasom ([3], [7], [8], [11], [14]) orHecTn HpoCTPaHCTBO Mepwt (X, R, u) Tak, uto
uMeeT mecro: ecim (X, F, I) TPUHAIIIEHKAT KAKOMY-HEGY b [IPOCTPAHCTBY MEpPHI, HpUHARAC-
FHUT OHO TOMe npocTpaucTsy mepst (X, R, u). B 9eTBEPTON 3aMeTKe OnMcam Apyroi cnocob
BTOTO COOTBETCTBHA & TO U B TOM Iy 9ae, Korja (X, F, I)ne asnserca HOJIHBIM G-HPOCTPAHCTBOM

-HHTerpaza.
Hoxrasano: nyems (X, F, I) — npocmparcmeo D-unmezpana. IIyems R = {4 : 4 cX,

JEF=>fX € F} u nycmy py u py Pynkyuu onpedenernvie na R caedyowmum  06pazom:
Lo O

#a () = op (T():0S ] Sarf €Fym ifd) = i { S Tn) : 74 S S huo fo = 0, fy €
n=1 n=1

Qan n=1,2,3,... v dan A €R. ITomon (X, R, 1) m (X, R, ) neasiomen npocmparcmeasu
#epo. Benn (X, F, I) ——o-npoctpancreo D-unrerpana (X, R, M) B (X, R, u3) TOMe ABNSIOTCH
C-IIPOCTPAHCTBAME Mephl. [lajiblre HMeeT MecTo: (X, F, I) aBnsercs nommsim O-DpOCTpaH-
crBoM D-materpana torga m rosbko TOrfa, Korpa (X, R, u,) aABdAercA moiHbIM g-npo-
CTPAHCTBOM Mepsi. B srom YTBEPeHHH HEBOBMOKHO 3aMeHUTE (X, R, up) ¢ (X, R, uy).
Jast Toro, ato 6m mmemo Mecto (X, R, 1) = (X, R, ), BeoBXOTEMO M focTaTouHO: 4 €R,
#(4) < oo = X4 €F, eccnn (X, F, I) — nomaoe 0-MPOCTPaHcTBO D-maTerpamna.

Ecmn (X, P, I ) ABAAETCH o-npocTpancTBOM D-muTerpama, momuo ma ACcX onpepe-
AUTH: u¥(A) = inf {I(f) : XaZ [ FE€EF) o p14(A) = sup {I{f): 0 < f < g4, f € F}. DyHrun
#¥ — BHemHAA Mepa Ha cHeTeMe BCeX NOAMHOKECTB MHOMXeCTRA X H #13"BHYTDCHHAA Mepa Ha
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CHCTeMe BeeX moaMIoKecTR MHOeCTBA X Mencry HF-u3MepuAbIMy MHOMeCTBAME | Mexzy R
IMeeT MecTo cooTHOmen e : yems (X, P, I) — nognoe g-npocmpancmeo - unmezpaaa. omou
MHoxmcecmeo A sganemesn tw-:&.&ﬁ:&?& mozda u moawio moezda, kozda 4 € R,

Ecau (X, F, I ) mpocrpascrao U-:Em%mam. [OpoiKAeHoe npocrpancTBOM MepKI, 1oToar
npocTpancreo Uusmamﬁvmsm. TIoOpoKReHoe npocrpancreon MEDH (X, R, u,), wru IPOCTPaHCTBO
U-:maoiumam, NopoKAeHOe IPOCTPAHCTBOM Meput (X, R, 41,), ABJIARTCH Pacmupennem (X, F.I).
Ecmx,p 1 ) —o-npocrpamucrao uu-_::@nvusﬁ HOpoenoe HekoTo PhIn HPOCTPaHCTROM MephI,
norom (X, F, I) apasercy TOMKIECTBEHHbBIM ¢ TPOCTpaHCTROM U&mqm%m.ﬁm. TIO PO EHEIM
NpocrpancTBoM Meper (X, R, u,).

Harepecurr emg Cllefy e reopenmit IeTBepTOil 3aMerku, KOTOpHe ABAANTCSH amaio-
THAMU HEROTODEIX TeopeM T. Croma ua [14]:

Tyems (X, F.I) —O0-npocmparcmeo U-:E:@ﬁaas. 94z romopozo waeem Mecmo: fE€F =
= min (f, L)€ 7. Iycms \wﬂkﬂxmm@. nomom A € R, :

yems (X, P, T ) — o-npacmpancmeo D-unmespasa. 11 omost eearan Pynryus f € F Agasemcs
(X, R) — Hamepumoti mozda u moppro mozda, k0z2da umeem Mecmo: f € F = min (f, 1)er.

Tycems (X, F, I) —0-npocmparcmeo D-unmeepaaq. Homos (X, F, I) npunadaercum HeKomo-
Povy npocmparncmey MEPY Mozda u moasrg mozda, ro2da umeem Mecmo: f € F = min (f,1yer.
B smou cayvae (X, F, I) npunadaexcum moxce x (X, R, u,). .

B nocaegnoir Teopese HeBO3MOMKHO 3ameHuTH (X, R, H3) ¢ (X, R, Hy).

Onwucansiit cnocos COOTBeTCTBAR Mexqry TTPOCTPaHCTBOM Mepi (X, R,u,) IPOCTPaHCcTBOM
U-mim%mam RACT BO3SMOKHOCTE onpeneauTh HeonpeneIeHnblji HETerpan I,(f) pia 4 € R
HfeER caenyonum obpazonr: I alf) = I(x A4)- dtor HeonpeAcaeHHLIT MHTerpasa abcomoThg
HENPePHBHBIE 0THOCHTEeNbHO H2, HO OH He Joitmen Guirh afcomoruo HenpepHIBHLIH OTHOCH-
TEIBHO ;.

EINIGE wmwaNdZQMZ ZUR MASS-
UND HZHHQW>HHMMOWHM

LADISLAV MISIK
szmggmbmmmmzsm

(X, R, ) nennen wir den Raum (0-Raum) des MaBes, wenn R ein Ring (o-Ring) der
d:nmismbm@: der Menge X ist und wenn u ein Maf am X jgg, (X, F, I) nennen wir den
Raum deg U.Hbemmwm_m. wenn F ein Vektorverband der reellen Funktionen ist, die auf
der Menge X definiert sind, und I eine reelle homogene additive, nichtnegative und in ¢
monoton von oben stetige Funktionale ist, die auf dem <m_§o~.m=<mlvmbm F definiert ist,
Der Raum des D-Integrals (X, F, I), fur welchen gilt: der Grenzwert Jeder solcher nicht.-
fallender Folge {( fa)in2 der Funktionen aus F, fiir welche ()™ beschrinkt, ist, gehort
zu F, nennt man o-Raum Qmm.AU.HunmmBE. Der Raum des D-Integrals (X, F, I) ist voll-
stindig, wenn fer, lg] =[fl, I f)) = O=>gepr gilt,

(Xy, Ry, 1) ist eine Erweiterung von (X1, Ry, 1y), wenn X, = X, R, CR, und
Ma(A) = py(4) fir 4 € R, ist. (X,, F,, 1,) ist eine Erweiterung von (X1, Fy, I), wenn
X, = X, F, C F, und 1,(f) = L(j) fur feFr, ist.

1

Die erste WmSmlwgm bezieht sich guf die von F. Riesz stammenden Methoden ([10],
[11]) der Mgmmnoqcbm des Raumes des D-Integrals (X, Fy, I,) auf die minimale voll-
sténdige Q.Mgm#@n:bm (X, F, I), das heiBt, (X, P, I) ist ein vollstdndiger o-Raum des
D-Integrals, welcher eine mgmmamgsm von (X, Fy, I) ist und dessen H;\m?mém ein jeder
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vollsténdiger 6-Raum des D-Integrals, ist, welcher die Erweiterung von (X, F,, Iy bedeutet.

In der Methode von F. Riesz ([ 11], Seite 132 134) kénnen wir den Begriff der Nuli-
mengen folgend eliminieren: Sei C; die Menge aller Funktionen /, fiir welche eine nicht-
fallende Folge {(fa)}a2, der Funktionen aus £, existiert, wobei olfu)}n2e begrenzt ist, so

daB f(z) = lim fa(2) fiir jedes z € X, fir welches Lim f,(2) existiert. Die Menge aller
= Hr00
Differenzen Q%, Funktionen aug C1 bezeichnen wir als F. Die Funktion Iy ist. méglich

eindeutig so auf I zy erweitern, daB (X, F, [ ) die kleinste vollstéindige o-Erweiterung
von (X, Fy, I,) ist.
M n

Sei (X, R, #) ein Raum deg MaBes. Sei F, die Menge aller Funktionen f= rM, Xy,
i=1
wobei «,, .., &, Zahlen sind, Nm.i e X £, charakteristische Funktionen der Mengen
B, ...,E, aus R mit den Eigenschaften MEy) < oo, ..., #(Er) < oo sind. Sei Iy(f) =
# 5

i R
= M ip(By) fiie f = M o X £, €F. (X, Fy, 1) ist der Raum des D-Integrals induziert

=1 i
&zwar den Raum deg .Ewmmm (X, R, ).

(X, P\, I) sei der Raum des D-Integrals. M sej so ein Vektorverband der Funktionen
die auf X definiert sind, welcher das kleinste Bairesystem @ber £y ist.

't gei die Menge aller jener nichtnegativen Funktionen f ays M, fir welche gilt:
sup {[,(f}: 0 =f=y fe P} < oo. Definieren wir auf F+ die Funktion I+ folgend:
fir € F+ ist I+(f) — sup (I,(f) : 0<F<f Fe F3} . F sei die Menge aller solcher Funktio.-
nen, dafB} f+ = max (£, 0) € F+ ynd f- = —min (f, 0) € F+,

Setzen wir I(f) = I+(f+) — I+(f~), wenn f € F ist, Es ist bekannt ((121), dag (X, F, I)
die kleinste o-Brweiterung von (X, Fy, 1) ist, wenn (X, Fy, I,) der Raum des D-Integrals,
wnduziert durch, einen - Raum des Mafes (X, R, 1) ist, wobei X € R ist.

Das Beispiel in der zweiten uwasg.w:bm zeigt, daB (X, F, I) nicht immer die kleinste
Q.Hni@?@nﬂbm von (X, Fy, I,) sein muf, aber (X, F, I) ist bestimmt die kleinste ¢-Er-
weiterung von (X, F.,1,), wenn (X, Fy, I) die folgende Eigenschaft hat: Se; 7 >0

o

f= 0,fe Fy und {faln21 80 eine Folge nickinegativer Funktionen aus M > Jiir welche M fn <F

’

9ilt. Dann existiert 0 eine Folge Q,imouo nichtnegativer Funktionen aus F,, dap folgendes
[+ ¢]

©
gilt: M.a S fu fiir n = 1,23, .. ..\lo MM.I. M\S und MNuQi > Ij(f) — 7
N=1 n=0
Auf einem Beispiel wurde gezeigt, daB ein Raum des D-Integrals existiert, welcher
ie Eigenschaft des vorigen Absatzes hat und nicht durch den o-Raum des MaBes in.
duziert ist,

3

(X, R, u) sei ein Raum des Mafes und (X, Fy, I,) sei ein Raum des D-Integrals,
induziert durch den Raum deg MaBles (X, R, #). Sagen wir, da (X, F, I) zu (X, R, 1)
gehort, wenn (X, F, I) die kleinste q.mugo;mwgm oder die kleinste vollsténdige Er-
weiterung von (X » Fo, Iy) ist. In der dritten Bemerkung ist zuers; die folgende Behauptung:

Fiir ¢ =1, 2 g¢; (Xi, i, I) ein vollstindiger o-Roum des D-integrals, welcher 2u dem
o-Raum des Mapes (X;, Ri, i) gehirt. Dann ist (X1, Fy, 1) = (X5, Fy, L) dann wnd
nur dann, wenn 2y jedem A € R, #i(d) < oo (i =1, 9) B, ByeR; (=1, 2,7 + 1)
existiert, so doff B,c A4 C B, und #i(By) = pi(4) = #i(B,) ist.

Zwischen allen Réumen des MaBes, zu welchen der vollstindige o-Raum des D-Inte-
grals (X, F, [ ) gehort, existiert ein groBter (X, R #) in dem Sinne, daB er die mgo?onzam
Jedes Raumes deg MaBes bedeutet, zu welchem (X, F, I gehért. Fisr k..m:_x R= {4:4¢cx,
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Wenn (X, P, I ) ein vollsténdiger ¢-Raum des D-Integrals ist, dann ist es méglich:
verschiedenerweise (31, {71, [8], [11], [14]) einen Raum des MafBes (X, R, 1) ihm so
zuzufiigen, daf folgendes gilt: Wenn (X , B, 1) 2 irgendeinem Raum des MaBes gehort,
dann gehért es auch zu dem Raum des MaBes (X, R, p).

In der vierten Bemerkung ist eine andere Art der Definition so eines Raumes des.
MafBes beschrieben, und zwar auch in solchem Fall, wenn (X, F, I) nicht ein vollstindiger
o-Raum des D-Integrals ist.

Diese Art ist: Sei (X, F, I ein Rawum des D-Integrals. Sei R — d:AcX, feFr= XieR}
und u; und p, seien folgend auf R definierte Punktionen.: m{d) = sup (I, N:0<sf=<x As

@

fEF} und p,(d) = EQM:?VHE S ta2 0,1, €F fiirm — 1,2,3,...} fur A €r.
n=1

n=1
Dann sind (X, R, ) und (X, R, u,) die Réume des Mafes. Wenn (X, F, I) sogar ein
o-Raum des D-Integrals ist, dann sind auch (X, R, #) und (X, R, #3) o-Riume deg
MaBes. Weiter gilt: (X, F, I) ist ein vollstandiger ¢-Raum des D-Integrals dann und
nur dann, wenn (X, R, u,) ein vollstandiger ¢-Raum des Mafes ist. In dem Falle kénnen
wir nicht (X, R, #y) und (X, R, #1) ersetzen,
Eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Geltung der Qleichheit (X, R, py) =

Wenn (X, F, I ) ein o-Raum des D-Integrals ist, dann kénnen wir .:w und uy, fiir 4 ¢ X
folgend definieren: hm_n?ﬁ =inf (I(f) : %, < f/, F€F} und #ax(A) = sup (I(f) : ¢ =f=
Sty jeRy. .

Die Funktion 4¥ ist ein duBeres Mafl auf dem System aller Untermengen der Menge X

und 4 ein inneres MaB auf dem System aller Untermengen der Menge X. Zwischen den
#¥-meBbaren Mengen und zwischen R gibt es die Beziehung, welche durch folgenden Sat
ausgedriickt wird: Ses (X, F, I) ein vollstindiger o- Rawm des D-Integrals. Dann ist A eine
u¥-mefbare Menge dann und nur dann, wenn 4 € R ist.
Wenn (X, P, ) ein Raum des D-Integrals induziert durch einen Raum des MaBes.
ist, dann ist der Raum des D-Integrals induziert durch den Raum des MaGes (X, R, ),
resp. der Raum deg D-Integrals induziert durch den Raum des MaBes (X, R, i), eine
Ngmmgugm von (X, F, I).

Wenn aber (X, F, I) sogar ein o-Raum des D-Integrals, induziert durch einen Rowm,
des Mafes ©st, dann stimmt (X, F, I) mit dem Rawm des D-TI niegrals iberein, induziert
durch den Rawm des Mapes (X, R, Hs).

Interessant sind noch die Sitze der vierten Wmamuwgm. welche bestimmte Analogien
von irgend welchen Behauptungen von H. Stone aus [14] sind. Eg sind:

Sei (X, F, I )} ein o-Raum des D-Integrals, fiir welchen gilt: { € F = min (f,1)EF. Es
set ACX und XA €EF, dann ist 4 €R.

Sei (X, F, I ) €in o-Raum &@m D-Integrals. Dann ist jede Funkiion fEF(X, R)-mefbar
dann und nur dann, wenn folgendes git: f €F = min (f, 1)e p.

Sei (X, F, I) ein o-Raum des D-Integrals. Dann gehdrt er zu einem Rawm des Mafes
dann und nur dann, wenn fir ihn folgendes gils: } €F => min (4, 1) €EF. In dem Faile

Im letzten Satz koénnen wir nicht (X, R, u;) mit (X, R, 1) ersetzen.

Die hier beschricbene Art der Definition des Raumes des Mafes (X, R, uy) gibt uns.
die Moglichkeit den unbestimmten Integral I,(f) fir 4 €R und f € F folgend zu de-
finieren: I alf) = I(fx 4). Dieses unbestimmte Integral ist absolut stetig in Beziehung
auf u,, muB aber nicht absolut stetig in Beziehung auf &, sein.
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