MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS

ROCNIK VIII ¢isrLo 2

CYKLOGRAFICKE ZOBRAZENIE V ROVINE

VACLAV MEDEK, Bratislava

P. Hohenberg poukdzal vo svojom podnetnom &lénku [1] na rozliéné moi-
nosti zovieobecnenia premietacich met6éd n-rozmernych priestorov. Jedna
moZnost je zovieobecnenie cyklografického zobrazenia v rovine (pozri [2)).

1. Budeme zobrazovat body roziirenej reilnej euklidovskej roviny g na
usporiadané dvojice bodov euklidovskej priamky p (doplnenej nevlastnym
bodom) roviny g.

Zvolme dva rézne body !0, 20, ktoré lezia v rovine g, ale neprislichaju
priamke p. LubovoInému bodu 4 =£ ‘0 (i = 1, 2) roviny o priradime usporia-
dand dvojicu bodov (4, 24), kde ‘4 je prieseénik spojnice ‘04 s priamkou p.
Ak bod 4 splyva s bodom 0, priradime mu len bod 24, ktory je zéroven
prieseénikom spojnice o bodov 10, 20 s priamkou p. Podobne bodu 4, ktory
splyva s bodom 20, priradime iba bod 4. Bodom 14 budeme hovorif prvé
a bodom 24 druhé priemety bodov 4. Vidime, %e kaZdy bod roviny, s vjmimkou
bodov 10, 20 (prvého a druhého stredu premietania), ma obidva priemety.
Bod 10 ma len druhy a bod 20 len prvy priemst.

Ak zvolime body !0, 20 v nevlastnych bodoch dvoch navzijom kolmych
priamok Yo, 20 a priamlku p v jednej zo symetral uhla priamok Yo, %0, dostaneme
zobrazenie opisané v [2].

Duilne mdzeme zaviest zobrazenie priamok roviny ¢ na usporiadané dvojice
priamok prechddzajice bodom P. Nech Ziadna z rdéznych priamok %o, 2 ne-
prechidza bodom P. Nech lubovolné priamka a == ‘o pretina priamky 2o, 20
v bodoch 14, 24. Potom priamke @ priradime priamky la = P4 a 20 = P24.
Ak priamka a splyva s niektorou z priamok ‘o, pokradujeme duilne k pred-
chddzajicemu pripadu. Priamkam la, 20 budeme hovorit dudlne priemety
prianky o e priamkam o, %0 dudlne stredy premietania.

Nech bod R je prieseénik priamok op. Potom Iubovolnej usporiadanej
dvojici bodov (14, 24) priamky p, ak ani jeden z bodov 4, 24 nesplyva
8 bodom R, odpoveds jediny bod A4 taky, e body 14, ®*4 s jeho prvym adru-
hym priemetom. Skutodne, spojnice 1014, 2024 sa pretinajt v jedinom bode,
hladanom bode 4. Ak body 14, 24 splyvajd, ale st rézne od bodu R, splyva
s nimi aj bod 4. Ak body 14, 24 splyvaji s bodom R,, tak touto dvojicou sit
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charakterizované vietky body priamky o (s vynimkou bodov 10, *0). Body
10, *0 majt iba po jednom priemete, ktory splyva s bodom R;, ich druhg
priemety neexistuja.

Podobné vztahy platia Pre dudlne zobrazenie.

Vymetime teraz navzdjom body 14, 24 g hladajme vztah medzi bodmi A4, 4,
pri¢om bod 4 m3 priemety 4, 24 a bod 4 m4 priemety 14 =24 24 = 14,
Z vlastnosti Gplného ¥tvorrohu 10, 20, 14, 24 priamo vyplyva, Ze vztah medzi
bodmi 4, 4 je involutérna kolinedcia pre stred v bode § na priamke o, pri¢om
('0*0R8) = —1,a 08 v priamke p. Skutoéne: 1. Stvorroh 10, 20, 14 24 mj
diagonilne vreholy 4, A, R a teda spojnice A4 prechidzaji vidy bodom §.
Ak spojnica 44 pretina priamku p v bode «, plati (SxAA) = —1. Jednému
bodu 4 zodpoveds jediny bod 4 a naopak. 2. Nech @ je Iubovolns priamka,
prechadzajica bodom 4 a nech pretina priamku p v bode A'. Spojnicu 4'4
oznaéme a. Potom zrejme kazdému bodu priamky a odpoved4 bod priamky @
a priamky @, a sa pretinaju na osi kolinedeie. 3. Ak bod 4 lesf na priamke a,
bod 4 lezi na priamke @. Ak bod 4 le3f na priamke p, zrejme 4 = 4.

2. Nech a le Tubovolni priamka roviny g, ktord neprech4dza ani jednym
z bodov 10, 20. Body 4 priamky @ premietajt sa z bodov 10, *0 dvoma perspek-
tivnymi zvizkami priamok a medzi bodovymi radmi 4, 24 ng, priamke p
je projektivny vztah *I7. Samodruzné body projektivity «/7 st bod R, ktory je
priemetom priesednika {7 priamok ao a priesednik P (stopnik) priamky @
s priamkou p (ak priamka o splyva s priamkou p, projektivita 217 je identitou).
Nech bod A4 priamky a nesplyva so Ziadnym z bodov P, a7, Body 10,20, U, R
priamky o premietajti sa vtedy z bodu 4 na priamku p do bodov 14, 24, P, R.
Preto dvojpomery (1020+U R)a (*424PR) st rovnaké a st rovné charakteristic-
kému dvojpomeru projektivity /7. Naopak, ak samodruzné body projekti-
vity eIl nesplyvajt, je nimi a charakteristickym dvojpomerom priamka o
jednoznadéne urdens.

Ak priamka a prechddza bodom R a nesplyva ani s jednou z priamok 0, P,
definuje na priamke p projektivitu °/7 s jedinym samodruinym bodom R.

Ak priamka a prechidza napr. bodom !0 a nesplyva s priamkou o, tak
projektivita /I je singuldrna 1. druhu so singulérnym bodom 1. druhu v bode B
a singulirny bod 2. druhu je stopnik P priamky a [3].

Priamke o priradujeme singuldrnu projektivitu II. druhu so singuldrnym
bodom v bode R.

(Singulérna projektivita I. druhu m4 jeden bod — singuldrny bod 1.druhu —,
ktorému nezodpoveds #iaden bod, a jeden bod — singuldrny bod 2. druhu —,
ktory zodpoveds vietkym ostatnym bodom a je rézny od predchddza-
jiceho bodu. Pre singulérnu projektivitu IT. druhu obidva tieto body sply- -
vaji.)

3. Zvolme stiradnicovy systém v rovine e taky, %e priamka p mé rovnicu
%3 = 0, bod '0 m4 stradnice (0, 0, 1) a bod 20 mé stiradnice (1, 1, 1). Potom bod
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Aay, a,, a;) mé priemety 'A(a,, a,, 0), *A(ay — a,, a3 — a,, 0). Bod B ma
siiradnice (1, 1, 0).

Lubovolns priamka a nech ma rovnicu &z, + Exy - Ex, = 0. Dubovolnd
priamka g bodom 0 m4 rovnicu &, + £z, = 0 a priamka 22 bodom 20 m4
rovIica #,%, + 1y%; — (9 + ) 2z = 0. Ak priamky la’¢ majd prechadzat
tym istym bodom priamky e, musi

& & &
‘S~3m|d~|3w =0, (1)
_
GG o
clze ) )
0, = (§, + &) + &1, 00, = Eomy + (& + &) s (2)

Pre siiradnice 1z, ; 1, prieseénika 14 priamky 'a s priamkou p plati iz, : la, =
= —{, : §; a pre stradnice 2x,, %, priesednika 24 priamky % s priamkou p

plati 2z, : 22, = —y, : 9,. Z rovnic (2) vyplyva potom vzfah medzi siradni-
cami bodov 1424 -
olz; = (& + mmvmﬂh — &My, olmy = &%, + (& + §3),. . (3)

Rovnice (3) st rovnicami projektivity /1. Determinant tejto projektivity mé
hodnotu £(, + & 4 &) a je teda rovny nule, ak priamka a prechidza nie-
ktorym z bodov 10, 20; potom je projektivita <J7 singuldrna.

Z tvaru rovnic (3) priamo vyplyva, Ze zvizku priamok bude zodpovedat
zvizok projektivit na priamke p [3]. Naopak, podla typu tohto zvizku pro-
jektivit moZeme usidit na polohu uva¥ovaného zvizku priamok vzhladom
na body 10, 20 a priamku p. St tieto mo¥nosti:

a) (Zvizok typu I1.) Zvizok projektivit tvoria projektivity s dvoma
pevnymi réznymi samodruznymi bodmi P, R, dalej dve singuldrne pro-
jektivity I.druhbu, ktoré maji body P, R za singuldrne body a identicks
projektivita. Zvizok priamok m4 stred na priamke P Vv bode P == R.

b) (Zvizok typu I 2.) Zvizok projektivit obszhuje projektivity s jednym
pevnym samodruinym bodom R, singuldrnu prcjektivitu I1. drubu so singu-
lirnym bodom v bode R a identicki projektivitu, Zvizok priamok m4 stred
v bode R.

¢) (Zvizok typu III 1, resp. 2.) Zvézok obsahuje okrem jednej singuldrnej
projektivity IT. druhu samé singuldrne projektivity I. druhu s pevnym singu-
ldrnym bodom 1. druhu, resp. 2. druhu. Zvizok priamok m4 stred v bode 20,
resp. 0.

" d) (Zvizok typu IV 2b.) Zvizok projektivit obsahuje samé hyperbolické
projektivity a jednu singulérnu projektivitu IT. druhu. Zvizok priamok mé
stred na priamke o rézny od bodov 10, 20, R.

e) (Zvizok typu IV 2c.) Zvizok projektivit obsahuje hyperbolické pro-
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jektivity, jednu parabolickd a dve singulirne projektivity I.druhu. Zvizok
priamok ma4, stred, ktory nelezi ani na spojnici 100 ani na priamke p.

4. Zaoberajme sa teraz kufelosetkami, ktoré prechiddzaji bodmi 10, 20
(budeme ich nazyvat o-kuZelosedkami). Body K takejto kuZelosetky sa pre-
mietaji z bodov 0, 20 projektivnymi zviizkami priamok a teda medzi prvymi
a drubymi priemetmi bodov o-kuzelosedky bude projektivny vzfah. V opi-
sanom stradnicovom systéme bude mat o-kuZelosedka % rovnicu

A&} 4 A9l 4 20,572, 20,3725 — (@y; + gy -+ 2045 + 2a45) Twy = 0. (4)

Nech prvy priemet bodu K o-kuZelosetky & m4 stradnice (*zy, '@y, 0). Bod K
bude mat potom stiradnice k,, k,, ks, kde

ky = (ay + agp + 20, + 2ay5) ' wy — 20,5123,

ky = (ay; + a9 + 20,5 + 2a45) 3 — 2a,51%,17,, (5)

o 2
ky = ay'a} 4 ay'ed + 20,2, 7,
Druby priemet bodu K méd potom stiradnice 2z, %x,, 0, kde

0°zy = (ay; + 203012} — (ay, + an + 2053) 12,1 %5 + aglay =
= (', — z,) [ay, ', + (@31 + 2a;, + 2a4,) 1x,),
0%y = a13'a% -+ 2(ay5 + ay5) 2y Ly — (@ + 2055 + 20,5) 1xf =

= (', — '2,) [(ay, + 2ay,) ', — Qg %),

(6)

Za predpokladu 1z, + 'z, méfeme teda pisat

02 = (@ + 2ay) Y1, — a5z,

7
0%y = Gy %; + (ayy + 285 + 2a,5) 1y, &
Ak 'z; = 1z,, bod 1K splyva s bodom R. Potom mé#u nastat tieto pripady:
a) o-kuZelosecka k je pravé; potom rovnice (7) priraduju bodu R prive prie-
se¢nik jej tangenty v bode 20 s priamkou p. b) o-kuzelosetka & sa sklads
z dvoch priamok, z ktorych ani jedna nesplyva so spojnicou 1020 ; potom rov-
nice (7) priradujd bodu R priesednik priamky prechddzajicej bodom 20
8 priamkou p. c) o-kuZelosetka sa skladd zo spojuice 1020 a z priamky m
bodom 20; potom rovnice (7) priraduji bodu R prieseénik priamok mp. d) Ak
sa o-kuZelosetka k rozpads v spojnicu 0?0 a priamku bodom 10, priradujt
rovnice (7) bodu R ten isty bod. e) Ak sa o-kuzelosetka k rozpads v dvoj-
nisobne poditant priamku o, nepriraduji rovnice (7) bodu R Ziaden bod.
Rovnice (7) vystihuji teda v plnom rozsahu vlastnosti Ziadanej projektivne;j
pribuznosti na priamke p, a teda méfeme nimi nahradit rovnice (6).
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Projektivna pribuznost (7) je singularna, ak jej determinant 4 je rovny

nule:
a5y + 2045 — Qg
4= = g
@y ay + 2045 + 205 (8)

= (@ 4 oy + 285 1 205) (@ + 2a55) — 205304, = 0.

Mo6iu nastat dva pripady: a) a, + 2a,3 = 0, b) ay; + 2ay5 F o., V pripade
a) mus{ alebo «) a,3 = 0, alebo ) ay = 0. Pre pripad ax) je rovnica o-kuzelo-

setky
o[ 201521 + Ay — Aamm + 2ap) ;] = 0

a tato o-kuZelosetka sa rozpadd vo dve priamky, z ktorych jedna prechadza
bodom !0 a druhé bodom 20.
Pre pripad af) je rovnica o-kuZelosetky

(an®y + 2a45%,) (%, — ) = 0
a tato o-kuielosetka sa rozpadd ako v predchadzajicom pripade.

Pre pripad b) moéZeme pisat

i

24 1 @y + 2a5, + 2a _ P
- =a 12 13 = .
23 11 22 4y & 20,
Diskriminant 4 o-kufelosetky je
Q13 gy Oy
Aol = A2 2010015l 55 — AFalloy =
A =) ay ay Ay | = —a;;4% + 20,0134, 13%22
gy Apy 0 )
2 2
a afs ad, 9 _ %1501 Agllyy = — Oy3 Qg A4d=0
= = - — O30y = L 9. 2
" (@11 + 2a.5) @y + 2045 (an + 2a;,)

a o-kuZelosetka opit degeneruje.

Z predchddzajicich dvah vyplyva, ze ak projektivna pribuznost (7) je
singuldrna, degeneruje aj prisluinid o-kuZelosedka. Opa&né tvrdenie nie je
spravne.

5. Z tvaru rovnic (7) priamo vyplyva, ¥e zvizku o-kuZelosediek je priradeny
zvizok prislu¥nych projektivit na priamke p. Naopak, podla typu tohto
zvizku projektivit mézeme ustdif na typ prisluiného zvizku o-kuzelosetiek.
St tieto mo#Znosti pre typ zvizku:

_ a) (Zvazok typu I 1.) Zvizok o-kuZelosediek mi okrem bodov 1020 daliie
dva rdzne zikladné body M, N na priamke p rozne od bodu R.

b) (Zvazok typul 2.) Body M, N splyvaji na priamke p, M == R, priamka p

je spoloénou tangentou o-kuZelosediek zvizku.
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¢) (Zvizok typu I 3.) Zvizok projektivit tvoria, okrem identickej projek-
tivity, eliptické projektivity charakterizované jedinou eliptickou involciou
obsiahnutou vo zvizku. o-kuZelosetky zvéizku nemajé okrem bodov 10, 0
Ziaden spolony bod a jedna degenerovans kuzelosedka zvizku sa sklads
z priamok o, p.

d) (Zvazok typu II 1.) Zvizok projektivit obsahuje projektivity s jednym
pevnym samodruznym bodom a danou hodnotou charakteristického dvoj-
pomeru a jednu singuldrnu projektivitu II. drubu. Zvizok o-kuselosedick je
urdeny bodom M priamky p a tangentou v bode M, ktors neprechddza Ziadnym
z bodov 1020R.

¢) (Zvizok typu II 2a.) Zvizok projektivit obsahuje okrem dvoch singuldr-
nych projektivit IT. druhu eliptické a hyperbolické involicie, priom samo-
druZné body hyperbolickych involicii tvoria involdciu. Zvizok o-kuselosediek
je uréeny réznymi bodmi MN, ktoré nelezia na priamke p, ale spojnice '0M
a *0ON a taktieZ spojnice 'ON a 20M sa pretinaji na priamke p. Priamka p je
teda diagondlnou stranou tplného tvorrohu 10, *0, M , NV protilahlou k dia-
gonalnemu vrcholu. ktory je prieseénikom spojnic 1020 a MN.

f) (Zvazok typu II 2b.) Zvizok projektivit obsahuje jednu singuldrnu pro-
jektivitu II. druhu a hyperbolické involicie s jednym pevnym samodruinym
bodom. Zvizok o-kuzelosetick je uréeny bodom M na priamke p a tangentou m
v bode M. Ak M’ je prieseénikom tangenty m s priamkou o, plati (1020M'R) =
= —1.

g) (Zvizok typu II 2¢c.) Zvizok projektivit obsahuje len hyperbolické in-
volucie, ktorych samodruzné body tvoria opit involdciu. o-kuzelosesky zvizku
nemaji okrem bodov 0, 20 Ziaden spoloény bod a jedna degenerovans kuzelo-
setka zvizku sa sklads zo spojnice 0°0 a z priamky m == p neprechadzajicej
Ziadnym z bodov 10, 20. Ak M je priesednik priamky m s priamkou o, priamka p
je spolotné polara vietkych kuzelosediek zviizku vzhladom na pél M.

h) (Zvazok typu III 1.) Vietky kuZelosedky zvizku st degenerované a skla-
daji sa z jednej pevnej priamky bodom !0 & z priamok prechadzajicich
bodom 20. .

1) (Zvizok typu III 2.) Vietky kuZelosetky zvizku s degenerované a skla-
daji sa z jednej pevmej priamky bodom 20 a z priamok prechddzajicich
bodom 10, ‘

i) (Zvézok typu IV 1.) Zvizok projektivit obsahuje hyperbolicks, eliptické
a dve parabolické projektivity; samodruzné body hyperbolickych projektivit
tvoria hyperbolickd involiciu. Zvizok o-kuzelosedick indukuje na priamke p
hyperbolicki involiciu a neobsahuje Ziadne degenerované kuZelosetky, ktoré
by sa skladali z priamky o a z priamky bodom 10, resp. %0.

k) 1) (Zvazky typov IV 1a, b.) Zvizky projektivit sa lifia od predchadzaji-
ceho tym, Ze obsahuji eite 2, resp. 1 singularnu projektivitu I. drubu. Zvizky
o-kuZelosediek obsahujti dve degenerované kuzelosetky typu opisaného v j)
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(pritom sa priamky bodmi 0?0 nepretinaji na priamke p), resp.len jednu
taki degenerovant kuZelosetku. : )
m) (Zvizok typu IV le.) Zviizok projektivit sa lisi od zvizku IV 1 tym, Ze
obsahuje jednu singuldrnu projektivitu II. druhu a jednu I.druhu. Niﬁow
o-kuzelosediek sa 181 od zvizku j) tym, Ze obsahuje jednu degenerovani
kuzelosedku skladajicu sa z priamok %o, 20 bodmi 0, *0 takych, Ze sa pretinaji

na priamke p a druht skladajicu sa z priamky o a priamky bodom 0, resp. 20.

n) (Zvizok typu IV 2a.) Zviizok projektivit tvoria hyperbolické Hx.owmwﬁ-
vity a jedna parabolickd. Zviizok o-kuZelosediek mé prave jeden 20 zakladnych
bodov na priamke p. Zvizok mé §tyri rdzne zakladné body.

o) (Zvizok typu IV 2b.) Zvizok o-kuielosetiek je urdeny dvoma tangen-
tami v bodoch 10, 20, ktoré sa nepretinaji na priamke p. .

p) (Zvizok typu IV 2¢.) Zvizok degenerovanych kuielosediek skladajtcich
sa z priamky o a priamok bodom M, ktory neleii na Ziadnej z priamok o, P-

q) (Zvizok typu IV 3a.) Zviizok projektivit obsahuje samé r%wmwdoﬂwo.wmo
projektivity ; samodruzné body tychto projektivit tvoria eliptickd Eﬂmc.SF
Zvizok o-kuZelosediek obsahuje jedini degenerovant kuzZelosetku skladajtcu
sa z priamky o a priamky m neprechidzajicej Ziadnym z bodov 0, %0, R.
Ani jedna kuZzelosedka zvizku nepretina priamku m. o

r) s8) (Zvizky typov IV 3b, ¢.) Zvizky projektivit sa lifia od predchidzaji-
ceho iba tym, Ze obsahuju jednu, resp. dve singuldrne projektivity I.druhu.
Zvizok o-kuzelosediek je urdeny okrem bodov 10, 20 efte tangentou s bodom
dotyku, resp. dvoma bodmi, pri¢om zvizok indukuje na priamke p eliptickt
involiciu.
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ZYKLOGRAPHISCHE ABBILDUNG IN DER EBENE
VACLAV MEDEK
Ncm@EBo:?mmzum

In dieser Abhandlung ist eine spezielle Abbildung der Punkte projektiver Ebene o
auf angeordnete Punktepaare einer Geraden p untersucht. Jeder Geraden der Ebene e
ist dann eine projektive Verwandtschaft von Punkten der Geraden p zugeordnet. Es
gibt auch gewisse Kegelschnitte (0-Kegelschnitte), welche dieselbe Eigenschaft besitzen.
Man untersucht dann Biischel von Geraden und o-Kegelschnitten und zugehdrige Biischel
von projektiven Verwandtschaften auf der Geraden p.
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