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O DIFERENCIALNI ROVNICI
Y" + 24(x) y' + [4'(2) + o(x)] y = 0

MILOS RAB, Brno

Uvod
Diferenciilni rovnice

2"+ 3py(2) 2" + 3py(2) 2’ + py(x) 2 = 0,

JejiZ koeficienty p,(z) (i = 1, 2, 3) jsou funkee spojité v intervalu J — <,, 00)
se svymi derivacemi a¥ do ¥adu 3 — 4, se transformuje substituct

2 = exp ,nlex pi(t) dt} y

v diferenciilni rovnici

Y" 4 3Py(x) y' - Py(z) y = 0,
kde

Py(z) = Ps(x) — 3py(2) Pa(2) 4 2p¥(z) — %MA.&V“NumA&V = Pz} — p¥z) — pi().
Polozime-li

A(®) = 3 Pya), o(@) = Pyfo) — > Py,

obdriime diferencidln{ rovnici
y" + 24(z) y' + [A'(z) + w(x)] y = 0, , (1)

jejiz koeficienty A(z) a o(z) jsou funkce spojité v intervalu J.
Jestlize A(z) a w(z) jsou konstanty, A(z) = 4, (%) = w, m4 diferenciglni
rovnice (1) v piipads 2702 | 3243 ~ 0, ® > 0 obecné YeSeni tvaru

y=0Cre 4 (C,e? sin [6z + C5], & > 0, B konstanty.
Kazdé anmoz&m& feSeni {C;, = 0} konverguje s rostoucim z k nule, nem4

ani jeden nulovy bod a patfi do prostoru L%(=,, o). Je-li C, & 0, feSeni
osciluje! a dosti vzdélené nulové body kaZdych dvou nezavislych oscilujicich

1 Oscilujicim budeme nazyvat integrsl, ktery v ka¥dém intervalu (@, 00), a > x,
i nabyvé kladnych i zépornych hodnot. :
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Integraly se oddéluji bud po jednom (na PE. ¥, = €2 “gin Bz, y, = 2 “cos fxy

ot o
nebo po dvou (na pf. y, = 2 “gjp Br —eoz 4 o2 “sin Bz).
Je-li 2742 +324%2 >0, v <« ¢ mé diferenciglng rovnice (1) obecné feSen{
tvaru «

Yy =06 4 C,0 % gip [z + Cl, & > 0, £ konstanty.

Kazdé tegent jest budto neoscilatorické v J {C,=0}a diverguje k -1 oo, nebo
osciluje {0, = 0} a nulové body kazdych dvou nezavislych oscilujfcich inte-

o

U se oddéluji po jednom. Kazdy oscilujici integral patii do prostorn

V dalsich odstaveich budeme studovat piipady A(z)= 4, o(z) £ w, kdy
maji integrily diferencilni rovnice (1) privé popsané vlastnosti. Podobnym
problémem se zabyval Zldmal [4].

1

V tomto odstavei uvedeme &tyii Pomocné véty.

Pomocni vita 1. Fundamentdlng Systém Feseni diferencidlng rovnice y” -
+ 24(z) y' 4 A(z)y =0 jest tvary :

Y+ 5 4@y = o, (@)

([3), dil T, str. 97.)
Pomocna vita 2. Integraly diferenciding rovnice (1) vyhovujs Mammanove
identité

T

M@ = 4(2) (@) = 5 472(@) + A(a) yia) — J o0 920 a1 Ly,

([1], str. 221.) " ®

O spréavnosti se snadno presvddéime tak, Ze rovnici (1) ndsobime y{x) a inte-
grujeme od z, do g.

Pomocna veta 3. Bud w(z)< 0 {o@) =20} pro zeg 4 necht w(z) == 0
v Zddném Edsteéném tnlervaly, Kazdy integrdl Y(x) diferenciding rovnice (1),
ktery spliiuje v néjakém &sle 1 €J politedni podminky y(x,) — ¥'(z) =0,
Y (%) = 0 nemg napravo {nalevo} od z, Zddng nulovj bod.

Vskutkuy, kdyby pro %3 > 7, bylo y(z,) = 0, bylo by podle (3) —y'¥x,) =

= — \ o(t) y*(t) dt, coz jest spor, nebot na, levé strang jest nekladné, na, pravé
x,

kladné &islo.
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Analogicky se dokéze tvrzeni v piipads w(x) = 0.
Pomoena vita 4. Budye ddny dvé diferenciding rovnice

2"+ 24(2) 2 + [A'(2) + wy()] 2 = o, (4)
2"+ 24(2) Z' + [A'(2) + oy2)] Z — o, (5)

Necht funkce A'(z), o,(z), wy(Z) jsou spojité v intervaly J a necht w,(z) < 0,
(T) S 0,(x), P Sems nend v Zddném Edsteéném intervaly w,(z) = Wy(Z).
Oznabime-li (x), resp. Z(x) integrdl diferenciding rovnice (4), resp. (5), pii Gem#

2xy) = Z{,), 2(zy) = Z'(x,), 2" () = N\\A.ﬁcvm (6)

pak jest | z(x) | < |Z(z) | © kaZdém intervaly (%0, Z), v ném¥ 2(x) neméni 2na-
‘ménko.

Dikaz. Polozme () — wy(x) = () = 0.

Pak miteme diferenciilng rovnici (4) psit ve tvaru

2"+ 24(z) 2 + [A'(z) + oy(z)] 2 = — &(z) 2.

Methodou variace konstant obdrzime integralni rovnici

2(x) = Z(z) — \ o(t) l%amwva.us a, (7)

Ty

pii demz Z(z) je integral diferencidlni rovnice (5) uréeny v &isle podateénimi
podminkami (6), W(t) je wronskien fundament4ni soustavy feseni Z,, Z,, Zy
diferencialni rovnice (5) a

Zy(), Zy(), Zy()

G—VA&.“ 3” NHANY Nm@vv Numwv
Zi(t), Zy(t), Zi(e)

Wiz, t)

Pfi pevné zvoleném ¢ jest W integrdlem diferencialng rovnice (5)

spliujicim v &isle z — ¢ potateéni podminky

Wit t) 0 watt) 0 wiet) 1
We) — > “we T we
Podle pomocné véty 3 jest vﬂmmwv > 0 pro viechna z > ¢

Tvrzeni véty plyne bezprosttedns ze vztahu (7).
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I

Vlastnosti integralic diferencilng rovnice (1) v piipads w(z) =0

Véta 1. Nechr diferencidlng rovnice (2) jest oscilatorickd v J.

Necht A'(z) a () jsou funkee spojité v J a w(z) = 0 pro x €J, pii tem#
neni v Zddném Edsteéném, wntervaly w(x) = 0,

Je-li kazdy integrdl diferenciglng rovnice (2) okraniéens { konverguje s rostoy-
cim x k nule}, pak plati taso torzens:

a) Ka#dy integrdl diferenciding rovnice (1) budio osciluje v J, nebo je ohra-

¢) Jeli w(z) = ¢ > 0, patit kaddy neoscilugict integrél do prostoru L2(x,, oo).
Dikaz. a) Funkee Lly(2)] jest klesajici v J, jak jest patrno z (3). Bud
existuje z;, > gz, takové, se Liy(z,)] = o, pak jest Lly(z)] < o pro vsechna
% > &1 a y(z) osciluje ([2], str. 355), nebo jest v celém intervalu JL{y(z)] > o
& y(z) nem4 ani jeden nulovy bod. Kdyby totiz integral y(z) mal nulovy bod

z €J, bylo by Liy(Z)] = 1. %) <0, coZ je ve sporu s predpokladem.
y. y 7Y

Oznadme Z(x) integril diferenciilni rovnice 2~ + 24(z) z* + Ax)Z =0,
ktery spliiuje v &isle %y tytéZ cauchyovské podatedni podminky jako y(z).
Podle pomocng VEty 4 {wy(x) = 0, wy(z) = w(x), 2(x) = y(z)} jest [Z(z) | >
> | y(x) | pro viechna > #,. Odtud plyne, ze ¥(z) je ohranieny { Wo:«mwmiw
k nule}, nebot podle pomocné v&ty 1 jest Z(z) = Cru¥(z) I Cou(z) v(x) 4
+ Cyv¥(x), kde €1, Gy, Cy jsou vhodné konstanty, ) a v(x) dva libovolné
nezavislé integrily diferencilng rovnice (2), které jsou podle pfedpokladu
ohranideng { konverguji k nule}.

Tvrzeni &) je dokézino v prici [2].

Necht koneéns o(x) 2 &> 0. Je-li ¥(x) libovolny neoscilujici integral dife-
rencidlni rovnice (1), jest Liy(x)] >0 pro viechna g = .

Tvrzeni ¢) plyne ze vztahu (3), nebot kdyby \. ¥%(t) d¢ = oo, byla by limita,
lim Liy(z)] = — 00, 0% je ve sporu s tim, Ze h..m\ﬁ&: > 0.
T
I -
Vlastnosti integrald diferencilng rovnice (1) v pripads () <0

Véta 2. Neche A'(2), o(z) jsou funkce spojité v J o necht A(x) < ¢ < 0,
o) <0 pro z e J,

Necht md diferencidlni rovnice (1) alespoti jeden oscilugict integrdl ().
Pak platt tato torzend-
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L. Diferencidlng rovnice (1) md také neoscilugict tntegrdly. Kaidy neoscilujict
tntegrdl diverguje s rostoucim monotonné k 4 co.

2. Je-li w(z)< 6 < 0, patit kaidy oscilufict integrdl do prostoru, L¥(z,, oo),

3. Nulové body kaZdgch dvou nezdvislyjch oscilujicich, tntegrdli se oddélugi po-
jednom.

Dikaz. 1. Ukiseme piedevsim, ze kazdy integral y(z), ktery spliuje v ng-
jakém ¢isle z, € J podateéni podminky y(z,) — Y'(@) =0, y'(z,) + 0, diver-
guje 8 rostoucim z monotonné k 4 oo, Beyz ujmy na obecnosti mégeme pred-
poklddat y"(z,) > 0. Pak jest y'(z) >0 v jistém okoli zprava bodu z;.
Ukézeme, e jest y"(x) > 0-pro vechna % > ;. Predpoklédejme, fe tomuy
tak neni a oznadme ¢ minimum viech z ~ Zy, Pro néz y'(z) < 0. Pak jest
Y& =04y Mammanovy identity (3) plyne

LIy = — 5 E) + A(e) i) — — [0y,
CoZ je spor, nebot na levé strang jest z4porné, na, pravé nezdporné &islo. Jest
tedy y'(x) > ¢ pro viechna z > gz, takse ¥'(z) roste, a protose Y'(z) =0,
plati od jistého T2 > & nerovnost y'(z) = k > 0, kde & je vhodns konstanta.
Z posledni nerovnosti plyne, e ¥(x) je monotonni a Y(x) = bz — z,) + y(x,),
takie jest lim Y(z) = oo. Analogicky se dokéZe, %e lim Y(&) = — oo, kdyz
¥ () < 0.

Bud nyni y(x) libovolny neoscilujici integral. Zvolme 7 €J tak velks, aby
y(®) 3 0 pro z > %;. Bez 4jmy na obecnosti miuZeme predpokladat y(z) > 0
pro x > z,. Ukdseme, ze y(z) je neohranideny,

Humom@oEwQ&Em“ Ze existuje takové Jf s 26 y(x) < M pro viechna z > gz,.
Bud y,(z) oscilujiei integral diferencidlni rovnice (1). Zvolme dva, Po sobd
jdouei nulové body # > ¢ ~ # tak, aby y{(£) > o, %1(n) < 0. Funkce F(z) =
= y(x) yy(x) — Y (%) yi(z) jest Spojitd v intervalu Lo a jest F() =
= y({)yi() > o, F(n) = y(n) yi(n) < 0. Existuje tedy uvnity intervalu (£, 7}
éislo & takové, Je () = o. Systém rovnic

ey(€) + G (&) = 0,
&y’ () + yi(é) =0

m3, tedy nenulové fegeni C1, ¢, nebot determinant soustavy F(£) je roven nule.

Funkce Y(z) = c;y(x) + C¥1 (%) jest FeSenim diferencidIni rovnice (1) a m4

v &isle & dvojnisobny nulovy bod. Podle hotejstho jest lim ¥(z) = oo, cox
X0

jest spor, nebot v nulovych bodech 7 integralu y,(z) jest y(z,) = ay(a;) <
< ¢ M. Jest tedy kazdy neoscilujici integral y(z) neohranideny. K dokonéen{
dikazu tvrzeni 1 stagj ukdzat, Ze y(z) nembse mit nekoneéné mnoho maxim
a minim, Dikagz provedeme opét sporem. Oznaéme g, (k=1,2,..) hody,




v nichZ nabyvs, y(x) maxima. Protose je y(z) neohranideny, existuji ke kag-
dému ¢&islu L ~ ¢ indexy % takové, ze Yé&) > L. 7 Mammanovy identity (3)
Plyne & v
Y ¥'(&) + A(&) y2e) = — u\ o(t) y*(e) dt + L[y(a,)].

Pravi strana je zdola, ohraniéend, nebot o(x) < 0 pro x > %, kdezto na levé

strand mame y(g,) y(&,) + A() y2(&) < A(gy) V() = ey¥(&,), takse lové
strana nabyvé libovolns velkych zdpornych hodnot, 1 to je spor.,

kters. je zdporns pro kazdy oscilujici integril v celém intervalu .J. Jest totiz

v kazdém nulovém bods§ =z, integralu y(z) Liy(z,)] = IWM\MA&L < 0. Jest
tedy podle (3) . .

— @l > S o) |y diz (o) f g a (8)
©0Z jest tvrzeni 2. ’ "

Abychom dokézalj tvrzeni 3, stadi ukdzat: oznadime-li y,(z) a Yo(x) dva
libovolné nez4visig oscilujfef integrily diferencidIni rovnice (1), pak nemohou
mit Zidny spoleny nulovy bod a megzi kazdé dva Po sobé jdouei nulové
body z, a «, jednoho integrilu {na, PE. ¥} padne alespoti jeden nulovy bod
druhého integrélu {m}.

Diikaz provedeme sporem. Hum@m@oﬁm\m&so. %e v intervalu (21, z,) nelezi
ani jeden nulovy bod integralu ¥1(x). Bez 4jmy na obecnosti mizeme pied-
poklidat ydzx) > 0, Y%(%) >0 pro ge (21, 3,), takse Yo(21) = yy(z,) = 0,
Ya(x) > 0, ¥5(%;) < 0. [Nemiize byt yi(#,) = 0 ani Y2(%,) = 0, nebot integral
%(z) by byl neoscilujiei podle pomocné véty 3] Stejnou tvahou jako pii
dikazu tvrzeni 1 se ukdfe, Je tento Pfedpoklad vede k existenci integralu
y(z) diferencialn{ rovnice (1), ktery m4 v &isle £ € (2, m,) mgu.mwmovz% nulovy

s ¢ v .

bod. Podle pomoené véty 3 y(z) neosciluje a podle tvrzenf 1 véty 2 jest
lim y(z) = 4 oo, (9)

Na druhé strang viak y(z) jako linedrn{ kombinace dvou oscilujicich integrali
je ohranideny, nebot kazdy oscilujici integrsl je ohranigeny.

Vskutku, bud (%) oscilujict integril. Llz(z)] je neklesajici, z4porni a ozna-
dime-li g, body, v nichs m4 2(z) lokdlni kladné maximum nebo zéporné mi-
sloupnost { (%)} je ohranidens. To viak je ve sporu s (9). Le#i tedy mezi ,
2 7, alespoli jeden nulovy bod integrilu y,. V intervalu (g,, %} viak nemise
leZet vice nulovych bodg integrdlu y,, nebot kdyby zde leZely alespoit dva,
Z; < %,, pak by mezi nimi podle prave dokdzaného lezel alespon jeden nulovy
bod integralu Y2, Semuz tak nenj.

Zbyvs ukdzat, e integrily #1(%) a y,(x) nemohou mit Zidny spoledny
nulovy bod ¢. : .
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" Vskutku, kdyby tomu tak bylo, existovalo by takové &islo & + 0, Ze yi(&) =
= ky;(£) a funkce y(x) = y(z) — ky,(x), kters je Fefenim diferencislni rov-
nice (1), by méla v &isle ¢ dvojndsobny nulovy bod, takze by platilo (9), a to
Jje ve sporu s tim, Ze y, a y, jsou ohranidend. Tim je tvrzeni 3 dokézano,
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O IMOOEPEHIUATLHOM YPABHEHUHU
Y" + 24(2) ¥ + [A'(@) + w(w)] y = o

MUJIOW PAR
Brisogn
- B aroii craten pemaerca ‘onu.o.o.. KOTIa pelueHus nx&@%mm:n»:rmono.. YpaBreHAA
Y+ 24(2) y + [A7(z) to@)]y=o0 ( ) (1)

omamnmanmomoammzs =onommzz=mmzwm5mm=m YPaBBenus ¢ nocrogmmpg Koeppuanmen-
TaMH. = : -
Teopema 1. Mycrs auddepennuansuoe YpaBHeHue

Y+ 5 A@)y =0 @

B HHTerpane J — {Zy, 00) Konebasiomeecs. Myers dynrmun A'(z)nw(z) = ommmwmvﬂumi

O CnpaBeiIuBL yrRepKICHUA: )

1. Beaxoe pemwenne YpaBHenus (1) B maTepsane J Wi konebngerca wng OrPaHHYEHHO
{cTpemurca x By?0) U Her y mero KOpHA B J.

2. Nocratouno YAATCHHEIe HYIN IByX HesaBucHnix KoJebsIsiomuxen pewenuii gepeyy-
H0TCA 0 ogHOM MM 110 HBYX. ¥

3. Ecan w(x)=e>0 BJ, 10 BeAkoe Heronebasomeecs PelleHne npuHagmexut RIaccy
Lz, oo).

Teopema 2, Hyers dyurunn A'(z) ¥ w(z) B HHTEpRage J HEeTIPEPEIBHLL M mycrh A(z) <
Ee<0, w(z) <0, qna z €J. .
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2. Ecnu w(r) <6 < 0, Bcaxoe Konebasiomeecs Peutenne npunamnemuyr Raaccy Lz, oo).
3. Memay Beaxmm ABYMA Hyaamu ommoro U3 ABYX HesaBHCHMbIX Kostebiaomuxcs
pemtennii nexur onuy » TOIbKO OnmH mys BTOPOrO pemrenng,

UBER DIE wawmwwz,aiwh@hmaomdzmw
Y'+ 24(z) y' + [4'(z) 4- o@)]y=0
MILOS RAB
Ncwmgsabmmmwzbm

In der vorliegenden Arbeit werden die Fiille studiert, in welchen die Lésungen der
Uﬁmamb&&%&ntﬁbw
Y+ 24(x) y - [4"(=) + o(@)]y = 0 (1)

dhnliche Eigenschaften wie die der U_.m.mnog..@~m~omor§m mit den konstanten Koeffizienten

Folgende Sitze werden bewiesen:
Satz 1. Die Umm.muoui&mwmmorgm

Y 5 A@)y =0 @

sei im Intervalle J — {Zy, oo) oszillatorisch. Die Funktionen A’(z) und o(x) = 0 seien
in J stetig und es sel w(z) 3= 0 in jedem Teilintervalle iCd.

Wenn jede Losung der Uﬁm&mﬁ&&ﬂﬁdﬁﬁnm (2) beschriinkt, ist (oder mit wachsendem 2
gegen Null konvergiert), dann gilt:

1. Jede Lésung der Uﬁowobam_m_omor:bm (1) ist in J entweder oszillatorisch oder
beschrinkt (konvergiert gegen Null) und hat keine Nullstelle in J.

2. Hinreichend entfernte Nullstellen Zweier unabhiingigen oszillatorischen Lésungen
trennen sich zu eing oder zu zwei,

3. Wenn ©O(z) 2 e>0in g gilt, ist jede nichtoszillatorische Lésung der Klagse
LX(z,, oo). ’

Satz 2, Dje Funktionen A’(x) und @(x) seien in J stetig und es gef A(z) <e< 0,
ol{z) = 0 fir xz €J. = ’
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